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VORWORT.

Es sind zehn Jahre verflossen, seit Christoffel kurz nach Voll-

endung eines 70. Lebensjahres gestorben ist. Seine Publikationen
eratrecken sich Gber einen Zeitraum von 40 Jahren. Da ist es selbst-

verstindlich, da® einiges davon veraltet, ein erheblicher Teil durch
neue Arbeiten Gberholt ist. Aber so manches, was er geschaffen hat,
gehdrt heute zum festen Besitz der Wissenschaft — so die Begriffs-
bildungen, die er in die Flichentheorie eingefuhrt hat, und die Theorie
der Unstetigkeiten, die mit dem Fortbestehen partieller Differential-
gleichungen vertriglich sind. Seine Arbeiten dber algebraische Funk-
tionen und ihre Integrale, mit denen er sich in den beiden letzten
Jahrzchnten seines Lebens fast susschlicBlich beschiftigt hat, ten
noch heute ihren EinfluB aus,

Allen Christoffelschen Arbeiten gemein ist die klare, sorgfaltig
durchgearbeitete Darstellung; ein Vorgug, der ihr Studium beson-
ders flr die heranwachsende mathematische Generation empfehlens-
wert macht.

Ein groBer Teil der Abhandlungen ist in den Annali di mate-

matica von Brioschi erechienen und infolgedessen manchen Fachgenossen
weniger leicht quginglich. Um so dankenswerter erscheint es, daB
der Teubnersche Verlag eine Gesamtausgabe sciner Werke unter-
nommen hat.

Herr Geiser hat die Gite gehabt, den Abdruck seiner Biographie
Christoffels aus dem 34. Band der Mathematischen Annalen zu ge-

statten und sie augleich durch Zusiitze 2u bereichorn, die das Bild der
eigenartigen Persbnlichkeit Christoffele schirfor hervortreten lassen.
Wir verdanken ihm auch die Photographie Christoffels, die der vor-

stehenden Heliogravure zugrunde liegt.
Die Abhandiungen I—XXXII sind zu Lebzeiten Christoffels er-

schienen. Die Abhandlung XXXII ,Ueber die Vollwertigkeit und die
Stetigkeit analytischer Ausdriicke“ hat er noch selbst an die Redaktion
der Mathematischen Annelen eingesandt, aber ihre Drucklegung nicht
mebr erlebt. Die Abhandlungen XXXIV und XXXV_,,Vollatindige

ba



Vv Vorwort

‘Theorie der Riemann'schen &-Function“ und ,,Querschnittstheorie haben

sich im NachlaB vorgefunden. Die erstere war mit dem Vermerk ,druck-
reif verschen und ist obne jede Anderung in den Annalen erschienen.
In der letzteron hat der Herausgeber, Krazer, die cinzelnen Abschnitte
mit Oberschriften versehen; im dbrigen ist auch dieses Manuskript
unveriindert zum Abdruck gekommen.

Christoffel hatte die Absicht, diesen Abhandlungen noch weitere
folgen zu Inssen, die ebenfalls Fragen aus der Theorie der Abelschen
Funktionen behandeln sollten. Aus seinen Vorlesungen ist bekannt,
daB das Material dazu bereit Ing. Leider hat seine fortschreitende
Krankheit diese Absicht nicht zur Ausfihrung kommen lassen.

DIE HERAUSGEBER.
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©. F, Queen in Zarich.

Elwin Bruno Christoffel ist am 10, November 1829 in Montjoie,
einem Kleinen Stidtchen in der preussischen Rheinprovinz (nahe an der

belgischen Grenze) geboren. Auf dem Friedrich-Wilhelms Gymnasium
in Koln, wo der bald darsuf durch die Befreiung Kinkels berthmt
gewordene Karl Schurz sein Mitschiler war, erwarb er sich das Ma-
turititezougniss, Seine Studienzeit verbrachte er an der Universitit

Berlin, wo ihn vor Allem Dirichlets Vorlesungen anzogen, mit deren
Form und Gedankeninhalt er sich aufs Genaueste und Tiefate vertraut

machte; sie sind fur seine ganze Thitigkeit als Lehrer und Forscher
masagebend geworden. Daneben interessirten ihn Borchardt’s gehalt-
volle Vortrige ber elliptische Functionen; Steiner's geometrische Lebren
suchte er sich wenigstens in den Grundprincipien anzueignen. Scherz-
weise bekannte er sich auch als Schtler Martin Ohm's und belegto
dies durch cin Blatt von sweifelhaftem ktnstlerischen Werthe, auf

welchem er den bei diesem Docenten in der ersten Vorlesung gehdrten
Satz illustrirt hatte: Lagrange stand auf den Schulte von Euler,
wir aber stehen auf den Schultern von Lagrange.“*)

Das Bedtirfniss einen vollkommenen Einblick in dieVoraussetzungenzu gewinnen, suf welchen Dirichlet cinzelne seiner Vorlesungen auf-
baute, veranlassto Christoffel, sich eingehender mit Experimentalphysik
zu beschiftigen, als dies damals bei den Studirenden der Mathematik ~
‘iblich war, Er kam dadurch in persdnliche Beziehungon x Dove,

* Als Weierstrass seinen ersten Beruch bei Steiner machte, fragte ihn dieserin seiner ironischen Art: ,Sie kommen wohl hauptelichlich nach Berlin, um Ohm
‘ennen zu lernen?™ ,,Nein, ich wollte su Thnen und zu Dirichlet. ,,Dann haben
Bie Gritee im Kopf; wer Gritee hat, kommt zu Dirichlet und mir, die andern
geben ma Ohm.“
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was ihm die Moglichkeit gewihrte, gelegentlich cigene physikalische
Versuche anzustellen. Er muse in dieser Richtung cine entschiedene

Begabung besessen haben; ich erinnere mich noch lebhaft an dio An-
schaulichkeit, mit welcher er mir einst unter blosser Benutzung eines
cisernen Lineals, eines Bindfadens und der Brettchen einer Cigarren-
iste zeigte, wie gewisse Fundamentalgesetze des Magnetismus experi-
mentell zu priifen seien. Auch in dem Laboratorium des Chemikers
Sonnenschein arbeitete er eifrig; er trug bei einer Explosion schwere
Verwundungen am Kopfe davon, deren Narben noch lange Jahre
sichtbar blieben.

Nachdem Christoffel verhiltnissmissig spit seine Universitatastudien
abgeschlossen hatte (er promovirte am 12. Marz 1856), kebrto er nach
Montjoie zurfick und blieb dort bis zum Tode seiner Mutter, die er
wihrend der Leidenszeit einer Krankheit nicht hatte verlassen wollen.

Der mehrjihrige Aufenthalt in dem abgelegenen Orte, der keinerlei
wissonschaftliche Anregung bot, ja sogar die einfachsten geselligen Be-
zichungen vermissen liess, ist von grosser Bedeutung flr seine ganze
Individualitét geworden, Auf Grund einer hervorragenden Arbeitskraft
und einer zielsicheron Intelligenz, unbeirrt von irgend welchen fremden
Einmischungen, gewann er eine geistige Selbstindigkeit, die sich in der
Wissenschaft frei von Einseitigkeiten und unfruchtbaren Speculationen
hielt. Er drang tief in die Riemann'echen Schdpfungen ein, soweit
dieselben damals schon publicirt waren. In den Dirichlet'schen Vor-
lesungen erblickte er eine ausgezeichnete Vorechule fr dieses Studium,
ebenso in den functionentheoretischen Abhandlungen Cauchy's, die er
damals schon genau gekannt haben muss. Er meinte gelegentlich, mit
dem Citat in § 6 der Abhandlung Ober die Abel’schen Functionen habe
sich Riemann die Hilfte des Umfangs der Ausarbeitung seiner Theorie
gespart. Aber in diesen Jahren einsamer und angestrengter Studien
Dildeton sich auch einige Singularititen des Charakters aus; er selbst
sagte, in jenen Zeiten hitte er sogar das Sprechen verlernt. Und so
verblieb ihm ein ofter hervortretender Zug von Menschenscheu, sowie
eine Reizbarkeit, die auch den Freunden gegentber sich leicht in Schroft-
heit und Misstrauen gelteud machte. Selbst sein sonst so sachkundiges
und gerne anerkennendes Urtheil aber die wissenschaftlichen Leistungen
anderer Mathematiker konnte in solchen Momenten getribt erscheinen.

Als vollig reifer Mann habilitirte sich Christoffel im Jahre 1859

‘an der Universitit Berlin, wo er ebensowohl durch seine wissenschaft-

liche Bedeutung wie durch scine Thitigkeit als Docent sich die volle
Anorkennung von Kummer und Weierstrass erwarb. Hauptsichlich auf
ihre Empfehlung hin wurde ihm 1862 die durch Dedekind’s Weggang
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erledigte Stelle am eidgendesichen Polytechnikum zu Ztrich Ubertragen.
Bei Annahme des Rufes freute er sich darauf, vor einen grésseren
Horerkreis treten 2u kénnen, bei dem er eine weitgehende mathema-
tische Vorbildung glaubte vornussotzen zu dUrfen. Unter dieser An-
nahme hatte er insbesondere als Einleitung 2u seinen Vorlesungen cine
exacte Darlegung der Grundbegriffe dor Infinitesimalrechnung sorgfaltig
‘susgoarbeitet. Der erwartete Erfolg blieb runichst aus, und die Stu-
direnden ersuchten ihn, nach Verfluss des ersten Quartals, einen zuging-
licheren Weg einzuschlagen. Ohne jede Empfindlichkeit entsprach er
dem geiusserten Wunsche, begann die Vorlesang noch einmal auf total
verinderter Grundlage und nun mit einer Wirkung, dase er sofort 2u
den susgezeichnetsten Lehrern der Anstalt gezihlt wurde. Spiter durfte
er auch erhdhte Anforderungen stellen, zudem vereinigte sich in seinen
Privatvorlesungen ein grosser Kreis von Schillern, welche er mit den-
Jjenigen Parthigon der Wissenschaft bekannt machen konnte, in denen
sich seine eigene-Forschung bewegte.

Es war ein unvergleichlicher Genuss, den Vortrigen Christoffels
zu folgen. Schon die iuseere Erscheinung des kriftig gebauten Mannos
mit der ungesucht eleganten Haltung, dem fest wie in Bronze geprigten
und doch geistig durchgearbeiteten Kopfe, den wunderbaren Augen,
‘Ubte eine grosse Anzichungskraft aus. Die Sprache war einfach und
lebendig, von einem leichten Flusse, ohne jede unndthige Wiederholung
oder nachtrigliche Correctur. In dem flr die kinftigen Techniker obli-

gatorischen Unterrichte liebte er es, bis zu ausfihrbaren geometrischen
Constructionenund numerischen Rechnungen vorzudringen, deren Schluss-ergebnisse er ohne Pritention und Pedanterie in Ubersichtlicher Ord-

nung an der Tafel zosammenstellte. Der Heuptreiz und der Haupt-
vwerth aller seiner Vortrige aber lag darin, dass er in bewuseter Nachfolge
Dirichlet’s die Mathematik als eine Wissenschaft des reinen Gedankens

behandelte. Die allgemeinen Grundbegriffe und Methoden warden immer
mit der gréssten Pricision erliutert, die epeciellen Probleme klar und
scharf bogrenzt, die gefundenen Lésungen in Bezug auf die nothwen-
digen und hinreichenden Bedingungen ihrer Richtigkeit umfassond dis-
cutirt. Betrachtungen ber das Unendlichworden, Uber den Grenzprocess,
fiber Unstetigkeiten wandte er seine besondere Aufmerksamkeit zu,

indem er sie von den zufiilligen Umstinden, unter denen sie sich dar-
boten, befreite und in ihrer philosophischen, oder wie er lieber gesagt
hitte, rein begrifflichen Bedeutung auseinanderlegte. Damit hing wohl
die Kunst zusammen zu concentriren und 2u condensires. So gab er

in ein- bis zweistiindigen Semestervorlesungen cine Theorie der be-
stimmten Integrale, oder der partiellen Differentialgleichungen, oder der
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krummen Oberfiichen, die alles Wesentliche enthielt und hervortreten

liess, ohne dass er ndthig gehabt hitte durch geistreiche Apergus oder
deriehungsvollen Citatenreichthum die dem Gogenstand an und for sich
innewohnende Bedeutung noch besonders zu erhéhen und in ktnst-
licher Beleuchtung erscheinen 2u lassen. Freilich verwandte er auf
derartige Collegien eine vorgingige Gedankenarbeit, dase er mix, jeden-
falls ohne jede Usbertreibung, bei Beginn eines derselben sagen konnte:
nich weiss jetzt schon, was ich in jeder der folgenden Stunden vorzu-

tragen haben werde“
Insofern man sus der Zeitfolge der von ihm publicirten Abhand-

lungen einen sichern Schluss ziehen darf, so ist der Ziricher Aufent-
halt fr Christoffel auch in Berug auf die selbstindige wissenschaftliche
Arbeit die reichste Zeit seines Lebens gowesen. Das Inhaltaverzeichniss
des Crelle’schen Journals flr die Binde G1—70 fuhrt zehn hierher-

gehdrige Abbandlungen auf, 2u welchen man noch eine in den Annali di
Matematica erechienene und eine von der Berliner Akademie der Wissen-

schaften verdffentlichte zu rechnen hat. Es war eine woblverdiente Aus-

zeichnung, dass er in Anerkennung dieser Leistungen von der eben ge-
nannten Kérperachaft zu ihrem correspondirenden Mitgliede erwahlt wurde.

Aber nicht nur durch seine eigene Thitigkeit sls Forscher und
Lehrer hat Christoffel dem Polytechnikum voraiigliche Dienste geleistet.

Er suchte, namentlich seit ihm dic Leitung der Fachlebrerabtheilung
Ubertragen war, den mathematischen Unterricht durch neu einzuftthrende
Vorlesungen jOngerer Docenten auszudehnen und auf eine hohere Stufe
zu heben. Aber schon friher war es seiner Initiative 2u verdanken

gewoven, dass bei einer Budgeterhéhung im Jahre 1863 eine neue Pro-
fessur flr hdhere Mathematik vorgesehen und an diese als Vertreter
der Functionentheorie Herr Prym berufen wurde. Wie hoch Christoffel
die wiasenschaftliche Bedeutung dieses Collegen schitzte, klingt noch
nach in der posthumen Abhandlung Uber die Theorie der Riemann'schen
‘@-Functionen, wo es heisst (Math, Annalen, Bd. 54 pag. 391): Ich
kann diese Gelegenheit nicht vorlber gehen lassen, ohne die unbeschreib-
lichen Verdienste in Erinnerung au bringen, welche Herr Prym sich
durch seine damaligen Publicationen um das Verstindniss Riemann's
erworben hat“ In der That hat die Zdricher Schule die Einfthrung
in die Schépfungen des grossen Gittinger Mathematikers schon 2u
ciner Zeit in ihren Lebrplan aufgenommen, als dieselben noch echwer
zuginglich und nur von einer Kleinen Zahl von Mathematikern ge-

kannt und nach ihrer ganzen Bedeutung gewirdigt waren.*)

*) Hiner Darstellung der witeuschaflichen Leistungen Clebech's entuimmt
man, dase dieser to vieleitige Mathematiker emt durch Herm Gordan, nach
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Zu den Collegen Christoffels am eidg. Polytechnikum hatte wihrend
einiger Zeit such Reuleaux gebért, der von dort im Jahre 1864 als
Professor an das Gewerbeinstitut in Berlin berufen und Ende 1867

zum Director der aus diesem hervorgegangenen Gewerbe- Akademie
emannt worden war. Dies gab die Veranlassung, dass auch Christoffel
an die neu organisirte Anstalt gezogen wurde. Eine bald nach Usber-
nahme der neuen Stellung an ihn ergangene vertrauliche Anfrage, ob
er eventuell die Leitung der polytechnischen Schule in Aachen dber-
nehmen wirde, beantwortate er in ablehnendem Sinne. Er wollte seine

wissenschaftliche Thitigkeit nicht durch Amtegeschifte sdministrativer
Natur cinschrinken Inssen — und wohl mochte er auch fulhlen, dase

ihm manche der wetentlichen Eigenschaften feblten, die cine solche
Anitsfthrang nothwendig fordert,

Christoffel hat die Ruckkehr in’s Vaterland als eine grosso Ehre
und Freude geschitst. Der Aufschwung, den Berlin wihrend seiner
Abwesenheit genommen, lioss ihn die Anregungen und Vortheile einer

Grossstadt sufs lebhafteste empfinden. Vor allem pries or es als ein
‘besonderes Gltick, dass er die grosse Zeit von 1870—71 in dem Centrum
der materiellen und geistigen Machtentfaltung Deutschlands miterleben
durfte. Er eraihlte, wie in den Tagon der Erwartung des Entacheides
wahrend einer seiner Vorlesungen platzlich eine grosse Bewegung unter

den Zuhdren entstanden und auf seine Frage nach der Ursache die
Antwort ertheilt worden sei: ,Der Krieg ist erklirt.“ Und unvergesslich
blieb ihm die darauf folgende, durch tiefen Ernst in festen Schranken
gehaltene Entachlossenheit der Bevélkerung, insbesondere der ilteren
Juhrginge der noch waffenpfiichtigen Manner, die sich bei den Controll-
stellen ansumelden hatten. Grisseres und Edleres schien ihm der

Mensch nicht erleben zu kénnen, jedes persdnliche Interesse werde in
dom allgemeinen anfgeldst oder von demselben zurlckgedringt. Und
doch sprach er spiter mit einem gewissen Geftthl des Misebehagens
von den drei Jahren (1869—72) seiner Thitigkeit an der Gewerbe-
akademie, Zwar stand er mit seinem nichsten Collegon im besten
Einvernchmen: Aronhold’s liebenswirdige und lebendige Art war ihm
durchaus sympathisch. Von der Art, wie sich dieser Mann aus den
beschrinktesten Verhiiltnissen, durch energische Usberwindung der
mannigfachsten Hindernisse cine bedeutende Stellung im Lehramte und
in der Wissenschaft errungen hatte, sprach er mit rickhaltloser An-
erkennung, Aber dass es ihm trotz der Unterstfiteung durch einen s0

essen Habilitation in Giessen (Sommer 1863) ymit den damals noch verbiltoias-
miasig neuen und wenig verbreiteten Miemann'schen Untersuchungen" bokannt
goworden sei (Math. Annalen Bd. 7 pag. 19).
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ausgezeichneten Mitarbeiter nicht gelingen wollte, eine groseere Anzahl
yon Studierenden zu dauerndem Interesse an hdhern mathematischen

Vorlesungen heranzuziehen, veranlasste ihn zu sehr unlicbsamen Ver-
gleichangen mit den Zdricher Verhiltnissen. Es mag vielleicht, wenn
auch unsusgesprochen, ein Anderes dazu gekommen sein. Christoffel

war frOher Privatdocent an der Universitit gewosen, er sihlte zu den
correspondirenden Mitgliodern der Akademie der Wissenschaften; ist es

nicht denkbar, dass er sich neben seiner eigentlichen Lehrverpflichtung
noch einen weitern, seinen Neigungen und Fahigkeiten entsprechenden
‘Wirkungskreis ersehnte?

Alle Schwierigkeiten dieser Situation wurden durch die Berufung
nach Strassburg geldst. Freiherr von Roggenbach, der mit der ersten
Einrichtung der neu m griindenden Hochschule betraut war, wandte
sich, um Aber die Bosetzung der mathemstischen Professuren fach-
Kundigen Rath einzuholen, an Kronecker. Dieser nannte in erster
Linie Christoffel, der auch, nachdem seinen Anforderungen entsprochen
worden war, die ihm angebotene Stellung tbernahm. Damit war er,
noch in der ersten Hilfte der Vierziger stehend, also in vollster Mannes-
kraft an cin Ziel gelangt, das allen seinen Winschen und Hoffaungen
die Erfllang 2u gewihren schion. Aber der mit den reichsten Mitteln
durchgefthrte grosee politische Gedanke: in dem wiedergewonnenen Reiche-
Iande eine Universitat ersten Ranges aufrurichten, fand bei der deutschen
Jugend nicht dio froudige Aufnahme, die zur Sicherung einer dem aus-
gezeichneten Lehrkdrper und den aufs grossartigste eingerichteten wissen-
schaftlichen Instituten entsprechenden Frequenz ndthig gewesen wire.
Die Anzabl der Studirenden blieb in den ersten Jahren sogar hinter
bescheidenen Erwartungen zurick; insbesondere war in den mathe-
matischen Fichern kein Grundstock von Schillen vorhanden, welche

in einer systematisch goordneten Reihe von Vorlesungen einen hhern
Abechluss ihrer akademischen Bildung gesucht hitten. So musste
sich Christoffel einen Hérerkreis erst heranbilden. Er that es unter

Einsetzung aller seiner Krifte, sogar unter Einschrinkung der bie
dahin mit 80 reichem Erfolge gekrinton Publication wissenschaftlicher
Abhandlungen. Die Resultate seiner Forschung sollten nun in erster
Linie den Vorlesungen 2u Gute kommen, aus deren Bedirfnissen sich
umgekebrt hiiufig die Ziele seiner Untersuchungen ergaben. Gewiss
war Strassburg durch diese Thitigkeit nicht in demselben Masso zu
einem Mittelpunkte mathematischer Studien geworden, wie es nach-
und nebeneinander Kénigeberg, Berlin, Géttingen waren oder sind.
Aber Christoffel, der in der Wissenschaft gerne seine eigenen Wege
ging und bei allem licbenswirdigen Verkehr mit seinen Zuhdrern doch
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die persdulichen Bezichungen mehr vermied als aufeuchte, hat niemals
die Neigung besessen, eine besondere Schule zu griinden, und so erfullte
ihn das Erreichte mit der vollsten Befriedigung.

Seitdem er in der Auswabl des zu behandelnden Stoffes im Wesent-

lichen freie Hand hatte, bildete in den Vorlesungen, wonigstens in den-
jenigen, deren Inhalt mir bekannt geworden ist, die Functionentheorie
den Hauptgegenstand. Ke folgten sich in systomatischer Anordnung:
Bestimmte Integrale und unendliche Reihen; Einleitung in die Theorie
der Functionen einer complexen veriinderlichen Griese; Theorie der
elliptischen Functionen; Theorie der Abel'schen Functionen; Anwen-
dungen der Lebre von den Abel'schen Functionen. Aber auch in Vor-
esungen, die mit diesem Cyklus nicht in unmittelbarem Zussmmen-
hange standen: Algebraische Theorie der homogenon Formen und
invarianton Substitutionen; Theorie der quadratischen und bilinearen

Formen; Ausgewablte Kapitel aus der Lebre von den partiellen Diffe-
rentislgleichungen, wurden Uberall die Bezichungen zu Aufgaben aus
jenem centralen Gebiete der Mathematik hervorgehoben. Es ist viel-
leicht von Interesse 2u wissen, dase er schon im Beginn der Strass-
burger Zeit, als er eben ernout all’ seine Arbeit der Functionenlehre

zuwandte, dio Theorie der Abel'schen Functionen als eine vollstindige
Theorie der algebraischen Functionen bezeichnete, die jedoch zu ihrer
Erledigung nicht mit algebraischen Hilfsmitteln ausreiche, sondern

auch transcendente erfordere, Er vermied das Dirichlet’sche Princip,
dessen Wahrheit unter beschrinkenden Voraussetzungen ihm zwar un-
aweifelhaft, dessen Begriimdung ihm aber unsicher schien. Wie weit
er sich in der Umgestaltung der Riemann'schen Methoden und Resul-
tate mit Weierstrass begegnet haben mag, muss ich aus dem einfachen
Grunde mangelnder Sachkenntniss dabingestellt lassen. Nur das sei

noch hervorgehoben, dass er sich unausgesetzt bemtlhte, die ,impo-
santen“ Leistungen des grossen Berliner Mathematikers, soweit dieselben

durch den Urheber selbst publicirt waren, in ihrer ganzen Bedeutung
10 erfassen.

Mebr als zwanzig Jahre lang ist Christoffel in seinom Strassburger
Lohramte thitig gewesen; sobald es die in dieser Hinsicht eben so
liberalen als verniinftigen Statuten der Universitit zuliessen, trat er in

den Rahestand. Es entsprach seiner ganzen Lebensauffassung, wenn
er auch in Besug auf seine eigene Person gefunden hatte: es liege
nicht im Interesse der Hochschulen, Professoren bis zum Acussersten

im Dienste zu belaseen und aussunutzen. Der Einwurzelung noch so
berechtigter wissenschaftlicher Richtungen und Traditionen sei eine
Ablésung durch neue Krifte, die sich auf verdnderten Bahnen bewegen,
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vorsuzichen. Fr sich selbst hoffte er noch auf eine Zeit intensiver,
von jeder dussern Ricksicht unabhingigen wissenschaftlichen Thitig-
eit; sogar die Anregung: die gewonnene Musse zur Ausarbeitung und
Publication solcher Ergebnisse seiner Forschung zu verwenden, denen
cer selbst einen grossen Werth beilegte, wies er von der Hand. Neben
den mathematischen Studien 2og ihn die erneute Lecttre der alten

Klassiker on. Er hatte sich einst auf dem Gymnasium eine ungewshn-
liche Kenntniss der griechischen und lateinischen Sprache angeeignet;
wihrend des Zricher Aufenthalts bildeten Plato und Tacitus) seine
Lieblingslectitre in den Stunden der Erholung von angestrengter Arbeit;
jetzt vertiofte er sich in die zeitgendesischen Quellen der rémischen
Kaisorgeschichte

Leider war seine Gesundheit schon beim Rucktritte stark erschiittert,

Im Jahre 1892 hatte er noch in fast jogendlicher Spannkraft des
Korpers und des Geistes ein paar frohe Tage des Wiedersehens und
der Erinnerang in Zirich verlebt. Er hatte die Absicht sich von da
nach Interlaken zu wenden; auf dem Wege dorthin traf ihn bei Brannen
das Missgoschick, von einem Velocipedisten Uberfahren zu werden und

einen Armbruch zu erleiden, der nur langsam und mangelhaft heilte.
Zugleich vermehrten sich asthmatische Beschwerden, die ihn schon
frither gelegentlich heimgesucht hatten. Wohl brachte spiter ein
Winteraufenthalt in Grindelwald eine bedeutende Besserung und neuen
Lebensmuth, aber in den letzten Jahren, die er in zunehmender Ab-

geschlossenheit und Einsamkeit verbrachte, sanken seine Krifte mehr
und mehr. Den siebzigsten Geburtstag verlebte er in iusserster Stille,
ds man anf seinen dringenden Wunsch von Deputationen und dergl.
ginzlich Abstand genommen hatte, Bald nachher stellten sich die
drohenden Anzeichen seiner letzten Krankheit ein, eines schweren Herz-
und Nierenleidens, zu dem schliesslich noch die Wassersucht trat. Am
15, Mira 1900 hat ihn der Tod erlést.

Ueber die Stellung Christoffels an der Universitit Strassburg und
‘uber den Eindruck, den seine Persdnlichkeit in dem Kreise seiner Col-

legen hinterliess, hat sich bei der Beerdigungsfeierlichkeit Prof. Windel-

+) inen beitern Beweis seiner genauen Kenntnia des grossen Historikers
bewahrt das eidgendssische Polytechnikum. Im Jabre 1864 hatte Christoffel als
Actuar der Gesammtconferenz das Protokoll in einer Sitzung 2u fuhren, welche
wogen Auflehnung der Studirenden gegen die oberste Leitung der Anstalt ein-
erufen war. Als Motto tber seine Wiedergabe der Verbandlangen schrieb er im
Originaltext und in deutecher Usbertoteung das Citat ans den Annalen (V, 6):

Bei diesem Anlasse wurden vierundviersig Reden gebalten, einige aus Furcht,
‘ie moisten aber sus Gewohnbeit=
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band in einer schénen und treffenden Rede ausgesprochen, die in den
Math. Annalen Bd. 53 pag. 341 otc. abgedruckt ist. Dem Hinweis auf
dieselbe migen hier einige Erinnerungen folgen, die das dort entworfene
Bild des Menschen ansserhalb seiner Wissenschaft noch 2 erginzen
bestimmt sind.

Die Erziehung durch eine ihrem katholischen Glauben fromm er-
gebene Mutter hat nicht #0 eingreifend und dauernd gewirkt, dass
Christoffel bei einem bestimmten religidsen Bekenntniss geblieben wire.
Doch hat er der Kirche, in welcher er aufgewachsen war, eine lebhafte
‘Sympathie bewahrt, die im Zusammenhang mit dem Bedirfnisse stand,

sich liebe Jugenderinnerungen unverletzt und ungetribt zu erhalten. Da-
mit verband sich in politischen Fragen eine conservative, streng monar-
chische Gesinnung, welcher er einen um 0 entachiedenern Ausdruck

gab, je mehr sie sich mit den Anschauungen seiner Umgebung in
‘Widerspruch befand. Er hatte dazu in den ersten Zeiten seines Ztricher

Anfenthaltes reichliche Gelegenheit. Unter seinen dortigen Landsleuten
fand sich noch ein Stamm alter ,Achtundviersiger’, die das Heil ihror
Heimath in der baldigen Aufrichtung einer Republik erwarteten, cine
jlngere Generation stand auf dem Boden des Nationalvereins oder der
liberalen Mebrheit des preussischen Abgeordnetenhauses; daneben er-
hoben die Stddeutschen die schirfaten Anklagen gegen das norddeutache
Junkerthum und einzelne Stimmen traten fir das im Sinne des Libe-

ralismus zu reformirende Ocsterreich ein, dem die Fuhrung des zu
einigenden Deutschlands zu dbertragen sei. In diesem Gewirre war
cin Mann, welcher der festen Haltung Kénig Wilhelms und der kihnen
Kampfesweise des Ministerprisidenten Bismarck freudig zustimmte,
véllig isolirt. Eret der Krieg von 1866 brachte dann die grosso Wand-
lung und Christoffel erblickte ganz unbefangen in dem Siege der
preussischen Waffen augleich eine persinliche Genugthuung flr die
vielfachen Gegenstdsse, die sein temperamentvolles Auftreten gefunden
hatte.

Auch die politischen Verhiiltnisse der Schweiz, welche von den-
jenigen seines Heimathlandes so ganz verschieden waren, fesselten die
‘Aufmerksamkeit Christoffels in hohem Grade, Er hat aus der Nihe

dio eigenartige Bewogung verfolgen kénnen, die den Kanton Zirich aus
¢inem reprisentativ regierten in ein rein demokratisches Staatawesen

Uberfthrte. Das gelegentliche Zusammentreffen mit Mitglieden der
damaligen Regierung hatte ihm den Kinblick in die verstindige Tuchtig-
keit dieser Manner gewihrt, oun sah er, wie eine geschickt geleitete
Opposition, theilweise unteratilizt von einem talentvollen und in seinen

Mitteln nicht wahlerischen Pamphletiir, das ganze System, auf welchem
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die Regierung beruhte, und damit diese selbst xu Fall brachte. Es
stimmte ihn nachdenklich, dass sogar in der Republik, trotz der fort-
wibrenden Besprechung und Kritik der dffentlichen Angelegenheiten
durch die Presse und politische Versammlungen, sich die wahre Stim-
mung eines Volkes nicht immer auf der Oberfliche der Tageemeinungen
zeigt. Er war Zeuge davon, wie sich unbeachtet im Untergrunde eine
wachsende Unbehaglichkeit und Unzufriedenheit auch der ruhigen Ele-
mente angesammelt hatte, die nur eines letzten ginstigen Anstosses
bedarfte, um das Stastswesen bis in seine Grundfesten zu erschilttern,
wie dann aber sofort in emnster Arbeit dio Erneuerung desselben an

die Hand genommen wurde. Gottfried Keller hat in der Schluss-
erzihlang der Leute von Seldwyla: ,Das verlorene Lachen' ein leben-
diges Bild von der Umwilzung gegeben, das Christoffel nicht nur an
one Begebenheiten erinnerte, sondern auch an die Stunden, die er einst
auf dem Zunfthause zur Safran mit dem sfrcherischen Staateschreiber

augebracht hatte.
Die Unabbingigkeit seiner Ansichten von den Tagesstrémungen

hat Christoffel in besonderm Masso wihrend der Zeiten des Cultur-

Kampfes bewihrt, da er nun in entechiedener Weise sich gegen die
Kirchenpolitik Bismarcks sussprach, auch die gleichgerichteten Vor-
giinge in der Schweiz missbilligte. Wobl hat sich dabei eine starke Nei-
gung ru paradoxen Behauptungen sowie eine verachirfte Reizbarkeit
gegentber allfilligem Widerspruch geltend gemacht, aber der Grund-
gedanke seiner Argumentationen hat sich in Deutschland doch nach
und nach allgemeine Anerkennung erworben. In der Schweiz hat sich
die nimliche Wandlung vollzogen. Schon vor dem vatikanischen Concil
hatte Jakob Burckhardt in einer seiner Vorlesungen*) gesagt: ,Von
Seite des Staates ist es licherlich, wenn er gerne ‘liberale Prilaten’
bitte, die seiner Bureaukratie keine sauren Tage machen sollten“ Und
der bedeutendste Staatsmann des Landes schrieb wihrond der Kampf
am heftigsten tobte: Leider haben wir uns za ciner eigenen und
Klar vorgezeichneten Politik in den Kirchenfragen nicht ermannen
Kénnen. Wir bitten auf das Anathema des obersten der Priester mit

der Proklamation der unbedingten Freiheit antworten sollen. Aber das
Vertrauen in die Macht des Geistes hat uns gefehlt und wir haben
uns hinter die Landjiger verkrochen.

Es ist wahrecheinlich, dass der tiefgehende Meinungsunterschied,
der sich in dieser Frage zwischen Christoffel und denjenigen Kreisen
gezeigt hatte, auf die er amtlich und gosellechaftlich angewiesen war,

*) Weligeschichtliche Betrachtangen, pag. 142.
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am seiner Vereinsamung wesentlich beitrag. Als der Streit verstummt
und ein Ausgleich der Gegensitze méglich war, hatten vorrickendes
Alter, dann Verzicht auf das Lehramt und beginnende Krankheit die

‘Wiederaufoshme eines regen Verkehrs zunichst erschwert und schlieB-
lich vOllig unméglich gemacht. So hat denn sein Tod nicht eine Litcke
in einen grossen Kreis lebendiger Interessen gerissen oder eine be-

doutende directo Wirksamkeit auf eine jtingere Generation jiblings unter-
brochen. Aber der Kleinen Zahl von Freunden, denen er einst seine

* persdnliche ‘Theilnahme zugewendet und in treuer Anhiinglichkoit be-
wahrt hat, ist der auch ausserhalb seiner Wissenschaften #0 bedeutende

Mann in dankbarer Erinnerung geblicben und ebenso werden die zahl-
reichen Schiler, die er wihrend einer fast vierzigjahrigen Wirkeamkeit
heranbildete, den unvergleichlichen Lehrer nicht vergessen haben.
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Postquam @. S. Ohm theoris sua electricitatis galvanicae") ana-
lysi novam campum aperuit, multae inguisitiones in illo institutae, mul-
taque egregia inventa sunt.

Consideratione enim ad corpora duarum, trium dimensionum ex-
. tensa theoria amplificabatur: casu inde speciali, quem Iustrissimus

hhujus theorise Auctor tractaverat, ¢ principiis generalibus eruto, cele-
berrimae illae leges fiuminis galvanic distributionisque vis electro-
scopicse in conductoribus linearibus ad summum, quod ipsa theoria
paticbatur goneralitatis fastigium evchebantur. Omnibus his disquisi-
tionibus, © quarum numero commentationes # Cl? Kirchhoff in An-

nalibus Poggendorffii*) Tom. 64. 67. 75. prolatas commemorare sufficiat,
physice valde promota experimentoramque copia aucta est,

Sed tamen haec theoria incompleta erat, quum eam tantum elec
tricitatis proprietatem,  corporibus procedendi ad corpora contigua,
respiceret, actione neglecta, quam corpora electrica in corpora remota
exercent, — influentia, disjunctio electricitatum conjunctarum, — quae

tamen ab illins natura separari nequit. Quse quidem quum parum
momenti habere videatur ad phaenomena constantia in corporibus bene
conducentibus, in corporibus male conducentibus e contrario sic prae-
valet, ut illa neglecta, electricitatis distributio nullo modo explicari
possit.

Quod desiderium explere conatus, quom experientia nulla phae-
nomena suppeditaro videretur electricitatis motae, quibus calculi apto

superstrai poseent, » phaenomenis profectus sum staticis, quae eodem

modo tractare licebat, quo geometrae generaliter in transitu ab actionibus
diserotis ad continuas uti solent.

1) Die galvanische Kette, mathem. bearb, von Dz. G. 8 Ohm. Berl, 1827.
2) Tom. 64, Usber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine

Ebene, besonders eine krcisfOrmige. — 67. Nachtrag dasu. — 15. Usber die An-
wendbarkeit der Formel flr die Intensititen der galvanischen Strtme in einem

Systeme linearer Leiter auf Systeme, die zum Theile sus nicht linoaren Leiter.
Vestehen.

"

an!



: 4 1. De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis.

Jam etiam alia parte a suppositionibus usitatis discedere coactus

sum, ubi de vi electromotorica calculo subjicienda agebatur. E qua re
nova quae sequantur cum experientia egregie consentire videntur.

Hoo in commentatione maxime curandum esse censui, ut omnes

notiones, quae ad electricitatis motum, qualem hic consideramus, faciunt,
proferantur notionibusque comparentur, quae iis in theoriis cognatis
respondent. Cujus rei utilites primum eo versatur, ut theoriam nostram
cum alia quadam frequentissima omnino congruere demonstretur: tum
eo, ut easdem notiones majori securitate tractare liceat, quando de
clectricitatis motae theoria generali collocanda agetur.

Jam quod ad calealos subductos attinet, practer casus extremos

conductorum optimorum vel pessimoram electricitatis motum in sphaera,

plena tractavi omni generalitate tam physica quam analytica, Qua in
re omnes calculos exhibere placuit, quorum in corporibus sphaericis

opus esse possit. Formularam autem generalium ad formam simpli-
ciorem redigendaram usuique practico accommodandarum negotium ab
hac commentatione procul habendum, aliisque reservandum esse censui

occasionibus, ubi ex rei utilitate necessitas oritura sit.

De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis.

De clectricitatis mota scturi e numero causarum, quibus corpus

aliquod statum clectricum induit, statuamus eas, quas abhine prac ce-
teria eo nomine comprehendemus. Sunt autem illae:

1. fontes electricitatis, puta corpora electrica illi contigua, quae
i de electricitate sua impertiunt;

2. actio illa corporum clectricorum ab existentia ipsius electrici-
tatis inseparabilis, qua simul in omnibus corporibus, quorum natura
non repugnat, electricitates conjunctae certo more dissociantur, simulque
corpora ipsa viribus moventibus sollicitantur;

8. vis electromotorica in contactu corporum heterogeneoram agens,
quae est causa illorum phaenomenorum, quae proprie galvanica dicuntur.

L

Si electricitas sub datis conditionibus in corpore A movetur, quod
variis modi, hie pro notis habendis, cognoscitur, tempore progrediente
trium harum rerum observatur una:

1. Si causae, quibus motus clectricitatis provocatur, manent, ita
quidem ut perpetuas mutationes subeant, status electricus ipsius A
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perpetuo s tempore pendebit, atque ab una epocha ad alteram varia-

bitur. Si tamen causse illac invariabiles ffunt, hoc etiam cum stata

lectrico ipsius A locum habebit, qua in re distinguendi sunt casus
sequentes:

2, Sit A in superficie sua nonnisi non-conductoribus contiguum,
sit distributio copiarum lectricitatis extra ipsum A occurrentium con-
stans, omnibus, quae in eystemate sunt corporibus ab omni motu im-
peditis: in corpore A sequilibrium constituetur electricum, quod secun-
dum leges Electrostaticae determinatur.

3, Si tamen iprum A in superficie sua invariabili modo cum
fontibus clectricis constantibus conjunctum est, ceteris conditionibus

* jisdem permanentibus, quales modo exposuimus, a certa inde epocha
clectricitatis motus in ipso A stabilis fiet. Qui status id proprii habet,
ut, clectricitate perpetuo ipsum A permeante, in nulla ipsius A par-
ticula status electrici mutatio operetur. Qui quum ei prorsus analogue
sit, cui in theoria caloris nomen ,motus caloris permanens“ tribuitur,
in sequentibus etiam appellabitur ,electricitatis motus permanens.

Quem scouratins examinare in hac commentatione nobis propositum est.

2.

Jam ut problema ad tumeros revocetur, suppositionem facimus
generaliter acceptam, electricitatis mensuram esse densitatem electricam,
signo positivo vel negativo praeditam, prout electricitas est vitrea vel
resinoss, Quae quantitas ut plane determinate sit, definitionem ejus
usitatam repetamus.

Quodsi duo corpora habemus A et B, ipsa quidem omnino paria
unitatemque voluminis occupantia, electricitatis autem ratione diversa,

quae deinceps iisdem conditionibus electroscopio opponuntur in distan-

tin r: electroscopium deinceps attractiones %, % ostendet, qua in re
repulsiones pro attractionibus negativis habebimus. Si igitur ponimus,
corpus illud A continue in eodem statu, in quo quam hoc experimen-
tum fieret ert, conservari, aut in bunc statum redigi posse pro volun-
tate nostra, sequitur, ut a sit quantitss constans, quae tamquam ex-

perientia data supponi possit; quare rationem +, cujus loco etiam

rationem inter singulas attractionos intercedentem %:, poni licet,
sequentes vooem alias usitatam densitatem electricam medicam corporis,

B sppellabimus.
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Porro si B est particula corporis, per quod electricitas migrat,
omnia quae in interioribus ejus sunt, electricitate imbuuntur. Si igitur
corpus C, quod ejusdem naturae est sicat B, eadem qua ipmm B
densitate electrica media gaudet, volumen ejus tamen est ipsius B pars
dimidia, tertia ..., electricitatis in ipso C contentae copia manifesto
crit pars dimidia, tertia ... copiae in ipso B contentae, id est: Electri-
citatia copia, quae corpore continetur, per quod eleotricitas migrat,
producto sequiparatur e densitate electrica media volumineque corporis
conflato.

Quae definitiones hac observatione valde simplificantor, attractionem,

quam corpora electrica exercent, ab ipsorum corporum substantia ease
independentem. Eo enim postulata abjiciuntur de corpore A facta, unde

loco attractionis electricae “, vim aliquam constantem ¢ natura apte
petitam introducere licet.

Quam sutem motus electricitatis generalis in eo versetur, ut cor-
poris, per quod clectricitas migrat, particulne externa electricitate
impertiantur, electricitatemque propriam reddant, motum permanentem
in eo positum esse apparet, ut in hac ipsius electricitatis viciesitudine
nulla corporis particula densitatis clectricae mutationem patistur. Si

igitar incrementum copise electricitatis, quae in sliqua particula inest,
en suppositione computamus, ut electricitas in illa motum permanen-
tem modo relictura sit, hoc incremonto nihili sequiparato conditionem
habebimus, ut in particula illa status electricus non mutetur, aequationem

igitar habebimus, qua motus permanens in illa determinatur.

Phaenomens fandamentalis,

3.

Jam exponam, quae vel experientia dantur, vel hypothetice assu-
menda sunt, ut incrementum illud determinetur calculorumque funda-

mentum ponatar.

Qua in re mihi in mentem venire non potest, principia rursus fir-
mare atque probare, quse jamdudum ab aliis proposita, atque cum ipsa
natura egregie coneentire experta sunt: simpliciter illa afferam atque
adnotabo, ubi ampliora de iis inveniantur.

Jam primum illius sententise mentionem injicere debemus, secun-
dum quam electricitas pro fluido habenda eat corporeo, cujus particulae
‘mutuam repulsionem exercent secundum legem Newtonianam. Cui con-
fisus si sequationes motus permanentis exhibes fluidi illius — ut supra

‘motum permanentem vocabimus a densitatibus permanentibus — ad
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eum quidem casum spectantes, quo velocitates singularum particularum
Perparrae sunt, easdem obtinebis sequationes, quales ex aliis deducemas
Principiis, quae de natura ipsiue clectricitatis minus supponere vi-
dentur. Cujus sententiae autem ut merito ratio habeatur, infra occasio
invenietur.

Nos igitur, slim viam ingreseuri; a duabus rebus proficiscemur
‘experientia confirmatis, quibus phaenomenis fundamentalibus nomen erit.

Si duo corpora A et 4’, diversa densitate clectrica praedita, in
contacta perfecto sunt, alterum alteri de electricitate sua tradit. In
tomporis intervallo infimite parvo dt hac ratione per clementum @
superficie’, in qua A et A’ contingunt, ex ipso A’ in A clectricitatis
copia E’ transmigrat, dum ex ipso A certa quaedam copia E ad A
redundat. Quantitas, qua Z’ ipsam E euperat, secundum @. 8. Ohm
fa differentia densitatum electricarum pendet, quae proxime ab ipso @

in duobus ejus lateribus inveniuntur, Sint w’, u densitates de quibus

diximus, secundum ea, quae Ohm p. 103. et 106. op. 1. proposuit,
differentia E’— E, quam ,fiumen condustivum“ vocabimus, hac expree-
sione utitur:

A QW'-sodt,

ubi 2 est quantitas ab ipsis u, wo, dt independens, quam considera
tionibus idoneis determinare oportet.

Hacc expressio duos casus amplectitur valde distinctos, prout A
et A’ ox endem vel ex diversis substantiis confecta sunt.

Jam suppositionem facimus cum experientia consentiontem, ad
motum electricitatis spectantom hanc:

1. densitatem clectricam in corpore homogeneo a puncto in pune-
tum continue variare, ita ut differentia densitatum in duobus punctis
propinquis distantiae panctorum proportionalis sit. Casas simplicissi-
mus, ad quem generalem revocabimus, is est, quo inter utrasque quan-
titatos perfects sequalitas intercedit;

2, densitatem clectricitatis, ubi superficiem contectus corporum

heterogeneoram transmigrat, subitas mutationes pati, unde differentia
densitatum electricarum, in punctis propinquis, sed superficie illa sepa-
ratis, baud amplius a distantia eorum pendet, sed generaliter valore

finito goudet, qui in casa simplicissimo, ad quem ceteros revocabimus,
unitatem sequatur.
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Hujus suppositionis ope expressionem A. in casibus assignatis ita
transformare licet, ut nullas quantitates involvat nisi definites.

Simplicitatis causa primo loco eum casum consideramus, quo A’
ot A sunt corpora heterogenes. Si igitar eo casu, qui sequatione

a w-uml

significatar,

b qodt

quantitas ost electricitatis, quae tempore dé ex ipso 4’ in A per @
transmigrat, sequationum A. et s. ope nanciscimur sequentem:

Qadt = godt,
@ qua hoc quidem cau

Ray

sequitur. Quantitas igitur electricitatie, quae generaliter in directione
commemorata per ipsum @ transit, haec est

B. a(w'—u)odt.
Ex definitione autem ipsius q (form. b.) apparet, quoties A ot A’

boni conductores sunt, quantitatem g procul dubio valorem valde magnum
induere.

Secundo casu, quo © in interioribus conductoris homogene! situm
est, ros haud ita simpliciter absolvitar.

A consideratione proficiscimur locorum geometricorum, in quibus
densitas electrica u valore constante gandet, quse igitur date sunt

‘aequatione

© 4 = const.

Qaum autem ex suppositione nostra u sit functio continua coordine-
tarum, hac aequatione superficies repraesentatur, quae nisi in casibus
specialibus puncta vel lineas singulares non pracbet. Quibus casibus

u

—rti—.
Fig. 1.

in pracsentia exclusis, si x, y, s sunt coordinates orthogonales puncti
alicajus 3M superficiei c., Fig. 1, in boo puncto illa planum tangens
dd habet, cujus aequatio est

du au awa (X-2)g,+(¥-May t+ 2-Day —%
si X, ¥,Z sunt ipsius plani coordinatae. Jam si statuimus, elementum
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@ punctum M continere atque perpendiculare esse ad planum tangens
dd, esse insuper ut supra u, u’ densitates electricas in utrisque ipsius
@ Isteribus locum habentes, trans © tempore di secundum suppositio-

nem nostram permeat electricitatis copia

Q(w'—u)odt.

Quum sutem ex sequatione 4. pateat, uw’ ot u nonnisi quantitatibus se-
cundi ordinis differre, manifestum est, si tantum quantitates primi or-
dinis respicimus, flumen conductivum hoc casu nihil aequale esse, ¢ qua
re statim deducitur, flumen conductivam ubique ad superficies c. per-
pendiculare esse

Quibus positis consideramus ee id
casum, quo o, etiam nune punctum ld
M continens, cum plano tangenti d.
certum angulum @ facit. Sit ab, 7 ‘
Fig. 2, ipsius @, dd autem plani ¢ GB @
tangentis intersectio cum plano

tebulse, © et d in hoc plano per-
pendicnlaria. Sit porro o’ pro-

jectio ipsins in planum d, a’b’ Fig.
ejus intersectio, erit angulus
bMO'= 0, et o'=«cosO. Jam ex iis, quae supra statuimus, mani-
fostum est, per @ eandem necessario clectricitatis copiam fluere debere
ac per ipsum @.

Sint igitur Mr, Mg perpendicula in M supra a’b', ab erecta,
‘m,;,m, poncta, ipsi Mf propingue, s' coram distantia; sit 1,', 4, densitas
clectrica in his punctis, secundum aequ. A. per a’ tempore dt in direc-
tione m,'m, electricitatis copia

2 (uy 4) o'dt

transmigrat. Jam si eo casu, ad cujus normam nos generalem direc-
turos esse supra annunciavimus, scilicet qui sequatione

e u/— 4 = 8"

£ ko'dt

ent quantitas clectricitatis, quae in directione dicta per o' fluit, — ubi

igitar & ost quantitas definite experientia determinanda, quae conducti-
bilitas vocari solet — nanciscimur sequationem

Rs'o'dt =ko'dt,
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unde nostro casu

ant,ideoque .
& 2 (u/— w)o'dt =k5" @'dt!)
sequitur.

E panctis m,’,m, lines ducamus ipsi dd parallelas, perpendi-
culum Mq supra @ erectum in punctis m’, m secantes, sitque horum
punctorum distantia —s, unde s'=s cos; sint denique w,u densitateselectricae in his punctis: uw’ ab w',u ab w, non different nisi quanti-
tatibus secandi ordinis. Itaque expressio modo inventa g. quantitatis

per o” vel etism per @ migrantis in hance transit:
©. bMS oft =k S" dt;
qua aequatione loco fluminis ad Isevum, oblique in directione m,’ m,

per © transcuntis substituitur flamen alterum, quod in directione ad

ipsum @ perpendiculari m’m differentiationique contraria movetur.

Si enim, quod secundum hypothesin fieri debet, ad limitem trans-

imus, ubi s evanescit, “—“ fit quotiens differentialis ipsius u in di-
rectione Mg formatus, unde ernimus propositionem sequentem:

Sit © clementam areso infinite parvum in interioribus corporis
homogenei situm, sint 4, 8, 7 anguli, quos perpendiculum certo sensu
supra @ erectum cum sxibus ipsorum =, y, # facit, sit denique u den-
sitas electrica in punctis ipsi o quam proximis, per @ tempore dt in

directione differentiationi (vel perpendiculo) opposita transmigrat elec-
tricitatia copia

au du duD. i (Gi cose + Zy cos +5; cosy | dt.
Qua in expressione si ponis

180°+ a — a’, 1804+6 =f’, 180+7 —7,
hhane induit formam

. 44 og a’ 4. oon 84.4 con 9”D. — (75 cone’ + 74 cos +45 c08'] odt,
4) Ut homogoneltas formularum perspiciatur, hace obvervamus. Si unitatem

Tongitadinis dosignamos Z, formola e. aocuratius ita ezhibenda et: t4’— ty =~
Ubi gitar in sequentibus ipsum «° obvenit, ajus loco namerum ¥subintelligns.
In f, ipsum & lineam designat, in g. autem loco lineae & areakL obvia eat, undoabhine  aream repracscatat,
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quae est intensitas ejusdem fluminis, nisi quod ejus directio in direc-

tionem differentiationis incidit. Ex hoc sutem corollarium sequitur, :
flumen nogativum certa directione motum sequivalere flumini positivo
ejusdem intensitatis, quod directione opposita movetur.

Jam quod eum casum attinet, quem hactenus pro exemto habui-

mus, quo videlicet superficies u— const. puncta vel lineas singulares
pracbet, hoc solum reminiscaris, in talibus locia planum tangens ans-
-lytice indeterminatum ease, ideoque valere aequationes

aug ui

G278 GO, FEO.
Quum igitur in propinguitate talium locoram u sit constans, lumen
conductivam in illis nihili sequale sit necesse est, unde expressio D.
etiam ad hune casum pertinet.

Ts denique casus, quo trium differentialiom partialium ipsius
alterum infinitum fieret, suppositione excluditur, u ease functionem
coordinatarum continuam.

Corollarium. Antequam ad phaenomenum fundamentale secundum
pergimus, expressionum modo impetratarum ope B. ot C. significationem
mechanicam statuemus hypothesium de natura functionis u supra fac-
tarum, e quibus expressiones illae sequebantur. Si conditiones, ad quas
formulae illse spectant, easdem esse supponimus, ita ut valores ipsorum
©, dt, (v—u) in utrisque iidem sint, atque designamus

4(v—1)odt= B, k*>"odt = 6,
sequitar

“bh, B=%0,

quae sequatio docet, electricitatom per superficiem contactus corporum
heterogencorum migrantem resistentiam pati, quae causa est, ut loco
quantitatis C quantites infinite minor B transeat.

Talis resistentiae effectus, quaccunque ceterum res sint, nonnisi in

hac re consistere potest.

Sit Io — I quantitas electricitatie, quae per aream @ moveretur,
i rosistentia ibi unitatem sequaret: si  resistentiam opponit duplicem,

triplicem, ... o**™, erit quantites quae per @ penetrat, = 201”,

For... LoL"; vel ut aliis vorbis utamur: Si resistentia est — ¢,
ceteris nihil mutatis, trans @ totidem electricitatis permeat, quam per
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elementum ons penetraret, si resistentia unitati sequalis esset. Sit
I), hace copia, erit

i h-To'-<r,

atque © = ¢ resistentiam metitur.
Suppositiones igitur ‘nostrae de functione u ad hoc redeunt, ut

clectricitas, ubi superficiem contactus corporum heterogeneorum adit,
in resistentiam ingentem incidst, cujus mensura est

k z,
ra

si resistentia in interioribus corporis, e quo electricitas prodit, pro
unitate habetur, designaturque & hujus corporis conductibilitas, atque s
distantia media particularum de electricitate sua tempore dt communi-
cantium.

Cujus resistentise magnitudo etiam experientia certissime indicatur,
praccipue observatione Cl' Péclet, superficiebus metallicis contiguis,
nullo vernicis velamine separatis vim quandam condensatoriam inesse

Jam hypotheses nostras, e forma speciali primitiva ad significa

tionem generalem evectas ad omnes casus analogos applicare licebit
atque oportebit.

2. Disjunctio electricitatum conjunctarum,

Phaenomenorum fandamentalium, quee nobis investiganda sunt
alterum actione gignitur, quam corpora clectrica in corpora remota

exercent. Quae actio duplici modo eo cernitur, ut corpora conducentia,
in quae illa exercetur, simul et ipsa electrica evadant (electricitas
influentia provocata), simulque locum mutare nitantur (attractio
electrica).

Quos effectus singulos soorsim tractaturus primum ostendam, ©
qnovis puncto materiali in interioribus corporis conducentis sito,
quamdiu infiuentia electrica sollicitatur, propter hane influentiam conti-
nenter quantitatos aequales electricitatis positivae et negativae in diree-
tiones oppositas profiuere, atque inde copias electricitatis apparere, quse
cum iis, quas in sectione praecedenti determinavimus, generaliter com-
parari possint.

Fig. 3. Si corpus electricitatem conducens B, cujus superficie 5
yocamus, in propinquo est corporis A electricitate imbuti, quam, ut
de re definita loquamur, positivam esse statuimus: in ipsius } parte ea,
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quae ipsi A opposite est, cernitur copia clectricitatis negative — 4,
dum quantitas sequivalens clectricitatis positivae + 4 in reliqua ipsius
b parte distributa invenitur. Jam si utraeque ipsius & partes paulisper

e 8 . 4

es Oe O
Fig. 8.

corporibus « et f tanguntur, quorum ulterius electricitatem positivam
in d obviam tollit, electricitate negativa ad ipsum « transeunte: corpus

B in statum anelectricum recedit, sed propter actionem assiduam ipsius
A, tempore certo T delapso, in pristinum statum restituitur, ut sicut
‘antes, denuo copise — 4 et +4 supra b distributae reperiantur.
‘Tempus illud 7 goneraliter valde exiguum est, sicut experimentis de
influentia cleotricitatis notum est: si, quod infra supponetur, B et
ipsum parvum est, ipsum 7’ psene evanescere patet, quum evidenter

una cum B decrescat. — Quod experimentum si repetitur, ita tamen,
ut inter singula experimenta tempus 7’ intercedat, semper idem ejus
eventus erit, si propter causas qualescunque conditio electrica ipsorum

ct 6 immutata manct: qui, quatenus nobis interest, eo consistit, ut
corpora « ot B copias — 4 et + 4 obtineant, quoties cum ipso B in
directione supra significata contingunt. Haec autem directio illo indicio
sino ulla ambiguitate definitar, si A ot B infinite parva statuuntur:
tune enim manifesto in lineam incidit corpuscula A et B conjun-

gentem. — Sit m multitudo experimentorum, quae tali modo per
unitatem temporis instituuntur, ipsum « per idem tempus obtinet

copiam —m4——E, per tempus x igitur, quod multiplum esse
statuimus temporis 7, copiam —+Z, ubi E jam a tempore + ‘indepen-
dens erasit.

Sin autem nunc corpus B magis magisque decrescere facimus, se-
eundum es, quae supra monuimus, etiam 7’ decrescit, sed generaliter
Joquendo jam infra omnes limites abiorit, dum B adhuc sensibili

quamvis exigua extensione utitur. Quo pacto primum + a reservations
‘lla Liberatur, ut exactum multiplum ipsius 7’ sit, quam propter
exiguitatem ipsius 7’ ejus partes aliquotas respicere non oporteat.
Secundo loco singulse tactiones ipsius B per a et 6 in unam conjun-
guntur tactionem continuam, singuli discessus electricitatis ab ipso B

in unam continuam emissionem. Quae emissio, si etiam A infinite
parvam esse statuimus, in linea locum habet corpora A et B jungente.
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Si jam ultra supponimus, corpora B,«,6 in unum corpus C supra
spatium finitum patens conjungi, cujus B eat particula in interioribus
ita, ex ipso B in directione B—A per tempus x procedit electrici-tatis copia — rE, in directione autem opposita copia sequivalens + +E.
Sed quantitas E non jam tota ex intensitate influentise pendet, quam
A in B exercet, sod otiam a resistentia, in quam electricitas ex B

procedens incidit. Qua in re pro principio habendum est,
Influentiam, quaecunque sit ejus intensitas, in corpusculo quo- *

dam B infinite parvo et substantia conducente circumdato nun-

quam majores electricitatum conjunctarum copias ro vera dis-

sociare posse, quam ex eo procedere possunt: ut, aliter lo-
quendo, electricitatis copiae, quae pro intensitate influentiae
disjunguntur, sed propter impedimenta ipsum B relinquere
nequeunt, prorsus ita se habeant, scsi non separatae essent.
Qua re sponte sequitur, copias ex ipso B prodeuntes semper
esse aequivalentes.

Sub factis suppositionibus denique ipsum E infinite parvum evadit:
sed quum jam ex omnibus punctis ipsius C eodem modo quo ex B
clectricitatis copiae profiuant, talium copiarum multitudo infinite con-

currit, quarum summa determinanda est. Flumina autem hae ratione

e copiis — rE et +E ort disjuncto tractanda esse vix moneri
debet.

Jam ut determinetir quantitas clectricitatis influentia ipsius A

provocatse, quae tempore infinite parvo dé per datum elementum arese

© pormeat, ab co casu incipiamus,

quo @ perpendiculare est in recta,

c quae punctum aliquod ipsivus @ cum

,
4 conjungit, Fig. 4. Supra o in

———* directione A— exstruimus cylin-
drum normalem. Ex omnibus punc-
tis in interioribus hujus eylindri
sitis propter influentiam ipsius A

Fig 4. clectricitas negativa procedit in di-
rections @ — 4. Quui eutem velo-

citas electricitatis finita sit, persuasum habere possumus, tempore dt
non alia puncta copias sensibiles electricitatis ex illis procedentis trans

@ esse missura, nisi quae ipsi o proxime adjacent, in quae igitur A
actionem constantem exercet. Quum porro clectricitatis copine, quae

tempore dt in directione dicta e quolibet puncto procedit, ad — dt
proportionalis sit, haee proprietas etiam copiis convenit, quae e punctis
illis trans  mittuntur. Si denique loco ipsius  ejus partem dimi-
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diam, tortiam, ... consideramus, manifesto erit electricitatis copia prioris

pare dimidia, tertia, ... ex quo intelligitur, hane copiam ad ipeum @
esse proportionalem. Unde, si —H est densitas clectricitatis per @
migrantis, porro — haodt ejus copia, si casct H— 1, generaliter habetur
Pro quantitate clectricitatis transeuntie

—hHodt.

Est igitur A constans ex observationibus petenda. Puncta autem,
8 quibus copia ills discessit, quum ipsi @ quam proxime adjaceant,
manifestum est, ipsum H non pendere nisi ab actione, quam A in hace
puncta exercet.

Si tamen 4 est copia clectricitatia in ipso A contentee, r ejus
distantia ab @: secundum legem 8 Coulomb detectam in puncta ipsi

@ propinqua attractio exercetur, quae ad “, proportionalis est. Quae
attractio si evanesceret, etiam H nullum esset: attractione crescente,
AL angetur. Suppositionem igitur facimus simplicitate sua commenda-
bilem, densitatem H ease proportionalem ad hanc attractionem'), poni-

musque

L Hm,

ubi ¢ est linea, quum y volumen contineat. Quantitas igitur electrici-
tatis, quae tempore dt per @ in directione @ — A transit, haec est:

Ae Aa(em. —4-4-odt—25 (E)oat.
Jam qusestio oritur, quanta sit electricitatis copia, quae sub hypo-

thesi nostra per transit, siquidem hoc elementum quocunque modo
Versus directionem attractionis inclinatum est.

Sit ab, Fig. 6, intersectio hujus elementi cum plano tabulae, atque
in hoc planum perpendicalare. Circa peripheriam ipsius @ pro

directrice habitam cylindram ponimus, cnjus rectae generatrices in

directionem attractionis incidunt. Sit o, ejus sectio transversa, hujus

1) Ipes hypothesis non nova est, sed ejus applicatio. Biot illam in opere
suo: ,,Traité de physique“ (Paris 1816.) Tome Il. pag. 284. his verbis protulit:

‘vLoraqu'un corps conducteur ot isolé B, qui est dans l'état natarel, ext
‘mis on présence d'un autre corpsA électrisé et isolé, I'électricité distri-bbuée sur la surface de A agit par influence sur les deux électricités
combinées de B, en décompose une quantité proportionelle a I'intensité
ae aon action ote, ete." .

postes autem actionis infuentise intensitatem eo definit, ut attraction! electricae
eam soquiparet
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intersectio cum plano tabulse ab’; sit @ angulus acutus rectis ba, b’a

interceptus, unde a’ = cos@. Jam e solo sspectu manifestum est,quantitates electricitatis, quae per a’ et @ transeunt, aequales ecse, vel

&

bad ——e |

Fig. &

si placet, quantitatibus tantum oltiorum ordinum inter so differre. Quae
igitur per @ transit clectricitatis copia secundum m. haec est:

» car (Fade— Pap F) e088 oat
Hane expressionem ad formam simpliciorem redigere licet.
Supra @ in puncto a perpendiculum erigimus retrorsum spectans

aay, ex a, iterum perpendiculum a,a, in ac dirigimus. Sit aa, — dr,
aa,= ds, a,a,= dp, erit dr= ds cos 0, dp=ds-sin8. Sint porro
0,0,,%, valores, quos © in punctis a,a,,a, induit, habemus

me 84 ee dp me ae

ee oe er
vel si ad limitem pergimus, ubi ds evancecit:

$5 = Fin + FE con 0,
Jam in valorem ipsius zg inguiramos. Est autem

1
ad

T lim 2 1 1 ‘im

a, 7 lim a lyerbaps -+} lim &-0,unde 4

0
‘atque de do

$ cos0 =F,unde obtinemus

E bay(F) oot oat= 2 4 (Feat
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Hee autem sequatione loco fluminis ad laevum, oblique per @
transeuntis substituitur flumen alterum,- quod in directione aa ad ip-
sum © perpendiculari differentiationique contraria movetur.

Si electricites ipsius A negativa esset, expressioni praecedenti tale
signum tribuendum esset, ut valor ejus positivus evaderet; quam autem
secundum § 2. hoc casu p negativum sit, forma expressionis nihil mu-
tatur, quae igitur etiam ad hune casum spectat.

His praeparatis, casum aggredimur generalem, quo influentia a
‘variis copiis eleotricis, quocunque modo in spatio distributis exereetur.

Sit @ clementum areae in interioribus corporis conducentis situm, ;
sint 2, y, # coordinatae puncti ipso @ contenti, sint «, p,7 anguli, quosperpendiculum supra @ in certam regionem exstructum N cum axibus
coordinatarum facit. Sint porro m,, m, ... varia volumina infinite parva,

copias electricitatis 4, ug, ..- possidentia; sint 2, yi, 4} ZYayMy ---
corum coordinatae, r,,1,--- eorum distantine abo, vel si placet, a
puncto z,y,s.

Quonism — cos, — cos B, — cos y sunt cosinus angulorum, quos
perpendiculum supra w retrorsum erectam cum axibus facit, per  tom-
pore dt in directione perpendieuli N, si generaliter ponimus

ap _ap ap ap

aN dx C88+ Gy CB+ geO87
propter influentiam ipsins 4, copia electricitatis transit

Aa (my
—tan(S)oas,

propter influentiam ipsius ji copia eletricitatis transit
Aa

—tay(R)ed,

clectricitatis igitur copia, quae per o eodem tempore in eadem directione
propter influentiam omnium illaram quantitatum transit, haec est

Aad [ ye7 — tan {24}ea,vel si ponimus

F. Stas,

ubi » est potentiale omnium massarum electricarum, vel, ut brevitatis
causa dicomus, polentiale elecricum, hace:

@. = 2 [FE cone + $5 conp + $2008 7} wdt.
Jam quod flumen attinet”© copiis +E formatum, omnia quaeexposuimus ad literam repetuntur, nisi quod copiis electricis obve-

1B Ohrlatotet, eamacteAbbenlvagen. 2
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nientibus ubique signum contrarium tribuendum sit, flumenque resul-
tans in directione opposita dirigatur. Praster copiam G. igitur per @
in directione differentiationi opposita transit copia

H. (GE cone+ GF coh + 3% cosy} oat,
ubi sccentibus, quibus ipsum v ornavimus, indicatur, valorem potenti-
alis paullum differre ab eo, qui in form. G. obvius est. In utrisque

enim expressionibus potentiale ad eas corporis partes referendum est,
quae  copiis istie electricitatis proxime ante transitum per @ pene-

.

trantor.

Flamina @. et H. in unum flumen colligere licet, quod lumen in-
ductioum vocare placet. Quum enim secundum corollarium e form. D.

deductum flomen H. contra directionem differentiationis motam pror-
sus ite se habeat, sient fiumen

2 [gE cose + fy e088 + Se c087] odt
in directione differentiationis motum, manifestum est flumina G. ot H.
conjunctim ita #0 habere sicut flumen

in directione differentiationis motum, quod ab hoe

L — 7A (7% oosa + $5 coxp + $2 cosy] wat
nonnisi quantitatibus altiorum ordinum differt. Quibus negloctia, I. eat
flumen, quod inductivum sppellabimus.

Experimentum, a quo in antecedentibus profecti sumus, ab altera
quoque parte, quam supra indicavimus, examinari oportet. Corporibus

enim A et B iterum advocatis, practer phaenomenum modo tractatam
inter corpora illa etiam vis intercedit, quae distantiam eorum mutare
contendit. Quum igitur omne punctum materiale in interioribus cor-
poris conducentis situm viribus accelerantibus sollicitetur, generaliter
in motu electricitatis tertium exstat phaenomenum fundamentale, vide-

licet motus interior et exterior corporis, per quod electricitas movetur.

Simplicitatis causa autem corpora, de quibus hic agetur, supponi-

mus ita esse comparata, ut neque ipsa, neque corum particulne loco
suo moveri possint.

His statutis, ad tempus finem facimus considerationum hypothe-
ticaram. In posterum semel tantuminodo, ubi de electricitate in con-
tactu corporum heterogeneorum orta, deque ratione agetur, qua elec-
tricitas ox influentiae actione orta se habet in superficie corporum, ad
phaenomena redire cogemur simpliciora
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‘De motu permanenti electricitatis in interioribus corporum

homogeneorum.

4

Proponitur corpus 4, extensum, homogeneum; puneta in interiori-
bus ejus sita ad coordinatarum systema orthogonale referuntur ipsorum
z,y,#. Densitas electrica ut supra vocatur w, potentiale electricum v.

Secundum ea, quae sub finem §'2. statuimus, id nune agitur, ut inore-
mentum inveniatur, quod copia electricitatis in elemento aliquo ipsius A

contenta aceiperet, si electricitas statum permanentem modo relictura esset.

Quod incrementum secundum prineipium euperpositionis parvarum

matationum aequale est summee incrementorum, quibus copia illa auge-
retur, si utromque phaenomenum fundamentale solum existeret. Unde
jam protinus conductionem electricitatis actionemque influentise sepa
ratas tractare nobis Licet.

Ipsum corpus A planis, quae coordinatarum planie parallels sunt,
in parallelepipeda dividimns infinite parva, quorum laters, axibus ipso-
rum z,y,# parallel, sunt dz, dy, dz, Brevitatis causa haec element
nomen ducent ab illa cuspide, cujus coordinatee algebraice minores eunt:

ita ut ©, g. parallelepipedum, quod cuspidibus (z,y,2) et (e+ dz,y+dy, 24s) determinatur, ad punctum (z,y, 2) pertinere dicatur.
In praesentia tamen non alia elementa considerabuntur, nisi quae

tota in interioribus ipsius A sita sunt, quom clementa superficiei ni-

‘ium propinqua peculiarem tractationem sibi poseant.

1. Incrementum ¢ conductione ortum. Per unumquodque sex late-

ram parallelepipedi ad punctum (z, y, ) pertinentis secundum ea, quae
in prima sectione § antecedentis invenimus, flumen conductirum transit,
cujus intensitas formula D. determinatur.

Sie. g. latera duo contemplamur, quae in directione ipsorum 2
perpendicularia sunt, et planis X—2, X—2+dz continentur: in
formula D. ponendum erit o = dyde, «= 0, B= y= 90°. Per prius
illorum igitur in directione abscissarum  decrescentium, id est ex inte-
rioribus parallelepipedi, copia electricitatis transit

kay de at;
qua in expressione si ipsum x quantitate dz augemus, eruimus copiam,
quae ab altera parte in parallelepipedum ingreditur, igitur

R (GE + dxf) dy de at,
De qua si quantitatem priorem deducimus, obtinemus inerementam,

Pr
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quod copia electricitatis in parallelepipedo nostro fluminibus illis acce-

Pit, hoe ”
Rade dy de dt.

Simili modo parallelepipedum e duabus reliquis coordinatarum direc-
tionibus incrementa accipit

kGidedydedt et kids dy de dt;
unde incrementum e conductione electricitatis ortum integrum hoe est:

au dw, dwK. R(Gant Gy t ger) de dy de at
2. Incrementum ex electricitatibus influentia dissociatis. Sint

0,0 Oy

valores, quos potentiale electricum in perallelepipedis contiguis, ad puncta

(e@—dz,y,2), (9,4), (@ + dz, y, #)

pertinentibus obtinet, secundum formulam @. § antecedentis
primo parallelepipedo in secundum electricitatis copia transit

. —A May dedt,
e secundo autem in tertium

hae

— Say de dt.

Porro secundum formulam H. ejusdem §

6 tertio parallelepipedo in secundum copia transit
nah dy de dt,

e secundo in primum hae
Ady dedt.

In secundo igitur parallelepipedo, quod ad punctum (2,y, 2) pertinet,copia remanet

Ay av, de dy de Ayan, _ ae’et ae taet Ge — ae) eydedt F(Z - Glave
a ardydedt,

quod est incrementum copiae electricitatis in parallelepido nostro con-
tentae, illi parti fluminis inductivi debitum, quae per latera parallel-
epipedi ad planum ipsorum y et ¢ parallela penetrat: atque apparet,
‘ad ejus formationem quantitates, quae ex ipso elemento processerunt,
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nibil contribuisse, sicut re vera secundum principium §' 3. 2) eve
nire debet.

Simili modo e duabus reliquis coordinatarum directionibus obti-
nentur incrementa

Beaadzdydedt ot 27Cdedydedt,
unde omnibus collectis, incrementum ex influentiae actione ortum inte-

grum hoc est

Aide ate | de}L. Mist Get GSldzdy deat.
Sed © nota potentialium proprietate quum sit

Pp Gt Gat Gao a au,
incrementam L. hoe evadit

M —*thy.dzdydsdt,
quae expressio docet, actionis, quam inffuentia in punctum aliquod in
interioribus corporis conducentis situm exercet effectum non pendere

nisi a densitate electrica in ipsius puncti propinquitate

5.

Aequatio motus permanentis in interioribus corporum homogencorum.

Quum autem propter suppositiones, quas de natura conductoris fecimus,
jam nulla alia incrementa speranda sint, secundum ea quae §° antece-
denti monuimus, inerementum completum, quod electricitatis copia in

isto parallelepipedo contenta obtinet, summam sequat expressionum K.
et M, unde hoo est:

‘du du dw BahN. (RGB + Fat Gal— "Fs | axayaeat.
Ut igitur sequatio formetur, qua motos permanens definitur, hance

quantitatem nibili sequipsramus, ¢ quo, factore dz dy ds sublato, se-

avitar du du htu dtu, dtu) On0. Rae tay + aa) e uO
Quae sequatio ad omnia pancta spectat, quae in interioribus cor-

poris A. versantur.
Hac occasione adnotare convenit, expressionem N. nequaquam va-

lere ad aequationem motus generalem exhibendam, quod ita patet. Con-
siderationes enim, quas in § 3. instituimus, praecipue ea nituntar sup-

positione, distributionem electricitatis, de qua agitur, initio temporis dt
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permanentem fuisse: simul hypotheses, quas ibi collocavimus, praeser-
tim ea, quae in sectione secunds posita est, nomnisi tales modificationes

sunt hypothesium generalium, quales motui permanenti conveniunt. Ad
disquisitionem denique’ motue generalis notiones in praesentiarum ad-

hibitse non sufficiunt, quum etiam velocitates electricitatis in singulis

punctis in calealum introducere opus sit.

‘Ad exactam cognitionem phaenomenorum, quae electricitas mote
praebet, praeter densitatem electricitatis etiam flumen electricum in
quovis puncto conductoris determinari oportet. Quem in finem sit rur-
sus @ clementum arese infinite parrum panctum (z, y, #) continens, et
«, B, y anguli, quos perpendiculum supra@ in certam regionem erectum
cum axibue coordinatarum facit. Secundum formulas D’. ot I. per ©
in directione hujus perpendiculi transit flumen conductirum

—k [FE cosa + 9% cos 8 + $* cos 7} wat,
ot flumen inductivam

= (FE cova + $2 cou 8 + 4° 0087] ot,
unde electricitatis transeuntis copia universa haec est:

+ — {ae (ent Be) cone + Zt (ku + Be) con
+(ku+ to) cosy} oat

Quo expressio si ad unitatem areae et temporis refertar, non
tamen neglectis iis, quae de situ aree statute sunt, eruitur flumen
clecricum ad talom arene unitatem pertinens. Unde si ponimus

P. hut hom kw,

ejusdem fluminie expressio haec eat

dw ae deQ —k (GZ cone + Ge conf + Gy con 7}.
Invenimus igitur, quod attentione satis dignum este videtur, lumen

clectricum permanens ¢ duobus fiuminibus conflari, flumine ordinario
conductivo et flumine extraordinario inductivo.

Jam angulos «,,7 ita determinare licet, ut fumen Q. quam
maximum evadat.

Qua in re si relationem respicis cosa? + cos6" + cospt — 1, hujusfluminie statim obtinebis expressionem

dwt, (din? , (dy?R 8— kV (32) + (a) +a)
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et ad ejus directionem definiendam

8. cosa= — 59%, cosp——54%, cosy —— 542.
Sint «',6’,7’ anguli, quos recta in hac direction perpendicularis

cum axibus coordinstaram facit, ¢ relatione cos« cos.’ + cos f cos A+ cosy cosy’=0 sequitur, flumen electricum in hac directione esse
nullum.

Quum autem in flumen R. eaedem considerationes institui porsint,
quae initio §! 3. 1) factae sunt, percipitur, flumen Q. non esse nisi eam
partem fluminis R., quae per unitatem arese ad form. Q. pertinentem
transit in planum ad directionem ipsus R. perpendiculare projectam.
Flumen R. igitur est flumen electricum proprie dictum.

Quibus positis omnes notiones patent, quae in problemate nostro
determinandae sunt: omniaque ad densitatem electricam u, potentiale »

in patio externo et fanctionem w revocantur. Functiones autem v et

to more satis memorabili conjunguntur, quem infra ostendemus.

De motu electricitatis permanenti in superficie corporum

homogencorum.

6

Calouli hactenus institnti quum ad omnia clementa valeant, quae
tota in interioribus ipsius conductoris versantar, talia tantum nobis

consideranda restant elementa, quae superficiei illius quam proxime

adjacent.

Quae clementa prac ceteris corporis partibus variis proprietatibus
excellunt: primum propter ingentem resistentiam, quam clectricitas in

superficie conductoris patitur (§ 3. Corollarium), tum eo, quod practer
conductionem et disjunctionem electricitatis etiam ad actionem vis elec-

tromotoricae respiciendum sit.

Jam in hac disquisitione iterum principio §! 2. utemur, motum

permanentem electricitatis eo determinari, ut summa singulorum incre-
mentorum, quibus electricitatis copia in elemento aliquo contenta per

datum temporis intervallum augetur, nihili aequiparetur. Quae method

acqualitas, quum in ipsius rei natura posita sit, tamen nos coget, ut

actionem vis electromotoricae tali modo in caleulos introducamus, cujus

nexum cum praeceptis ab Ill. Ohm prolatis non primo adspectu diju-
dicare liceat.
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Fig.6. Sits superficiein qua corpora At 4’inter se contingunt, quam
a ubique continue curvatam esse supponi-4

i mus. (Figura nostra sicut superiores inter-
v}—Ip « —sectionem planam exhibet)) Sit @ elemen-

. je tum illius infinite parvum, a.’ ejus inter-
tt—r 4 sectio. Supra @ in utrasque directiones

A cylindros perpendiculares exstraimus sec-

Tie. tionibus transversistorminatosabca’,a'be'a,
quorum volumina sint @@, 0’.

Secundum § 3. ad formationem fluminum ibi determinstorum eae
tantum corporis particalae contribuunt, quarum distantia ab elemento o,
per quod illa migrant, infinite parva est, et quidem facile intelligitur,
distantiam punctoram ultimorum, © quibus electricitatis copiae sensi-
biles trans @ mittuntur, a velocitate clectricitatis pendere ot a magni-
tndine elementi temporis.

Ttaque, si 6 et @ infinite parva esse statuimus, tamen supponere
fas eat, areas bc, B’c’ utique postulatis § 3. respondere: dum ab altera

parte persuasum habere possumus, tales sectiones transversas fy, B’)',

quarum distantiae ab aa’ respect ipsorum @, 8° satis parvulae sunt,

ppostulatis iisdem nullo modo esee responsuras.
Jam ut sequationes obtineamus, quibus motus permanens in super-

ficie determinatur, quatuor ills clementa Bbcy, aBya,, a'f'y'a, BB ey’
singula seorsim examinabimus.

Qua in re illsrum clectricitatis copiarum, quae per superficiem
cylindricam fiuunt, nulla ratio babenda erit: quum enim illae leges
supra exhibites sequantur, secundum § 4, quae ex illis oriuntur incre-
menta quarti ordinis sunt, unde, quod mox patebit, prae quantitatibus,
do quibus hic agendum est, omnino negligenda sunt.

Brevitatis causa sint =, - quotientes differentiales fanctionum
P,P, ex clomentis bey, f'b'c'y’ in directionibue perpendiculi ad interi-
ora corporum A,A’ spectantibus sumti*): dum functio P’ in corpore A’easdem partes agit, quales P in corpore A.

Quibus positis, elementa bey, A’b'c'y’ per Iatera be, b'c’ tempore dt
secundum § 5. q. copias electricitatis obtinent:

du. thdo’ , rdw’ | 2h’ do’rn (é Bt raed, r. ( etdp)odt
Quum sutem secundum suppositiones, quibus hae formulse nituntur,

1) Have denotatio quotientinm diferentialiom, eujus in posterum semper
suru crit, ab ositata tantam signo difer, aed reram natarae magis convenire
via eet,
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x illis clementis per be, b’c’ clectricitatis copiae influentia ortae

-2Kedt, —F ipod secesserint, ex iisdem elementis quantitates
aequivalentes ted signo oppositas per By,f’y' profluant necesse est.
Unde elementa afya’, a’f’y’a ab clementis Bbey, f’b'c'y’ quantitates
obtinent

: Ado : wae* P iedt, % Fede

Jam ut sequationes eruantur, quae ad clementa Bbcy, f'l'c’y’ spectant,
copise determinandse sunt, quae ex elementis afya,a’’y'a in ille
procedunt. Quse determinatio quam ex considerationibus superioribus
hand amplius succedat, ¢ conditione nobis resultabit, motum electrici-

+ tatis etiam in elementis afya’,a’6’y’a permanentem ease debere. Sint

t. Qadt, t edt
quantitates, quae requiruntur, si expressionum r.s.t. et rt’. ope in-
crementa formamus, quae elementis Bdcy, f'¥/¢'y’ accipiuntur, his incre-
mentis, uti debet, nihili sequiparatis, obtinemus sequationes

du, thao hav

a kapt capt %— cap
. yaw WW de. g, W do

w. Wt ap tl F ano
ubj factor communis edt sponte abiit.

Ad elements afya',a’f'y'a transimus. In iis exprossiones s, #'.
pro incrementis, contra t,t. pro decrementis habendse sunt. Porro
secundum § 3. B. aBya’ ab ipso a’6’y'a copiam obtinet

Wve q(u’— u)adt.

Jam e principiis in §° 3. prolatis sequitur, ut electricitatie copine,quse in interioribus elementorum nostrorum actione influentine separan-
tur, ex iisque procedunt, prae ceteris quantitatibus in calculis nostris

obvenientibus prorsus negligendae int.

Ponamus enim, actionem influentiae (cujus intensitas ab effectu, e reli-

quis conditionibus pendente bene distinguenda est), in elemento aya’ tan-
tam esse, ut fumen per aa’ transeuns Eadt incitaret, si aa’ eandem resisten-
tiam exerceret, quaein interioribus ipsiusA locum habet: hoe flumen secun-
dum § 8. Corollerium form. k. resistentiam patitur * (abi s est distantia
‘media elementoram, quse tempore dt trans aream w de electricitate sua com-
‘monicent): unde pars illius tantum re vera superficiem penetrat, scilicet

quantitas infinite minor 4°. Kodt, Secundum principium autem, quod
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§° 3. 2) collocavimus, per By etiam nil pluris transit, nisi quantites

—4Eodt, partesque fluminum, quae in interioribus ipsius aBya’ reti-
nentur, secundum hoe idem prineipium pro non-separatis habendse sunt.
Qua re sententiam nostram cum considerationibus superioribus consen-
tire evictum est.

Jam ad vim electromotoricam examinandam transimus, Cujus ac-
tionem in hac tantum re consistere posse manifestum eat, ut in iis cor-
porum contiguorum particulis, quibus superficies corporum constant,
clectricitates conjunctas certo modo digjungat.

‘Ad rem melius cognoscendam advocamus tabulam Voltae dupli-

A cfm, quae  physice satis note eat, Fig. 7. Sit
By6'y' hsec tabula, et quidem pare afya’e zinco,

| @’By'a e cupro confecta. Quaram prior propter
actionem vis electromotoricae electricitatem posi-

7 Gi FH tivam exhibet, dum altera electricitate negativa
Fig. 7. imbuta est. Jam si atraque pars corpore abdu-

cente tangitur, (ita tamen, ut novis tactionibus effectus vis electromo-
toricae in aa’ agentis non diminuatur), e cupro continenter totidem

clectricitatis negativae, quam ¢ zinco positivae profluit. Quo experi-
mento ratio, quomodo actio vis clectromotoricae in calculum introdu-

cends sit, omnino decernitur.

Si enim, Fig. 6., discum infinite tenuem Ay6’y’ pro tabula Vol-
taica habemus, prima vis electromotoricae actio in eo consistit, ut in
duabus illius partibus electricitatum conjunctarum disjunctionem operet.

Sint — H, + H’ densitates electricitatum hoc modo ex elementis afya’,
a'f'y‘a versus aa’ propulsarum, + H igitur et — H' densitates electrici-

tatum, quae ex illis versus By, f’y’ propelluntur: secundum formulam:
§'3. B. clementum afya’ per aa’ obtinet

" +4(H' + Hodt,

ipsum a’f’y/a autem

w. ~ (H+ H)odt
Lilas autem copias, ex actione vis electromotoricae ortas, quae per By,
fy’ fluunt, determinare non opus est, quum expressionibus tet t’ con-
tineantur. Cetera si in has quantitates inquirere velles, nec non in
istas, quae in interioribus ipsoram aya’, a’p’y’a remanent, iterum prin-
cipio in §° 3. 2) collocato utendum esse

Expressionibus s, t. v. w. et s'. t’. v', w’ rite collectis, positoque

H+H=-4,
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conditiones, ut electricitatis motus in particulis uBya’,a’f’y'a perma-

nens sit, hae inveniuntur

x 2E a+ aw —u44)=0,

Pa Pay 2-4 — ut 4) =0,
ubi factor communis wdt sponte abiit.

Jam si summas conficimus sequationum u. et x, u’. et x’, quanti-
tates 2 et 2’ abeunt, eruimusque

de hav yeU. aay Bee + g—ut 4)=0,
" dul hide ,

wu. wet at au—w— 4) = 0.
Quse in his aequationibus ad lsevam obveniunt expressiones si fac-

tore wdt afficiuntur, inerementa completa exhibent « copiis electrici-
tatis in ipsis abca’,a’b’c'a contentis accepta.

Quum igitur omnibus satisfecerimas casibus, qui e sita particulae,
per quam clectricitas migrat, oriuntur, persuasum habere possumus,
alias sequationes ad densitatem electricam determinandam non amplius
esse circumspiciendas, atque in interioribus corporis A unam tantum
valere sequationem 0, in superficie tamen ejus totidem sequstiones
forma U. gaudentes exstare, quot ipsum A corporibus diversis contingit.

Sin autem sequationum x. et x’. summam fecimus, sequatio sequitur

bdo Ld )

(F-9)+ FaR-2)-%
quse docet, flumen electricum ipsius vis electromotoricae actione auctum,
im superficie perpendicalare, ad utrasque ejus partes eodem valore
eademque directione uti, Quae tamen sequatio propter U. et U’.
superfiua redditur.

Acquationes nostrae U. et U’. si cum illis comparantar, quas Il. Ohm
in opere praeclaro pag. 123, exhibuit, primo adspectu legem ampli-
tudinum constantium (das Gesetz der constanten Spannungen) impugna-
visse videmur. Sed in §° sequenti hanc legem, experientia nonnisi in

casu apparatus voltaici aperti (der offenen galvanischen Kette) probatam,
eodem casa etiam e nostris formulis sequi demonstrabitur.

Jam propter dignitatem rei indicabimus, quis sit nexus inter aequa-
tiones nostras U. et U’. illasque, quae alias in theoria contactus galva-
nici exhiberi solent. Aequationibus illis in se ductis invenimus

du | th dey | (yaw, a a(a+ BS) + ("5p + Fe)



28 1. Do motu permanenti electrcitatia in eorporibus homogencis.

tande sequitur, flumen electricum, in superficie perpendiculare ad utrasque

aqjus partes eodem valore eademque directione uti debere: quae est
prima conditionum a Cl? Ohm prolatarum, nisi quod nostra fluminis
definitio ab usitata influentise ratione differt. Porro jam in §° 3.6
definitione quantitatis q conclusimus, valorem ejus, quoties A et A’
boni conductores sunt, procul dubio permagnum fore. Quod si admitti-
mus, si conditionem addimus, flamen electricum non nimio valore gaudere,
ex U, si per p dividitar, sequitur, spproximatam haberi sequationem

u-w=4,

quae est altera sequationum a Cl Ohm L. ¢. exhibitarum.

Jam casus nonnullos proponemas, quibus sequatio U. simpliciorem
formam impetrat. Inter quos maxime referendus est sequens.

1) Sit 4’ non-conductor electricitatis, erit g—= 0, unde sequatio in
superficie oritur

du, th doU,. eee t he m0.
Secundum § 1. 2) tamen problema nostrum non existeret, si haec
aequatio in tota superficie locum haberet.

2) Corpus 4’ propristatibus utatur flatus aéris, male conducentis,

continue se renovantis: in sequatione genorali ponendum ett u’ = 0,

4 =O, eritque ae aa
u theU,. Rateap en

Ratio autem, qua deperditionem electricitatis in aérem respeximus, cam
lege a Cle Coulomb inventa omnino consentit.

De motu clectricitatia in condustoribus Linearibus,

actione influentise neglecta.

7

In § antecedenti a methodo hactenus in theoria contactus galva-
nici usitata discedere coacti sumus. E qua re nova quae redundant

tat cam consiliis priorum comperari possint, electricitatis motum in

conductoribus linearibus tractabimus ita comparatis, ut quantites

* (vide § 5. 0.) respecta ipsius & tam parva sit, ut ot ipsa et omnes
quantitates ipsi proportionales sine damno negligi possint. Quae postu-

latio quum etiam ita pronunciari possit, ut & ipsum * eximie superet,
manifestum est, corpora de quibus agimus, siquidem exstant, praecipue
bonis conductoribus adnumeranda esse. Etiam quae e suppositione illa
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resultant, egregic cum observationibus consentiunt in bonis conductoribus
institutis, dam mali conductores, sicut experientia infraque calculi
docent, longe alias leges sequuntur. Unde jam hoc loco proponemus,
quod sequentibus comprobabitur, suppositionem patere ad omnes optimos
conductores, neque tamen ad ullam aliam corporum speciem.

Fingamus igitar cyclum clausum conductorum linesrium, sectionibus
transversis constantibus utentium 4,, 4,,...4q, qui in ordine indicum
sese contingunt, quorum ultimus primo contiguus seriem concludit.
Conduetores omnes in superficie libera non-conductoribus contiguos esse
statuimus,

Sint pro indicis w valoribus 1, 2,...m

Har bar Our hy

densitas clectrica, longitudo, sectio transverea, conductibilitas ipsius A,,
porro u,°, u,’ valores ipsius «, in propinquitate eorum locorum, ubi
A, cum’ A,,”, resp. 4,,, contingit; sint denique g,, 4, valores, quos
ipsa q, 4 (conf. § 6. U. U’) in superficie contactus ‘communi corporum

A,, 4,44 obtinent: si omnia puncta ad coordinstaram systema ortho-
gonale ipsorum §, 7, ¢ referuntur, ad determinationem ipsius u, uequa-
tiones habemus sequentes.

In interioribus ipsius A, (§ 5. 0.):

cea age tagt tape= 9
in superficie libera ipsius 4, (§ 6. U,.):

au,

® ann
in 0a ipsins A, superficie, qua cum A,_, contingit (§ 6. U’):

® BBE + aya (rns 84s) = 05
ot, ubi A, cum A,,, contingit (§ 6.0.):

C) k, = $4, (Urge + 4,) = 0.
a

Jam si statuimus, indicem inferiorem m, si v unitatibus augetur,
non transire in (m+) sed in », principium e quo signa quantitatom
4 cliguntur, praccepto continetur, ut aequationes, quae ad reliquos

conductores pertinent, ¢ praecedentibus eo eruantur, ut omnes indices

eadem unitatum copia sugeantur. Ita e. g. sequatio ipsius uf,, ¢

tertia emergit hace: a
© Baa Get! + 4 (twins4,) = 0.
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Quae formulae ut casni nostro applicari queant, formulam notissimam
advocamus

A aA, aA rad

Sap eae + pat tnt = SSF as,
in qua ds est clementum superficiei ejusdem voluminis, supra quod

integrale triplex extenditur, denotante Ft quotientem differentislem
ipsius A in directione supra (§ 6.) determinata,

ea A Qua in formola si

ote ponimus A= u,, inte4, ¥ grali triplice supra talem*

ipsius A, partem extenso,er + Ape quae (Pig. 8) sectionibus
—e transversis a, d,, by c, tr-

fig 8 minatur, propter 1. ob-
tinemus

au,@ Sape 0
Propter 2. autem ex hoc integrali ea pars abit, quae ad super-

ficiem ipsius A, spectat. Unde si in posterum axes conductorum line-
arium, vel rectas vel curvatas, pro axibus abscissaram habemus, in
singulis conduetoribus originem ab ea parte ducentibus, quae corpori
in ordine indicum antecedenti quam proxima est, ipsis insuper abscissis

2%, %,..-, Yocatis, acquatio 7, Intitudine disci a, b, ¢, d, posita = dz,,
in hane transit:

“t,az,Jaa a8 = 0,
ubi ds est clementum sectionis transversae constantis o,. Valorem
igitar medium ipsius u, in hac sectione si u, vocare pergimus, sequitur

a,

at dz, = 0,vel
denique ou,8) af -°.

E qua, si f,, ¢, sunt constantes indeterminatae

() el

sequitur. In hac sequatione autem =, limites 0 ot J, egrediatur mefas
est. Porro est

(10) Wate Wht Mt,
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Acquatio 7. etiam tune valet, si ds est clementum superficiei talis

partis abcd (Fig. 8) ipsius A,, quae finem ejus facit, ubi cum A, ,,
contingit. In superficie autem hujus partis distinguenda est:

1) sectio transversa bc, cujus clomentum sit de,;
2) superficies Libera, enjus clementum sit ds,;
3) superficies denique aa’, in qua A, et 4,,, contingunt; aream

ejus ponamus ~ @,,, elementum = d2,. Quibus praeparatis, aequatio 7.

in hane transit ‘du, Pau, aw,Si tet fie tu SG 42, =0,
ubi propter equ. 2. integrale secundum sponte abit. In tertium autem
integrale aoquationem 4. ducimus, unde, si iterum ad valores medios

redimus, haneco obtinemus formulam

ay,(any Ky Ge — Guu (Wess ta + 4,) = 0,
quam factore k, affecimus,

In formula 7. ponendo 4 +1 loco , si ad initium a'U'éd eam

applicamus conductoris 4,,,, eodem modo formulae 6. ope eruimus

sequentem a
(12) as eas ge + GR(ethgs —-4,) = 0.

‘Jam in 11, et 12. valores introducamus e 10. petitos:

as) Ks Qaly + We faba tou Susi — Au) =O
(14) Kaenuri hers + GM (ube tS — Susi 4} = 9,
¢ quibus igitur

(1) Kis Quty = bast Ons i tars
sequitur. Hane aequationem loco unius alteriusve aequationum 13,
14, introducere licet; partes expleat ipsius 14.

Jam si observas, aequationes praecedentes non cessare recto valere,

si omnes indices cadem unitatum copia augetur, statim videbis, in
aequatione 15. systema contineri aequationum

(as) By 04hy = hyOghy = bg a hn:
Quantitates autem singulse, quae ita aequales inveniuntur, magni-

tudinem exprimunt fluminia electrici in singulis conductoribus; quod si
S vocamus, eruimus

8 8 8an fim Ama fee
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‘Ad sequationum systema transimus, quod ex formula 13. oritur.

Loco ipsius f, valore ejus introducto, sequatione per 9,, divisa, si
ipsi valores 1, 2... m tribuimus, obtinemus

s 4
49, 94 Su +
8

s

h(18) 44a, HS te

wa 8s +
Quarum sequationum si j# primas addimus, sequitur

ms

, ms, oR

vel

att 7 ko, * 4,2, "

Omnibus autem sequationibus 18. computatis, omnes c abeunt,
habeturque

oan mS

vel

24@) 8= Sin
Deri)

ate __.
cho gg te Py
Re, thet te tae tga, tte,

‘Ad bane aequationem, si in formulam q. valores nunc determinati
substituuntur, accedunt hae:

(21) Has te

hoy yk Fut 4 Ly tltes featnit tnetoateteam tea|—{[At4t-+4,) +6,
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Si tamen omnibus diversorum indicum abscissis cum ipsis, originemcommunem esse placet, novaeque abscissse vocantur 2, in antecedentibus

ponendum est 2,—2, 2,4, —-2—(h+h+---+1,))Jam casus nonnallos, qui in formulis nostris continentur, exponemus.

L Sit corpus 4,, non-conductor electricitatis, igitur k, 0, ipsins
S denominator infinitus est, itaque S—0. Unde formulae 21. in hasce
transeunt

Hm RGAy = G— (Ath)...
. Mma (ATAH+qs)Ex his sequitur

HM iy My thy Day Mint = Inna
quae est lex amplitudinum constantium, quae experientia in apparatu
Voltaico aperto probate eat.

Si igitur apparatus, in quem antes inquisivimus, qui m conduc-

toribus confectus erat, eo in apparatum apertum mutatur, ut conduc-

tore A, in duas partes diviso, conjunctio tollatur, designaturque u,,,
densitas clectrica in ea ipsius A, parte, quae cum ipso A, conjuncta

permansit, habetur

HE MG yo the (At yt ya)
. Matta(tate+4,),ideoque

Mh Met At At $4.Hoe igitur modo obtinetur numerator ipsius S, quem summam
amplitudinum in apparatu aperto obviarum appellabimus.

Quoniain autem ex oxpressionibus densitatum clectricarum quanti-

tates @ et Q abierant, in apparatu illo aperto distributio et intensitas

clectricitatis a magnitudine sectionum transversarum et superficierum
contactus est independens.

Jam si quantitatem , "-- vocamus resistentiam conductoris 4, item
iz resistentiam, quam superficies 2, exercet, aequatio 20. docet,

" "in apparatu Voltaico clauso flumen clectricum sequale esse
summse amplitudinum in apparatu aperto obvenientium, per

summam omnium resistentiarum in apparatu obviarum divisse.
Lex fluminis electrici si his vorbis pronunciatur, omnino cum ea

consentit, quam Cl. Ohm protulit; tota differentia in eo posita est, ut
in nostra formula etiam resistentise occurrant, in superficiebus contactus

locum habentee. Quarum vis sc potestas quo melius perspiciatur, casus

considerabimus sequentes.

+) De aequ. 20. et 21. conf. Die galv. Ketto pag. 148 et 178HB. Obrletettes, Gommnete Atandlangss 1 A
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IL. Statuamus, singulis conductoribus ordineque eorum omnino
immutatis manentibus, unam superficiem contactus diminui: quod quo-
modo fieri posit, © figura nostra 8. satis perspicaum est; quae ubi
satis parva facta est, ipsum S iterum tantum denominatorem obtinet,
ut pro evanescente haberi possit. Simul electricitatis distributio ad

1 ejus similitudinem pergit, quae in apparatu aperto invenitur.
Cum hac re cautela illa in apparatibus galvanicis usitate cobaeret,

ut superficies contactus quam maximae reddantur.

IIL. Hune denique casum fingamus, quo conductoria A, loco succes-
sive alii aliique conductores substituuntur ex eadem substantia confecti,

qui ite comparsti sunt, ut ipsis 4 et o, decrescentibus, ratio 4 vel

By immutata manest. Simplicitatis causa statuamus, corpora A, ot
A, ab ipsa A, tote ejus sectione transversa tangi, esse igitur 2,, ~ 2, — @,.
Quibus positis, simulatque ipsum o, infra certum limitem decreverit,

omnes terminos in denominatore ipsius S$ obvios prae hisce i
1 " 7 .

*

+ gee; Megligere licet, obtinoturque
* a RAt4, +--+)

Sra (4 +4,4--+4,), oo nityGm Ng Gel

tyr APA TS aba tate.
alta)

Haec apparatus constructio igitur, ea proprietate excellit, ut

1)fiumen electricum valde exigaum sit, quamvis quantitas 2,4, non nimio
valore gaudeat, quae ree notissima ¢ sola deminutione conductibilitatis
ipsius A, explicari solebat, quae phaenomeno quodam secundario, quod
casu nostro evitari nequit, operatur; 2) ut in conductore A, densitas
clectrica a puncto in punctum rapide varietur, dum in reliquis condue-

toribus electricitas ad instar apparatus aperti distributa est,

Jam ad quaestiones pergimus generaliores,

Calouli pracliminares.

8.

Simplicitatis causa si ponimus

ke a

aah an

motus electricitatis in corpore A sequationibus determinatur sequentibus:
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Ou du aL a (tat ayt ae)

I. os LE + Wut 4)=0,
quaram prima sd interiores ipsius A partes spectat, altera ad oss
superficiei partes, in quibus corpore 4’ contingitur.

Aequstioni I. formulas nonnullas superstruamus, quae quum ad

tractationem ejus faciant, eo etiam excellunt, quod modo satis concinno

notiones quaadam inter se conjungent, quae in theoria nostra fundamen-
tales sunt.

Jom quacramus potentisle » puncti x, 9, 4, respocta corporis
formandum, in quo electricitatis motus permanens factus est.

Aequationis I. ope, si statuitur

r= (2+ —#+(4— ”habemus

Cudadyd: _, (dedyde [@™, dtu, dwof stedyds asf zs (iat apt ah,
ubi integratio supra corpus universum extenditur. In hac expressione

si integratio per partes more solito perficitur, obtinemus, designante ds
elementam superficie’

1 1 1a
at atsftude flaws autre, du teon -af ro of {és dz + ay dy tae | cedyae,

uubi {¥ eat itorum quotiens differentialis ipsiue w in directione perpen-
diculi sd interiora ipsius A spectantis formatus,

Est autem

at .au ar au eave MOF 1 awdzdzt’'°“ arr iteque go geto— ape
unde integrale triplex in formala antecedenti obveniens aequale est huic

af'au , dedyds|
vel si loco orthogonalium coordinatae polares r, 0, y introducuntur,

punctumque z,, y,, #, earum initium esse statuitar,

dwa8 f Gar.sin 0a0dg.
Jam casus distinguendi sunt, prout punctum attractum in inter-

ioribus ipsius A partibus situm est, aut in spatio externo.
i



36 1. De mota permanenti electricitatie in corporibus homogeneis.
1) Punctum sttractom sit in spatio extemo. Hic quoniam distantia

r nunqusm evanescit, integrale nostrum in summam integralium transit
forma utentiom

rae

: ot f sin adedg fiz dr — afw—w) sin 0d0dg,
ubi accentuum significatio sponte patet. Sint ds’, ds” clementa super-
ficiei radiis vectoribus 1’, r” correspondentia, «’, «” anguli a radiie illis
uno tractu cum perpendiculo ad interiora ipsius A spectanti inter-

cepti, fit _

in puncto anteriore sin 040 dg — — agen ,
atque in altero sin @d0dp— “2°”,

unde integrale nostrum invenitur esse

In quo si integratio ad universam superficiem extenditur, valor
etiam integralis triplicis suppeditatur. Ex clementis trigonometrine
planae patet esse

1

ataria ome oF

cona=—4%, ideoque %f— 35,
unde denique, omnibus rite collectis, habemus

1
at

roa a}ml. on af lu an ~ Faghes
2) Panctum attractum autem si in interioribus ipsius  partibus

versatur, eorum quae modo exposuimus nihil mutatur praeterquam
quod integralium, in quae triplex illud decomponendum est, unum
limite inferiore utitur evanescenti. Hoc autem, si u est densitas elec-

trica in puncto attracto, aequale fit expressioni

arfein eave fs ar = asf (uw) sin 0d0dp
a 4xatut af sin 04049;

unde eodem modo quo supra obtinemus sequationem

1a

W. on taatu ttf [u a-t hos
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Quoties igitur valores, quos u et PA in superficie induunt, inno-
tuerunt, innotuit etiam potentiale in spatio externo; quum idem prac-

terea in interioribus a densitate electrica in puncto attracto pendeat.
Integrale duplex in aequationibus IU. et IV. obvium summi momenti

est, quum ¢jus differentiale in interioribus corporum flumen electricum
completum, in spatio externo tamen flumen inductivum attractionemque
electricam metintur. Quod igitar in sequentibus litera distincta deno-
tabitur, statueturque

at1 Fadev wn bf fetta ttl
Unde sequitur esse

waa mt wets,

prout ipsum w ad punctum in spatio externo aut in interioribus ipsius
‘A situm refertur.

‘Haec functionis w definitio si cum ea, quam in §° 5. P. dedimus,

comparatur, aequatione V. definitionem illam amplificatam esse patet
E rationibus autem, quas infra afferemus, productum ex ipso w et

conductibilitate k confiatum pressionem vocabimus electricam.

Quoniam autem ipsum w, simulatque punctum, ad quod pertinet
per superficiem ipsum A permeat, saltum definitum facit, ad sequa-
tionem pervenimus notatu dignam. Si enim ad superficiem ipsius A
perpendiculum ducimus, in eoque ad utraque superficiei latera puncta
mumimus superfciei infinite propinqua, ad quae ipsum w deinceps

refertur, in puncto exteriori est  — ¢°-,, in puncto autem interiore w

= + 555 qui valor priorem illum, quum distantia punetorum infinite
parva sit, quantitate « superat. Ab altera parte integrale

du de

ap

in utrisque casibue candem valorem impetrat, unde obtinemus
1 1

a— a

vi Sears ay ds Anu,
at

ubi ¢’ ad punctum exterius refertar, atque GE est quotiens differen-
tialis in perpendiculo extrorsum spectanti formatus. — Ab hae formula
sine difficaltate ad aliam quandam transire licet, in theoria attractionis

gonerali gravissimam.
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Sine novorum calculorum institutione e formulis superioribus duas
alias sccigimus. Ad quas efficiendas in memoriam revocamus formulam

in §° 4. sdhibitam

T+ Gat Gan — saw.
Quae si factore 4494 multiplicatur, integratione supra totum

corpus extensa, si punctum 2,, y,, 4, in spatio externo situm est, effi-
citur

at 1a
: Vu. —4dav= {ese — sates,

si autem in interiore corpore situm est, evadit

VIL 0. S|{ “rade 4=) \oae- Fi fas.

Quae ut obtineantur, nihil faciendum est, nisi ut in duabus prio-
ribus formulis in parte dextra a?— 1 ponatur, et » loco « substituatur.

Subsoquenti autem exemplo harum formularum usus apparebit.

Fingas solidum sphaericum radii c; sit potentiale respectu illius in
superficie formatam functio arbitrarie data anguloram polarium 0, g’,
quam v’ vocamus; sint porro R, 0, p coordinate polares puncti, in
quod sttractio exercetur, atque

08 @ = cod cos 0’ + sin 8 sin 6 cos(p—g'),rit
P=c—2cRcose +Ret

at at
7_ oF

ap ae"

Jam si primum R <c supponimus, constat esse

1-
ate1 Re . 7 oy ieFD aPa (cova), ideoque4-2 (m+ 1) Zi, Pq (cova),

Quibus in formulam VII. introductis, brevitatis causa statuto sin 6'46'd”

= do, unde ds = cde, obtinemus sequationem identicam
<

=f.

$

[deDomrn() “foPa(cosa)ie'— 2 (2) ef ie P,(c08 0) do’,
unde coéffcientibus comparatis emergit sequens

Ix. efi P,(coso)de = (m+1) {v Palcora)as.
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In spatio externo quum sit R>c, habemus

1-
as1 a ‘ r et

i- 2 Fart Pa(e0@), ideoque gt ——2mF; Pa(cone);
formala igitur VIL. in hane mutatur

Sr

pent Senet (av ,dave 2(9) fe Pa(ooo)ae +> (5) of 4 Pq(cota)da
vel si sequationem modo inventam IX. advocamus

xX on SEE Go Palomas,
quae est expressio nota potentialis in spatio externo. Puncto autem
altracto versus superficie pergente obtinemus evolutionem notissi-
mam hane

XL ° “DHJw'P,(cos0) de’,
cujus convergentia a Cl? Lej.-Dirichlet in diario Crelliano tom. XVII.
Iucalenter demonstrate ost.

1
at

Adnotamus, evolutionem XI. e formula VI. evolutionum ipsius e
adjumento sine ullo paene calculo provenire.

Formula X. integrale completum praebet hojus sequationis

ae de, atemL antapt an ~°
in toto epatio extra sphseram, radio c circa originem coordinataram

descriptam; in qua si coordinatse polares orthogonalium loco introdu-

cuntur, innotescit etiam integrale quod huic casui proprium est sequa-

tionis :
1d (aX), 1 axXM gas(8i0 Ge) + anaraget mm +1) X—0,hoe est

.

X= fvP,(cos@) do’;
quae quom sint notissima, ampliori tractationi supersedendum est. Sed
quam his formulis in posteram utendum sit, demonstrare eas, quam
afferre solum maluimus, quippe quarum deductio satis commoda reique

conveniens vix plus operis postalaret, quam sola commemoratio.
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De motu permanenti setheris repulsivi.

a

Antequam ad sccuratiorem tractationem sequationum supra ex-

hibitarum transimus, monstrabimus, qaomodo ad id quoque insorvire

possunt, ut electricitatis motus quasi sub visum et adspectum ponatur.
Ita e.g. in dootrina de mota permanenti caloris in corporibus homo-
geneis temperatura potentiali molium externarum repraesentari potest.
Aptiorem imaginem condeneatio vel etiam densites praebet aéris per-
manenter se moventis, — si ut supra motum permanentem yocare per-
gimus a densitatibus permanentibus, — cujus partes nulla vi accele-
rantur, qui inclusus est parietibus, quibus sdris externi, etiam perma-
nenter se moventis sccossus ubique eodem quidem sed imperfecto modo
arootur.

Ponamus igitur omnes conditiones, quales in hoe exemplo descrip-
simus, iisque hoc etiam addamns, aéris singulas partes secundum legem
Newtonisnam mutuo so ropellere; tum igitur, si U, V, W velocitates
secundum directiones coordinatarum sunt, @ densitas prima, w densitas
in stata turbato, deinde # condensatio, ideoque u— 9 (1+); si deni-
que » potentiale omnium molium repellentium est, e principiis hydro-
dynamicis notum est, si velocitates satis exiguse sunt, valere sequationes

au, de, do av, gide, ao

tat0, Teas ao,
aw yids, de de, au av aw

ata tan aetaetayta 7%
ex quibus, si pro condensatione s densitas « introducitur, sua sponte

au au du dw

Ge A (Gat apt ap) — Axem :
sequitur. Si motus est permanens, pars lava evanescit, unde patot,
hhabere nos sequationem I. §' 8, siquidem A*= 4x9- a" ponitur.

Jam si in superficie perpendiculum erigimus, duoquein ojus directione
esse statuimus voluminia elementa se invicom tangentis, quorum alte-
rum superficiem tangit, necesse est, in utroque sccelorationem accurate
candem esse. Quodsi igitur w’ est densitas externa, (ei considerationos

8 5. ot 6. do resistentia in superficie hic etiam adhibentur), Q(w'—u)dt
est elementi prioris acceleratio in directione perpendiculi introrsum
spectantis, deinde

ads, de dud

Baeta)tt~ (teotg + ap)
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est scceleratio elementi alterius; quibus sequatis, et Q—4xb posito,

sceipietur oes E+ bw -0,
quae ab sequatione Il. §' 8. nonnisi deficiente termino b differt. Sed
hic etiam in sequationem introduci posset, si superficie’ attribueretur
Proprietas, ut a8rem motum in unam partem facilius transmitteret quam
in alteram.

Quum autem e deductione harum sequationum prima, quantum
quidem e principiis mechanicis concludi liceat, demonstratum sit, suffi-
cere eas ad ipsum « omnibus numeris determinandum, alise relationes
non amplins circumspiciendae sunt. Itaque concludimus:

Electricitas ubi in corporibus homogencis in motu permanenti est,
iisdem obtemperat legibus quibus fluidum elasticum exigue motum, cujus
partes secundum legem Newtonianam mutuo se repellunt; atque quidem
fluidi densitati respondet densitas electrica; pressioni quam fiuidam in
interiores partes propter expansionem suam et repulsionem, in exteriores

propter repulsionem solam exercet, respondet pressio electrica; denique
accelerationi in interioribus fluidi partibus respondet flumen electricum,

repulsioni fluidi disjanctio corpore electrico operata.
Patet igitur principia, a quibus profecti sumus, in eo casu electri-

citatis moventis, quem hic consideramus, analytice perfecte congruere
cum iste sententia de natura electricitatis, cajus initio §' 3. mentio
facta est. Unaque demonstratum est, quod disertis verbis monemus,
si alterius theorise partes sequuntar, alterius phaenomena fundamentalia
haud amplius esse respicienda. Si igitur e.g. sicut nos quidem fecimus,
influentise actionem in disjunctione electricitatum conjuncturam versari
putas, haud amplius repulsionem respicies, quam electricitates ejusdem
generis mutuo exercent, quia aliter ejusdem effectus bis rationem
haberes.

Coterum hoo ad extremum observamus, omnia quae contra sethe-
rem repulsivam permanenter sese moventem dici possunt, etiam dici
contra eam theoriam, quae electricitatem tale fluidum esse contendit.

Do mot permanent! electrioitatis in corporibus sphaericis.

10.

Formularum §! 8, auxilio integrationem sequationis_L in corpo-
ribus sphsericis absolvere possumus. Introductis enim coordinatis po-
laribus:

z= rcosd, y=rsindcosy, s—rsindsing,
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in hane transformatur

2{4 (adm, 1 a (gd 1 dwXIV. ot {Se (Ge) + ana do (tin Gs) + igor ays) = PH
cujus ¢ sola comparatione cam aequ. XIII. patet esse integrale parti-
calare

Ag) X,(8, 9),

ubi ¢ notations usitata X, est functio sphacrica n ordinis. Quod ubi
in equ. XIV. loco w substituimas, formulae XIII. ope nanciscimur

sequentem aaa,
X, {at (PY) — n(n +1)4,]-7°4,} = 0,

vel si, ipso X, sublato, statuimus

A,(r) = 4,(7),

uy, In t2 duu,xv. drt + r dr ~ a

Integralium hujus sequationis particularium qualia circumferuntur,

‘uno tantum in nostro casu uti possumus, in quo m est numerus posi-

tivas, quum alterum omni sensu careat, quoties n extra limites 0, — 1

versatur. E verificatione tamen prioris methodam petere licet sequentem.
Sit pro omnibus indicis m valoribus

Yee* (1),
facile obtinetur aequatio identica:

149641 ty Bnt3 dy at
ade a

Quam quoties secundum z intra tales limites intogramus, ubi y,
covanescit, formam eruimus sequationis XV. unaque integrale ejus parti-

calare. Tales limites autem sunt, siquidem quantitates (n + 1) et

positivas supponantur
z=—1, +1, +0,

unde integrale completum emergit sequens:

XVI wom Afe* otras s Bf eT ety,
Hoe autem integrale prout casus postulat, in aliss formas redi-

gendam ost. Quoties enim r evanescere, neque tamen infinitum fieri
potest, constantium una, generaliter in arbitrio nostro posits, per alte-
ram definitur, ponendumque est B—— A, unde efficitur



L De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis. 43

(@) u(r) = afore 1ydz,
quod est integrale supra commemoratum. Quoties tamen r infinitum
fieri, neque tamen evancscere potest, ponendum eat

@) u()= 4a,e#(e—1)'dz;
si denique ipsi r omnes valores positivi competunt, nullo excepto, fit

(3) u(r) = 0.

Ad inveniendam formam algebraicam integralium in sequatione

XVL. occurrentium ponamas © =k et

fore—1dem ets, ¢sfDat 1)tdz.? #

Ubi si loco x nova altera variabilis y introducitur ponendo x 1—y, erit

aaforpysiay = (—1 spJery £2yrdy.

Jam est secundum theorems binomiale

,. . nt i. as 2k)fovossray -Dagtnters ferris th SE,
unde

denique

- o 2.

{oretye= (—1ymtet2[ai Se"):
Si igitur pro omnibus qui fingi possunt ipsius & valoribus ponimus

XVI. 1) YQ)ge2
pro valore ipsius & positivo erit

2) fore Inde = + (1 Ml V4),+
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‘unde sequationis XV. integrale completum hoc est

XVI u(r) = AV, (5) + BY, (—£)-
Ipsins « inde derivatur expressio generalis baec

mx unDe {F.(5) X09) + ¥.(—Z) 20, 9))
Formulis XVI. 1. 2 3. respondent valores ipsius w sequentes:

Dn wm Bele) +V.Ca)] Xe)

2) we Drv.()X00,9)

3) u=0.

E proprietatibus functionis V, quae ad propositum nostrum faciunt,
adnotemus sequentes.

Funetionum V,("), V,(—2) si uma aliave denotatur V,, ex in-
togralibus definitis (XVII. 2)) invenitur formula recurrens:

XX. 1) 80m wm Vas
Cujus adjumento ex sequatione XV. haec deducitur

2) (Bay,

Jam si in sequatione XV. loco ipsius u primum v.(2) deinde

v,(- ) substituuntar, terminis qui ad dextram sequationum inveniun-
tur climinatis, sequatio evadit integrabilis, © onjus integratione prodit

nyi(-2)_ yl) _V(E) a Da ge
ubi ¢ ab ipso r independens est. Si in hane aequationem symbolorum
loco ipsa integralia introducis, ipsique r post transformationem idoneam
valorem 0 tribuis, invenies esse c = (—1)*+#(2a)!**4, unde aequationes
efficiuntur

av, (—£) ay, (2) tl /gq\tatir a, nr ey ‘ta9)EEae
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B 8 " ry 4 aytnre4) Fa(5) Pass (—3) — Fai) Mann() CY
quarum posterior e 3. formulae 1. ope succedit.

Formuls 3. ad omnes ipsius n valores spectat, qui supra — 1 ver-
santur, si in quantitate (— 1)*** cautiones necessariae adhibentur. Lliue

ope demonstratur, quantitates 7,(2) et ¥,(-2), si haec denotatio
formulse XVII. 2) beneficio ad omnes ipsius » valores concessos ex-

tenditor, re vera integralia esse sequationis XV. a se invicom indepen-

dentin. Quod si non esset, constantem quandam 6 ita determinare li-
ceret, ut aequatio haberetur identica V, (5) - oy, (-4) ‘Tone autem”
pars laeva ipsins 3, evanesceret, quod locum non habere in conapectu
est. Quse demonstratio principio generali nititur huic.

Sin functiones unius variabilis x, puta s,, 4,,..., a se invi-
com pendere aut independentes ease convenimus, prout sequatio

Oh + yy ++ + 04, = 0

valoribus constantibus ipsorum a,, a, ...a,, quorum unus saltem a «
nullitate differt, identica reddi potest, necne, theorema habetur
generale:

Functiones #,, s,...#, 8 se invicom pendent aut independentes
sunt, prout determinans

Ztay i?

identice evanescit, neene. In hoe determinante positum eat 1? Ft,
Quod theorema praesertim in sequationibus differentialibus linea-

ribus utile est, quibus quum determinantis illius formatio facillima
reddatur.

Observationem adjungere placet, saepe utilius ease, si functionis V,
loco hace functio

ky5) Wh) = (Gy LAC)
in caleulos introducitur, quae quum variis rationibus istam simplicitate

‘superet. Cujus tamen in praesentiaram usum non faciemus.

i.

Jam clectricitatis motum in sphaera plena radii c, in cujus super-
ficie clectricitatis fontes arbitrarii inveniuntur, dum non-conductores

electrici, qui quocunque modo in spatio distributi sunt, effectum in eam



46 |. De motu permanenti electricitatia in corporibus homogencia,

exercent, examinemus. Expressionem igitur ipsius u e form. XIX. 1)
nobis sumere debemus, et, si pro hac quidem disquisitione

a ¥.(2) +¥.(-f)=4
ponimus, fit

b. um D> ru) X,(6,9)-

Deinde si V potentiale complotum est, secundum soqu. I. pro r—c

habemus: a aywd :° ade, LY 4 bw 4) = 0.
In sequentibus loco ipsius w’+ 4 ejus evolutionem secundum functiones
sphaericas adbibebimus, ponemusque

a. w+4—>)46,9).
Est autem V summa algebraica ipsius v respectu sphaerae formati, ot

| ipsius 04, si ¢0 potentiale omnium non-conductorum signamus, Jam
vero si pror—=c est

a =DEG 9)

facile e formulis VII. et VIII. intelligitur, pro r< ¢ esse

= D> () 2.69),

ideoque pro r—=e ae, *e ] DTA, 9).
Restat igitur, ut expressio 4 (au + 4.0) pro r-—e evolvatur. Secun-
dum form. IV. ost

autde
o (14 1 aw 1 .

-- Es ua Teercave try + Gp le ser conw 15) O88
syn dul ’.~EDOSSlorne efs) Plcoeerans

in qua si evolutiones ipsorum u et n- —{* imponimus, reductioni-
bus obviie factis efficitur
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ft att Loma DS [ul + agp |X, 9),
ideoque pro r—e

4 (as, 2S net a& Hote geo Dine" [400) + an pa den) HO 9)
Jam si valores sequationibus b. e. g. effecti in c. imponuntur, obtinetur

0 D409) ~ 42.EO. 9),
atque inde secundum theorema, unamquamque fanctionem unico tantam

modo secundum functiones sphaericas evolvi posse:

(arme—"[n(0 + gaia MO] + bem} XG 9)
—4,(6, 9) — .", F089).

E qua formala ut abest differentiale 4¥* si formulam XX. 1) adhibe-
mus, et semel omnino statuimus u,(c) = w,, ad electricitatis densitatem
in sphsera exprimendam hanc habebimus sequationem

(5) mtn {02-440,9)— 7 069)XXI. 3) { saat al
+ (tnt Deda EE a

Porro puncti in externo spatio siti r, 8, p potentiale sphserae respectu
formatum

ate pent .

vet eyenl) Hes (Beda(0.9)— 7, Fx(0.9)}XXL = itil) Ae, nt ba +e aay
Deinde ex f. efficitur

xxi wtih

(atm dd mg + PE tes
et denique ad pressionem lectricam in interioribus sphaerae deter-
minandam
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XXIV. wt SEM

3eytaaei gates] WOOt tte F@o)bee \e) oe ee(etn tbo mt SA Mao
Formulae XX. 2) ope hae eummse, si terminus n = 0 excluditur,

simpliciores reddi possunt, quom secundum formulam illam habeatur

net tna?(atm + de), +APEyg Demy+ AO tay
toe 2

“tampi detent aapa Met
Ex expressione XXII. sua sponte efficitur electricitatis summa in

spheera contenta; est enim sequalis coéfficienti ipsius + in evolutione
ipsius ». Quam si 2 vocamns, fit

Q=2xcks,-“,
%

vel adbibitis formulis hue spectantibus § 10.

faery (E41) rXXV. Q=4sxatcd, (F G+ ) ~,
vel si, £ <x suppotito, evolvitur

Sy (= Bangs (20)h 2 = 16224, >Geysi (a)
ubi B,, By, -.. numeri Bernoulliani +, 3, ... sunt.

Ex aequatione XXV. quum omne ipeorum } et », vestigium sbie-
rit, sequitur, in motu permanenti clectricitatis summam in sphaera ho-

mogenes contentam omnino non pendere a diffcultatibus, quibus eleo-
tricitas superficiem permeans impeditur, neo minus a disjunctione, quae
non-conductoribus extra sphseram positis efficitur.

Similiter Coulomb observavit, in sphaeris clectricitato imbutis,
in quibus electricitas, quantum quidem fieri potest, in aequilibrio est,
deperditionem in sérem circumdatum a substantia sphserarum esse in-
dependentem. Confer Biot traité de phys. tome Il. pag. 256.

12,

Formulis §' 10. omnia absolvi possunt problemata, quae epectant
ad pluria corpora, quse et sphaeris concentricis definiuntur et omnia
concentrice sita sunt, Attamen computationes, illa scilicet excepta,
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quae in corpore indefinito, e quo sphaera exsecte est, versatur, tam

molestae sunt, ut earum perfectio vix operae pretium esse videatur.
Quare hoc tantum agemus, ut exemplo simplici monstremus, quomodo
corporum, quae certis conditionibus in motu permanenti sunt, summa
electrica constitui possit.

Quem in finem theorems advocamus Gaussianum (vide Journal de

mathémat. de M. Liouville Tome VII. pag. 304. Théorémes généraux
cet.), integrale

1 [ae

afap?
supra unam vel plores superficies clauses extensum, moli aequale esse
attrahenti, superficiebus illis inclusae.

Quod statim formulae 6. §' 7. ope deducitur, in qua si loco A po-
tentiale » substituitur, asequationesque ipsius potentialis advocantur
differentiales.

Jam casum consideramus corporis, quod duabus sphaeris concen-
tricis definitur, cujus superficies interior velamine non-conducenti ob-

ducta est. Sint c, ¢ radii sphserarum, ¢<q, si contrum commune
pro origine coordinataram habemus, secundum § 10. XIX. erit densitas
clectrica

. w=Srl)X,G 9) +(VO9),
Ubi brevitatis causa v,(r) = 7, (5), w,(r) = Va (—Z) positum est

Proinde si v est potentiale omnium quantitatum electricitatis quae
et in cavitate interiori, et in ipso corpore, et in spatio externo versan-

tur, ad determinationem ipsius « habentur sequationos

du idek rc Ot azar

L rag atebu0) =0,
ubi U fontium electricorum in superficie obviorum ubertatem metitur.

Quas sequationes si supra totas superficies, ad quas referuntar,
integramus, observamusque, propter sequationem 6. § 7. ex aequatione

1 1 1Matut er) Maus fy adarut oo)
at aye tae

sequi
du, 1 do)

SH+ AB) aso,
manifestum est, integrale expressionis (u — U), supra superficiem r=c,R.W.Obristettel, Gevmmnlie ADbandiangen, 1. ‘
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extensum, evanescere. Quapropter, si abhine ds, ds, sunt elementa
superficierum r—c, r—¢, habemus

m JSu-nas,=0, a faracs d [tas—o,
dw “a

a fiat [a as—0.
Si tamen ponimus esse& summam quaesitam electricitatis in ipso

corpore contentae, @ copiarum electricarum summam, quae in cavitate
illius interiori versantur, e theoremate Gaussiano supra commemorato

sequitur ‘ae teLfitas-—o, BS a= +2.
Porro ex sequ. i, advocata formula XX. 1) sequitur

at fdas = 2xct|y, (c) X + «, (0) Yel,
ot f dda 2xetle 6) Xo + (6) Yas

fds, = Axed[v9 (€) Xp + 14 (c) als
unde, si jam ultra ponimus

suas, =420U,,
ubi igitur U, est ubertas media fontium electricorum in superficie,
substitutis valoribus modo acceptis in aequationes m., ad ipsa 2, Xy, Yy
determinands eruimus uequationes:

(6) Xo-t 14 (@)¥o— Uy0,
© KH+MO Ve ale,

814) Not my (@)¥%o— GEE= 0,
e quibus deducitur

SEE berwoled ~ iO mole) + gSesle0(@) mG) — male) I
:

+ Uslos(a,)wa(e) — w, (4)04 (01 = 0,

vel quum e formula XX. 3)

t9(4)¥ (4) — woe) (4) = = 8
sit,
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aot

eXXVL 2-- ell cane mene)
HOw)— MOM) fy — — 3a —+ Prt Oe omey= money ~~ Olt po —=lG@toe* —@—oe *

Vt Ve act(2
3)(24i)e* —(241)(2-1)e =tna, EVE) EHVE— YeEa (eaayes

Ex hac formula patet, nostro casu certam partem electricitatie in
corpore contentae unice ex actione proficisci copiarum electricitatis in

cavitate interiori distributarum. Facile autem demonstratur, factorem

ipsius @, quamdiu quidem © et & positiva sunt, quod nostro casu
evenit, semper fractionem esse genuinam negativam. Si igitur e. g.
corpus illud in superficie exteriori aére uniformiter sese moventi con-

tingitur, (§ 6. U,.), habetur U,—0, clectricitatisque in corpore con-
tentae copia est pars aliquota electricitatis in cavitate incluase, siguo
tamen opposito praedita. Simul copia illa natura séris circumdati
ullo modo pendet.

13.

Additio ad § 10. In §° 10. invenimus, quoties X,(0, 9), Y, (8, 9)
sunt functiones sphacricae n ordinis, sequationi I. vel XIV. semper
satisfieri expressione

e{¥.(4) X69) +%.(— 5) X89)-
.  Cujus casas specialis is, ubi n—0, prac ceteris attentione dignusest. Hoc enim casu X, et Y, constantes sunt, unde si loco eorum
ponimus A et B, nequationis I. habemus integrale particulare

a, ua AV, (5) + BY(- 1) — 2 (de « — Ber),
in quo est = 2*+y?+4. Quum autem aequatio I. nullos codffi-cientes variabiles involvat, expressio illa tunc etiam satisfaciet, si loco

ipsorum 2, y, # ponitur 2,—2, y—¥, 4 —#, igitur r= (x, — 2)?
+, —9 + (4-5), abi x,y, % ab ipsis 2, y,s sunt indepen-dentin.

Expressionem hoe modo mutatam, posito ineuper A= 9 (2%, 94, 4)et B= ¥(z,,%,%), si volamine dz, dy, ds, multiplicamus supraque
volumen finitum V integramus, intograle

°
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XXVIL w= f (90,404) Fol) + ¥ Gos) Po(- 2) eerdnde,
manifesto proprietate gaudebit, ut, quoties punctum 2, y,2 extra vo-lumen V versatur, sequationi differentiali

sfdw, dtu sd

sotisfaciat, Quod tamen punctum si volumine illo continetur, eadem

methodo, qua Gauls in commentatione supra laudata ad demonstrandas
equationes differentiales potentiales usus eat, invenitur, expressionem

equationi satisfacere

au du ae2) aS + Gt Gal wet 4x0(v9.8)— 9 92))
Videmus igitur, cum aequatione XXVIII. 1) aliam quandam aretis-

sime conjunctam esse, quam in formam

fee eu de3) alte tag tan) met
redigere licet. Atque si rationis memineris, qua terminus u in aequa-
tionem XXVIIL 1) ingressus est (§ 4. L. M.), facile casum electrici-
tatis motae finges, qui ad hane aequationem ducat.

Porro ex iis, quae modo invenimus, perspicitur, integrationem

aequationum 1) et 8) ad problema reduci posse, ut expression. tali
modo evolvatur, ut variabiles @ constantibus arbitrariie separatae pro-

deant: quo impetrato, expressio XXVIL sine mora formam induit talem,
quam ulterius tractare licet.

Quse evolutio, si coordinatis polaribus ordinariis utimur, sine diff

cultate e calculis supra exhibitis elicitur. Posito enim

z= cos, y=raind cosp, =r sind sing;
z= r,c080,, mn sinO, cong, #7, sind, sing,

cos = cos 0 cos 0, + sin 0 sin0, c08( ~ 9%),
Gi — 2+ (Yy—9 + 2)= = Ber, co8@ + rm BY,atque

°. n>nfunetio

a= ay,(2)+ By,(-2)
Temmatis sequentibus omnibus numeris definitur:

1) @ tam respect variabilium r, 0p quam ipsorum r,, 8,, 9,
est integrale aequationis XIV. ita comparatum, ut secundum fanctiones
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sphaericas, nominatim secundum fanctiones P,(cos a) evolvi possit. In
ipso & si loco rr, ponis ra, r,4, igitar Ra’ loco R, & ab ipso a in-
dependens evadit.

2) Ipsius & evolutio, si a in infinitum erescit, in evolutionem
Leplaceanam ipsius 47” transit.

3) In ipso @ si seribitur — a, B, A, loco a, 4, B, & non mutatur.
4) Si ponitur B=0, a— oo, fit 2-0.Quibus lemmatis advocatis, invenitur

XXxIX. 2— A¥,(2)+ By, (— 2)~
TELE am Wie i (_ fh)=Somer Gant +29]

[n (2) +7 f))Pcre.
Hac formala ope sequationum XVII. 2) vel etiam XX. 1) et 2)

‘ogrgie uti licot ad evolutionem functionum V,(2), quod tamen hoc
loco omittimus.

Qua evolutione si secundum praccepta supra tradita uteris ad inte-
grationem aequationum XXVIII. 1) et 3) alter quidem casa iteram
formulas §! 10, obtines, sltero tamen endem resultant, quae methodo
ordinaria variationis constantium obtinorentur. In sequatione enim
XXVIIL 8) si, functione u, secundum functiones sphaericas evoluta,
ad integrationem via tentatur §' 10., quaestio reducitur ad inte-
grationem sequationis differentialis, quae ab aequatione XV. nonnisi
novo termino differt, et variation constantium integrari potest.

Qua in re hoc memorabile intercedit, ut omnes implicationes,
quibus methodus lle Isborst, propter singularem naturam functionum
V, proreus evitari queant, quotios u, est intograle sequationis XXVIII.
1) vel 8). Quod quum ed accurstiorem notitiam functionum illarum,
quae in physice mathematica tanti momenti sunt, nonnihil afferre vi-
deatur, breviter exponamus.

Sit igitur primum

mm De [F(A] HG 9) + ¥.(— 4) ¥.(89)},
aequatio XXVIII. 8) in bane transit:

@ edu 1 de pdm 1 atepa 5 (a) + sino do ("iO a9) + aaorayel
~res Sen()at ee 2.
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‘Ad ejus integrationem ponimas

w= U+ZA X09) + BU) Y189)),
ubi U esdem forma sit, qua «, utitur. Quae series si in p. substitui-

tur, habetur:

arex, {o [arg "Ft? 4,]-4,- ¥.(2)]

+ arr, {o[ay+ 84? BJ-B-¥.(-2))-9
unde

: Ant Yn(Z B.+¥.(-7Ant Ft ape re), b+BH nl 2)
sequitur. Quarum sequationum loco generaliorem consideramus hane:

CHe¥a (6) 48% (—2)

‘Ad integrationem ponimus

= Blav(s)+an(- a]
Ex aequatione sutem differentiali ipsius V, (vide § 10. XV.) advo-

ata formula XX. 1) sequitur

ae et ee akA)

1) Methodus, quam ad conelantiom variationem evitandam bio sahibuimus,
‘quae 00 nititar, quod si in Isevam sequationis q. partem uns alterave fanctionum
V, eubstituitur, duse line reprodacantor, ssepe, +i aple modifeatur, uaurpesi

potest, semperque methodo generali pracferenda ext. Atque ut alio eam exemplo
‘Mlustremus gravi ac praestanti, afferre juvat, Cl" Neumann functionum Q,(z)
Clr Heine in attractionia ot caloria theoriam introdectaram determinations €0

revocane, ut fanctio algebratcs integra (»— 1)" ordinis inveniatar, quae sequation!

« L(@—ngs)anntns ate
satisfacil, Si enim 8, oat haee functio, ecundam Neumann et:

’ @@= BH (rwirti+ss}-
Jama i coneidernaans, functions P,, oi in lnera sequationisa. parte loeo 3subelitnitar, roproducl, facile apparet, ingrediendam eee bane viam. Pro S
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Unde si loco C seriem in sequationem q. substituimus, sequitur:

Do), Fags (F) +B Meee(— F)] e Pa(G) +8 %a(-5)s

© qua deducitur 6686 oq t=844) Bani y uea, ot B, ar-bitraria, coteras constantes tamen evanescere. Est igitur

«Vina(5) +8%m-1(— 4) . +BO ett Ma(G)+ Baa 5)
Hac formula patet casus exclusos esse, ubim—0vel m=n +1.Quorum ulterior et ipso satis concinne functionum V, ope tractari

potest: quod tamen calculos sibi poscit, quos brevitatis causa praeter-

mittimus, Eo casu, quo habetar m=0, si loco ¥,(£) et ¥,(—£)
eorum expressiones substituimus, aequatio q. hancce induit formam:

_¢ anol ee* Om tO ante %
quam in sequationes

a ae * —pe® wo
e- (nia = 0 —ano

discerpi posse patet Obtinemus igitur pro m — 0:

1 ae* 4 fe* r rt OnE + 00a (5) + 8.%.(-5)- :
samenda est soriee secundum ipa P, progrediens, ponendague eet loco 972 ajus
evolatio

Fannten O Pat On—OP gts
tone sequitar

.an—1 ans ana eer ce a ee
de qua si ipsius 5,_, valor depromitar, substituiturque in sequationem p., eruitur

Inti) ett gftn—t an—s an—9& QalaEN Ry tgtaf Pat gen Peat egegPeete]
quae aequatio co inservre potest, ut fonctio @,() pro omnibus qui fingi possunt,
ipsine 2 valoribos definintar. — Quee determinatio, i attmactionis theoriam non

rospicia, etiam aliin rationibos ogrogii unas eet.
Do fonctionibus ince confer: Heine: de aoqa. diff, Berol. 1848, idem:

‘Aufg. fdr pars. Diffrenziagl. Diar. Crell. XXVI, idem: Attraction der Ellipsotde
ibid. XLM. — Neumann: Magnetisirung eince Rotationsellipsoe ibid. XXXV.
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Omnes has integrationes ex aequatione identica eruere licet sequenti.
Sit pro omnibus ipsius m valoribus

ne@- I),erit

Quae facile demonstratur, si identitas in §° 10 obvia factore f(z) mul-
tiplicatur. Eodem modo, sicut haec, tractands est, functioque f(z) sin-
gulis casibus adaptands est. Qua in re ad casus modo tractatos eru-

endos formula XX. 1) utendum est.

Jam si in r, ponimus m—n, in t. tamen n=O, ipsoram A, ot
B, obtinemus expressiones has:

Ap=— F * Ay aa(S), Be — Fe" B= Mas(—4),
‘ubi constantes arbitrarise nullitati aequiparstae sunt, quae quum nisi
constantes adhuc indefinitas in ipso U contentas afficere possint.

Aequationis p. itaque est integrale completum

a wnu-2(eF xeeK)

+ Be (Ma (SSM HI
Integratio uequationis s. formulam generaliorem suppeditabit. Sit

enim proposita aequatio

LTT Gat aa] H+ «Fo (5) + 0% (4),
ubi 1? = (z— x)? + (y—y,)* + (e— 4), atque 21,44, ab ipsis z,y,2
independentia. Manifesto ejus integrale completum habebitur, si alicui
ejus integrali particulari integrale additur completum U sequationis
XXVIIL. 1). Quod integrale particulare ita eligimus, ut sit functio mera
ipsus r. Quo pacto v. in hanc transit:

au adu_ teh (GOR (~4)ante arm a ~~

unde integrale illud particulare hoe est:

ums lee* + pe"),
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eritque generaliter

w. w= v— alee * 460°),
Si tamen loco «,f datas fanctiones ipsoram z,,y,,#, ponimus

¥ (21i» %) et H (2,44,4,) (quae in ipso U continentur constantes arbi-frarine et eaedem pro talibus functionibus haberi debent), poniturque
dz, dy, ds, = dm, esse elementum dati voluminis V: si porro integralia

Suam, Tam,
iterum vocantur « et U, poniturque

rit (vide XVII)

1)  integrale soquationis

2 (at 5 ay dtue (Gat Gt + Gel osaut hujus

(98 + 9 + G0] =m + dee,1, 9-999),
prout punctum 2, y,# extra ut intra volumen V versatur;

2) simal cat

yr u-u-4 lp et+e ham,
integrale completum sequationis

Suppositione igitur speciali de functione u, ex expressione ipsius w

trea integrationes abierunt, vel potius nullae tres integrationes ad illas
accesserunt, quae in ipso t perficiendae sunt, quod tamen © compars-

tione sequationum XXVII. et XXVIII. 2) exspectandum erst.

De locis geometricis, quae in mota permanenti electricitatis

respicienda sunt.

4.

E formularum §' 11. qq. complicatione satis intelligitar, priuequam
de fanctionibus wu,’ et o,  quibus problema pendet, certa conjectura

facta sit, determinationes sccuratiores proponi non posse. Nihilominus

tamen hseo in universum observare juvat.
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Potentiale quum in toto spatio continuum sit, in unoquoque igi-
tur puncto unum tantum valorem recipiat, omne punctum necessario

in una vel altera superficierum 9 = c, nunquam autem in duabus earam

situm est. Quodsi igitur constantem ¢ continue muteri statuimus, eve-
nire oportet, ut corpus attrahens aliqua harum superficierum in puncto
aliquo tangatur. Talia autem puncta a ceteris omnibus superficiei punc-
tis eo differant, quod in iis attractio in superficie perpendicularis eet.
Jam si P—0 ent aequatio superfciei, punctorum illoram conditio ana-
Iytica sequationibus

ae dede_aPdPaP& dz'dy'ds7dz‘ dy'de
* P-0

expressa est. Curva £. est locus geometricus eorum punctorum, in qui-
bus superficies eystematam v—c, P=’ inter se osculantur. Eodem

modo locus omnium punctorum, in quibus systematum w—c, Pc!

superficies se tangunt, eo excellit, quod superficiem iis panctis, in qui-

bbus flumen electricum ad superficiem perpendiculare in spatium exter-
num effunditur, secat. Aequationes ejus sunt:

4 dw dw,do _aP dP dP. de dy de ~ de dy * des
atque ad ora etiam ejus invenienda, addenda¥est aequatio 7.

Ex harum curvarom definitione perspicuum est, cas, simulatque
una vel alter superficieram P—c’ cuspidem pracbet eut in unum

punctum recidit, se mutuo secare. In sphaera igitur utraque per ejus
centrum permeat.

‘Tam vero ea curva, quae superficieram w=, » = c’ oscalatione

gignitur, consideranda est. Cui triplicom esse originem, superfcieram
systemate uc” assumpto, statim intelligetur. Attractionis directio in
ea cum flumine electrico congruit; aequationes ejus sunt

dw dw de _de.do.do_ du. du. dw.“ de! dy de dx‘ dy‘ ds ~ da’ dy’ de}
quarum, prout una vel altera origo consideratur, pars una omitti potest.

‘Tribus his curvis respondent superficies hae:

. dvdP , dvaP , dvaPfe. dz dz + dy dy + ae de 7
. dwdP , dwaP , dw dPo. dz dz + dy dy + dz de ~

. ae dw, dodw , dedea dz dz + dy dy + dz ds 7°
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Prima cerum, {", superficie 7. secat in curva, in qua attractio
in planum superficiem tangens incidit: altera, 0", cum 7. conjuncta om-
nium punctorum hujus superficiei definit locum, in quibus flumen elec-
tricum in planum tangens incidit, ‘Tertia denique locus est omnium
punetorum, in quibus flumen eleetricum in attractions perpendiculare est.

Jam vero haeo loca geometriea ad motuum rationes in faciliori
conspectu ponendas aptissima sunt; in omnibusque doctrinis coguatis
corum invenjuntur similitudines; praeterea arctissime cobscrent cum
Maximi et Minimi determinationibus, quibus parumper immorabimur.

Curvas f. et superficie! ¢’. nulla alia, ut facile patet, pancta com-
mania sint, nisi quae aequationibus

a dey de aP_ 9 4P_ 9Fe Gg 79 TO GAHO Gy HO Gem
definita sunt. Posteriora haec, quorum jam supra mentio facta est, si
negligimus, videmus, curvam { et superficie ¢'. communia habere
omnis puncta, in quibus potentiale Maximum, Minimum vel Maximo-
Minimum eat.

Jam sint 2, y,# talis puncti coordinatae, v5 in eo valor potentials;coordinatarum origine ad illud translata ita ut f, m,€ lant coordinatae

novae, pro omnibus punctis vieinis accipimus

20a)Fh BH 2 SS atte,
in qua altioris ordinis termini neglecti sunt.

Punctam autem 2, y,# si in epatio externo situm est, coéfficien-
tium ipsoram #,7%,{" summa evaneecit; est igitar une trium harum
quantitatum proedita signo a duabus reliquis diverso. Jam si v varia-
mus, illa sequatione significatur copia similium similiterque sitarum
superficierum sccundi ordinis; atque valori v =v respondet conus, qui
eat finis inter duo systemata, quorum alterum hyperbolica, alterum

clliptica hyperboloidea continet, Qui quum simul sit omnium harum super-
ficierum asymptota, singulae superficies utrarumque copiarum paulum
‘a vertice ejus distantes, ei celerrime appropinquantur.

Sin autem punctum 2, y,# in interioribus corporis attrahentis sitamest, id accidere potest, ut superfcies illae in ellipsoides transeant.
Eodem modo superfcies 0’. secatur curva 0. in omnibus puncts,

in quibus pressio clectrica valorem maximo-minimum sceipit.
Denique omnia puncta, quibus loca «. et «’. communibus utuntar,

faut hujus generis sunt aut illias, quod supra consideravimus.
uum in corpore interiore semper sit

dhe, tw | deaot Geta



60 1. Do motu permanenti eletrcitativ in corporibus homogensis.

in secundo punctorum genere byperboloidica tantum systemata consi-
deranda sunt; in quorum centro flumen electricum, pro horam pune-
torum natura, nullum est. Sed utriusque eystematis superficieram tam

magna ad asymptotaram conam appropinquatione non procal a centro
lumina fortissima existere oportet, quia hoc loco pressiones olectricae

diversse intensionis proxime sibi sunt oppositae, simulque flumen elec-

tricum virium illnrum differentine directe, distantise inverse proportio-
nale est.

Quao observationes si conjanctae cum determinstionibus nonnullis
de motu electricitatis in corporibus male conducentibus, quae mox se-
quentur, ad athmosphaeram terrestrem applicantur, — de consideratione
hie sermonem esse levi tantum spproximatione valitura vix monendum
videtur, — memorabilia quaedam sequuntur, quae tamen hoe loco sup-
primere debemus, quum ad campum quendam a proposito nostro nimis

remotum pertinentia, ox adjumentis alienis vigorem disiderent.

De motu permanent electriottatis in corporibus male

‘conducentibus.

16.

Jam ad extremum consideramus eum casum, quo corpus A ita

comparatum est, ut fractio AS, quam =a? posuimus, valorem valde
exignum obtinest. Talia corpora si existunt, manifesto praccipue cor-
poribus male conducentibus adnumeranda erunt. Neque tamen statim

contendere licet, quod postes demum probabitur, ipsum a? in omnibus

corporibus male conducentibus perparrum e380.

Ex scquatione in interioribus ipsins A locum babente

aide tw dwwaa’ (Tat apt zal
suppositione illa sequitur, quoties expressio

Mu du ae

det apt an7&
non valore gaudet valde considerabili, densitatem u et ipsam minimam

fore, et vice versa, quotios in interioribus ipsius A densites w aliquo

loco valorem accipit, qui mensura definiri potest, expressionem Kin
eodem loco valorem admodam magnum necessario induere.

Cirea punctum 2, y, ¢ superficiem clausam ponimus infinite parvam,
quae volumen dm continet: secundum § 4. 1)

kKdm
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erit quantita, qua flumen conductivam per dm transeuns, ubi in vo-

Tumen hoe intrat, valorem superat, quem obtinet, ubi e volumine

eodem progreditur. Quoties igitur K in loco quodam permagnum est,
flumen conductivum, ideoque etiam flumen electricum completum mu-
tationes rapidas patitur.

Unde videmus, in interioribus corporum ejus naturae, qualia supra
descripsimus, densitatem electricam generaliter valde exiguam esse;
quoties tamen illa in sliquo loco mensura definiri potest, intensitatem

fluminis electrici in eodem loco rapidas subire mutationes. In interiori-

bus talium corporum igitur evenire potest, ut in certo loco flumen

electricum valorem considerabilem habeat, dum flumina circumfusa ad-

modum parva sunt.
Constans @ hujus phaenomeni conditionem praebet. Quoties enim,

ut rem ad omnia corpora extendamus, in interioribus corporis cujusdam
densitas electrica alicubi tanta est, ut quantitates ordinis a* cum illa
comparatae pro levibus et parvulis haberi possint, semper violentae
‘illae electricitatis vicissitudines exspectandse erunt.

Longe diversa in superficie ipsius A eveniunt. In aequatione U.
§'6, si ponimus u’+ 4 =, hanc ill formam induit:

RE AGE + aH) 0,
ubi V est potentiale omnium copiarum electricarum obvenientium. Ex

hac aequatione patet, ipsum u in propinquitate superficiei generaliter
valores finitos obtinere, talibusque directionibus, quae superficie’ paral-
lelae sunt, non nimias mutationes passurum esse.

Jam legem determinabimus, qua densitas electrica a superficie inde
decrescit, suppositione nitentes, ipsum w in interioribus ipsius A non
valores nisi exiguos induere. Qua in re omnes quantitates negligemus,
una cum ipso a evanescentes.

Quod ut impetremus, initio coordinataram in punctum superficie’
ipsius A translato, perpendiculum in illo puncto introrsum spectans pro

‘xi positivorum x sumemus, axibus ipsoram y et # in plano super-

ficiem tangenti sitis. Eas denique tantum corporis partes considerabi-

mus, quae in axi ipsorum = jacent.

Quibus positis babemus sequationes:

olin+Gt aa -«et proz—0
ag + TT + au —w) = 0.
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Quarum prior, posito z= a§, in hane transit
ae eu, ew

aetelipt ial
vel si supponimus, quod ex observatione supra facta sequitur, quanti-

aw du sat

tatem$5 +24 non nimio valore gundere
a

apo
ex qua

wm Ae t+ Be,
vel

nm Ae * + Be#

sequitur. Quum sutem densitas u e suppositione nostra in interioribus

ipsius A non valores nisi exiguos indust, ponendum est B= 0, obtine-
musque legem quacsitam, formula expressam hac

x u= Ae,

ubi A de uno perpendiculo ad alterum variatur.

Jam ut ad ipsum A determinandum sequatione uti possimus pro
0 locum habento, observamus, e formula IV. §' 8. exdem, in qua
hoc loco acquiescimus approximatione haberi

1

~ ad3, aft r 1Ana’ noma {agi + J Alas,
vel

a2h
th rayatut hon tha fay+) Ads.

Quum igitur quantites ku + 2", ideoque etiam jus quotions dif-
ferentialis ipsi a proportionalis sit, hune in aequatione nostra negli-
gamus necesse est. Quae itaque, si v, designamus potentiale omnium
copiarum electricitatis externarum, loco u ejus valore A substituto, in
bane transit:

2a 4 g(u,—A)=0,
unde

: 2h de,
Ant Ge dr
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denique

w(tea)
sequitur.

Itaquo electricites in corporibus, qualia consideravimus, nonnisi in

profanditates valde exiguas procedit, densitate ejus in progressione
geometrica decrescente.

Hae deductiones, quae cum ratione, qua electricitas in corporibus

male conducentibus versatur, optime consentire videntur, nostrae theorise

proprise sunt, neque ullo modo ¢ theoris hactenus accepta erui pos-
sunt, Re vera hace theoria ¢ nostra sequitur, si ubique (nisi forte in
calculis spproximatis modo propositis) ipsum a in infinitum crescere
statuitur: dum calculi modo peracti e contrario ipsum a infinite par-
‘yum esse supponunt.

Quae phaenomena autem quum in omnibus corporibus male con-
ducentibus appareant, sequitur, ut in omnibus his corporibus a sit

quantites admodum parva Si enim in corpore male conducenti, in
quo igitar k perparvum est, ipsum a valorem acciperet finitum vel
deo infinitum, secundum caleulos nostros lectricitas non in super-

ficio ojus moraretur, sed densitate sonsibili per tota ejus interiora
penetraret.

Formulam x. sub certis conditionibus ad substantine qualescunque
extendere licet. Ipsum enim a-quoniam pro datis substantiis per
cortas lineas repraesentatur, quas hactenus tacite ad mensuram omnibus
corporibus communem rettulimas, manifesto illud valorem numericum

eo minorem impetrabit, quo major erit unitas longitudinis, quae singalis
casibus in caleulos introducitur: et vice versa, Itaque si in disqui-
sitione corporis, cujus dimensiones respectu lineae a valde considera-
biles sunt, unitas longitudinis satis magna et calculis accommodata ad-
hibetur, linea @ numero valde exiguo exprimetur.

Inde sequitur, ut form. x. ad omnia corpora qualiscunque valeat,

quoram dimensiones respectu linese a satis magnse sunt.

Neo minus vice versa patet, legem illam ctiam in corporibus quam .
pessime conducentibus tandem necessario irritam fieri, si dimensiones

corum magis magisque diminuuntur.

Cogitare licet, constantes k et * a se invicem pendere, ita ut
altera mutata et altera mutetar. Sed hoc jam evictum ost, ipso & in

indefinitum decrescente, quantitatem ES multo saltem lentius decrescere
quam k, ita ut ratio *€ denique cum k evanescat, Eodem modo ¢
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consensu calculorum §' 7. cum observationibus in bonis conductoribus

institutis percipitur, crescente conductibilitate etiam qnantitatem a?

suger, ite ut etiam in ane partem quantitas  multo lentius varietur,

quam conductibilites

Quamquam igitur secundum nostram theoriam modus, quo elec-
tricitas in corpore quodam distribuitur, vere e valore pendet, quom
constans a in hoc corpore induit, tamen corporum in ordinem digeren-
doram rationem semper © conductibilitate eorum petere licet, quae

quam in determinations ipsius a omnino praevaleat,

Die beiden lotsten Seiten dee Originals entbalten:

VITA.

Natur sum ego Elwin Bruno Christoffel in oppido Rhenano Montjoir

‘anno 1829 die 10.Novembris patre Francisco Carolo, quem morte mihi ereptum
Tugeo, matre Maria Helena ¢. g. Engels, quam vivam sdbuc veneror.

‘Fidem contteor catholicam

Primis Literarum elomentis domi imbutes Coloniam Agrippinam me contali
‘gymnasisque, quae ibi forent, primum Catholicum deinde Friderioi Guilelmi

‘quinque per annos frequentavi
Matoritatie tostimonio munitue Berolinom petit, ubi ub Il. Busch rectore

‘magnifico in civiam acadenicorum numerum receptur ot ab ll. Boeckh decano

spectabili in album faealtatis philosophicae relatis sum. Per quadriennium lee-
tionee sudivi virorum MWstrissimorom, Clarissimorum, Bxperintinsimoram

Borchardt, Lejeune-Dirieblet, Dove, Eisenstein, Encke,
Joachimsthal, Lichtenstein, Magnus, Mitscherlich, Ohm,

Steiner, Trendelenburg, Wiedemann,
Guibas omnibor viria de me maxime merits summas quam possum gratinn

| go semperque habebo.

THESES.

1. Mathosis ad omnia valet, quae menguram et ordinom habent
2, Non dari aaltum in natara eat propostio mere theoretice,
3. In caleulo infnitesimali methodus differentialium est omnium praestantisaiia
4, Velocitatem, qua ealor propagatur, fnitam eave dice



I.

Uber die Gaufsische Quadratur und cine Verallgemeinerung
derselben.

(Gooroal fOr aie reine und angowandte Mathematik, Bd. 6, 1868, 8, ¢1—#2)

Das Folgende enthilt eine neue Darstellung des bekannten, von
Gaufs (Comm. Gott. rec. 1814—15) erfundenen Verfahrens zur an-
gentherten Berechnung bestimmter Integrale, Im Anschlufs hieran
wird dasselbe in der Weise verallgemeinert, dafs zu einer Anzahl be-
liebig gegebener Zwischenwerthe die abrigen nach den von Gaufs auf-
gestellten Prinzipien ausgewiihlt werden. Diese neue Methode kann in
verschiedenen Beziehungen von Nutzen sein, wie weiter unten nach-
gewiesen werden soll.

1.

Da die spiteren Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit
den Formeln fir die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen,
so kann eine kurze Herleitung der letztern nicht faglich umgangen
werden. Sei

(a) f(@) = A(@@— a) (2-4) ++. (@—4,),
so fallt die Fonktion

Fe) Fea) op Fao@) 90-10 pare at reine tt reera)
mit der Funktion F(z) fir die Werthe z= a,, a, ...a, susammen,
tnd on int 9(a,) = F(a), (4) = F(a), --- 9(0,) — F(@.). Aus (2)
folgt

@) Sows

jl 4 ,_F@) freee, Fo) (reve, , Fly PraaeFf 2+B s2S+ + Peas ee,
WR Ohrloterte,Onamaate Athndlnge 1 5
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‘und dieser Ausdruck jist bis suf einen bestimmten Fehler gleich dem
:

Integrate _fF(z)ax.

‘Um die in (8.) angedeutaten Integrationen auszafthren, ist im All-
gemeinen folgender Weg einzuschlagen. Ist u eine beliebige, aulser-
halb der Grinzen —1 und 1 liegende Gréfse, so hat man identisch

fi 1 1 1
LEE [28+ [Seas reotg + [Seen
Da f(z) eine rationale ganze Funktion von z vom n' Grade ist, 90 ist

f@=L) sbenfalls eine solche Funktion vom (n— 1) Grade von x
wie von u. Setzt man demnach

) [SaPe-no,
0 ist f;,(u) eine ganze Funktion (n—1)** Grades, und

(6) J fete — FW) le} + fw).
Diese Formel bleibt offenbar selbst dann bestehen, wenn u zwischen

die Grinzen —1 und +1 fallt, sobald nur die unter dem Integral

linker Hand stehende Funktion /) innerhalb jener Grinzen aberall
endlich bleibt. Die Formel (6.) gilt daher, wonn wu einer der Gréfaen

4,, a, ... a, gleich gesetzt wird, unter allen Umstinden, mégen diese
Gréfeen aufserhalb oder innerhalb der erwihnten Grinzen liegen. Da-
durch geht die Gleichung (3.) in folgende ber:

an — 4%) pq) 4 A) 1 han)(6) foo = Fa) EU) + ay Fe) + + FG FO),
und man hat annihernd

(a) SF@e ~ free.4 a:

Durch Zerlegung in Partislbriche folgt: :

AM) Lf) 3 ,h@) we AG) 1

fw) ~ Fa) eat fe) watt FQ) wma
80 dats fie dor mittelet der Zwischenwerthe i, a, ... a, berechnete



UL Ober die Gaufaische Quadratur and eine Verallgemeinerung derselben. 67

angeniiherte Werth des Integrals i2%, ists und wenn man dies in (6.)

anwendet : 7
He)ae

mp Mgt 4 AO). 2g A) tg gle ty,10) (eSt+ Re) waa they wegttPe eal
Sotzt man von jetat an

@) Jf 2-H,
80 ist wegen (5.)

”

(10, fw)es* i=) + hw,
und wegen (8.)

1

or phi), 1 fil) op Ald A) hw),ay pete (Rad wa, t Fed att PES wa) whe
Ez ist somit ©) der Unterschied zwischen dem wahren und dem an-

A

genitherten Werthe vonJgt, lettt. Entwickelt man dsher in
(11) die Linke Seite nach absteigenden Potenzen von u, und setat den

Uberschufs des wahren Werthes von f2"é2 ther den angeniherten
Werth desselben, nimlich

~

fala) gm g Aa) gm. 4 Film) gm)(zy fre (pahart Paar + Bey ar] hes
80 erbiilt man:

a re Onag) wt ye tat fi)
Sotet man andererseits

a4) fiWa)er— A,

und allgemein

18.) Jfe)eer= As,
s
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forner
aoa a a"

fo) Taw tae tara toy
80 ist

(as) Aw-t+aeaee-
und

mithin hy =k, = ky =~ = ,_,= 0. Die Formel (7.) liefert also alle-
*

‘mal den genauen Werth von f F(z)é2, 20 oft F(z) eine ganze Funktion
-t

ist, welche den (n—1)"* Grad nicht dbersteigt. Man hat ferner

B= AAy Wy A A't AA", byyy Ap’ A,A"t ALA, ee
Kann man nun f(u) so bestimmen, dafs in der Entwicklung von /,(\)

die m ersten Glieder, also in der Entwicklung von /(u)lg“+* die
Glieder, welche +, 3,,--- i enthalten, von selbst wegfallen, #0 be-

ginnt die Reihe fir) mit dem Term .Set%,, und die Formel (7.)
ist fur alle ganzen Funktionen vom (m + — 1)" oder einem niedri-

gem Grade vollkommen strenge. Gleichzeitig ist

Kage Antsy KaperAmys+ Amid’ ete.
Es wird sich bald zeigen, dafs der hichste Grad von Genauigkeit,

welcher mit der vorausgesetzten Form von f(z) erreicht werden kann,
dem Falle entspricht, wo m—n ist. Es ist dies der nimliche Fall,
den Gaufs in der oben angefthrien Abhandlung, und Jacobi in
gegenwirtigem Journal behandelt haben.

2

Das Folgende beruht auf diesem Lemma:

Unterwirft, man cine ganze Funktion /(u) vom n'* Grade
der Bedingung, dafs aus der absteigenden Entwicklung von

flu) igtt+ die Terme, welche +, 4,,-.. 2, enthalten, von
selbst wegfallen, so giebt es stets eine Funktion, welche diesen
Bedingungen geniigt, und dieselbe ist bis auf einen constanten
Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem, dafs das Glied mit

avi Yerschwinde, so wird die Funktion /(u) identisch gleich
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Null, indem jener constanto Faktor den bestimmten Werth
Null erhalt.

Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14),

denen zufolge allgemein der Coefficient von + in der absteigenden Ent-

wicklung von F(u)ig"*t gleich fF(2)2x ist, vorausgesetat, dale
K(u) eine rationale ganze Funktion ist, Sei zuniichst f(w) so be-
stimmt, daB in (10.) f,(u) die Form

hat, und sei ferner /(u)= P+ Qi, wo P und Q reelle ganze Funk-tionen von w sind; 0 multiplicire man die Gleichung (10.) mit P— Qi.Dann ist (P— Qi)f,(u) wieder eine ganze Funktion von u, wihrend

die Entwicklung von (P — Qi)f,(u) mit dem Term 2, beginnt. Also
ist der Faktor von + gleich Null. Da derselbe aber gleich

ff (P-Qiou= [P+ Qow

ist, und die Elemento dieses Integrals alle positiv sind, eo mufs, wenn
das ganze Integral gleich Null cin soll, jedes cinzelne Element ver-
achwinden, also, wie behauptet, /(u) identisch gleich Null sein.

Da somit die, in Bezug auf die unbekannten Coefficionten der
Funktion f(u) linearen Gleichungen

A=0, 40, 40, Ayr0
von einander unabhingig sind, indem sich aus ihnen flr jede der
(n +1) unbekannten Gréfaen ein einziger Werth ergiebt, 20 folgt, dals
man unter den (n+ 1) Coeflicienten von f(u) wenigatens auf eine Art
ein System von n derselben so auswihlen kann, da(s die n Gleichungen

(A) 4-0, 4-0, 2. A=0

in Berug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhingig
sind. Denn wire dies nicht der Fall, so m(fsto man, wie leicht zu

sehen ist, ans den Gleichangen

Amy Ape ey Amey An haa
simmtliche Unbekannten eliminiren kénnen, was nach dem eben be-
wiosenen nicht mglich ist.
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Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sic das
Verbiltnifs von n Coefficienten um (n + 1)" auf eine cinzige Weise,

wodurch obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist.
Differentiirt man nun die Gleichung (10.), und multiplicirt mit

uw— 1, 80 folgt:
8) Wtyight} aps ty 2h 4 W136,
und eine nochmslige Differentiation gisbt:

Bul H) WEE = 430+ (05) + (HDR)
Diese beiden Gleichungen haben wieder die Form von (10.). Nimmt

‘man aber jetzt an, dats f,(u) die Potenzen 1, J, .-- 2 nicht ent-
hilt, dale also

ist, 20 folgt (wv) ae oy
#0 dafs dio Funktion 2 (ut—1)24) —n(n+1)f, nach negativen
Potenzen von u entwickelt, die Potenzen i, a, : ® A, nicht
enthilt. Multiplicirt man daher die Gleichung (10.) mit (w+ 1) und
mbtrahirt sie von der vorstehenden, 0 folgt

Lee(O°30) —m+ yr) eSAEFpa (@-D FE)—meotDh + [34 (—DF)—meotDA} s
und da der Faktor von Ig"++ den (w+ 1) Grad nicht erreicht, 80
folgt vermége des obigen Lemmas, dale er identisch gleich Null sein
muB, Da fener auf der rechten Seite die drei ersten Glieder nur po-
sitive Potenzen von u enthalten, wihrend das Folgende sich nur aus
negativen Potenzen von « susammensetst, und da diese beiden Theile

fir sich verschwinden mtssen, so haben wir

(19) 2,(w—134) — a4 yf =0,
(20) A (w- 1%) — m+ 04-0,
(21) A (w= 1) 38) —n ep +42 =o.
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‘Nach den bekannten Untersuchungen iber die Gleichung (19.) folgt hieraus

@) Ww =- Pw area.
bbe tnat 1-8-6---99-48-*

res Siw 4: 188g byund wegen (9.)

3) f= 00 =fBEE,
welche Bezeichnung von der gewéhnlichen nur wenig abweicht. So-
dann folgt, dafs die Gleichung

(24) 2 (w-0¥) = nme nu —42
zu ihrem completen Integrale einen Ausdruck von der Form

(25) U = AP,(u) + BQ,(u) + B,(u)

hat, wo R,(w) eine rationale ganze Funktion vom (n—1)** Grade, und
nichts Anderes, als die bisher durch /,(u) bezeichnete Funktion ist. Die
Funktionen P, Q, R stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation

(26) PWigi ty = Qu) + Bu),oder auch

@t) Q,(u) = Pw) lgS+4 — BW),
so dafs nur noch die Funktion R,(w) zu bestimmen dbrig bleibt. Zu-
vor will ich aber noch die Formeln

(28) (w= 1) Py) SEED R00 — Px),
Qn+1uP,W) = (+ DPW) +P),

28) JOn+14)= H+DQ)+9 Qa),(n+ DuRW) = (n+ DR ys) + Rw)

einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst
obigen Lemma’s beweisen lassen. Sctzt man z. B. in (18) P,(w) fir

f(u) ein, so beginnt die Entwicklung von (wu?— 13 mit dem Term
—@+ 24s. Bedenkt man nun, dafe man setzen kann

(et = 1) PL (W) = ays(W) + OPyaw) + 0P, al) +o,
so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coeffi-
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cienten, mit Ausnahme von a und 6, verschwindén. Die Bestimmung
der Constanten a und b hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung
der Gleichungen (29.) hat man nor (26.) mit u 2u multipliciren, und
gant iholiche Betrachtungen anzustellen. Diese Gleichungen stimmen
‘brigens im Weeentlichen mit denen dberein, deren sich Gaufs in den
artt, 17. und 18. seiner Abhandlung bedient.

Differentiirt man die Gleichung (28.) so folgt wegen (19.)

Pia) — Paw) = @n + 1) Pw),
also auch

Pi_a(w) — Pi_s(¥) = @n — 3)P,_a(),

u. 8 £, wornus durch Addition

(80.) Plys(4)—(2n+1)P,(w)+ (2n—3) P,_s(u) + (2n—T)P,_ (wt
folgt. Vermige dieser Formel geht die Gleichung (24.) in folgende

aber:

@L) A (w— 2) -a@tnu
+4(@n—1)P,_, + @n—5)P,_, + Qn—9P,_ gto} $0.

Um nun zur Bestimmung von R,(u) dberzugshen, bemerke man, dafs
die Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von u und nach-
folgende Multiplication mit (— 1)*~! folgende Gestalt annimmt:

Pw) ig stt = (—11Q(— 0) + (— RW),
woraus durch Vergleichung mit (26) R,(—u) —(—1)*-*R,(u) folgt.
Da somit R,(u) nur die Potenzen u*~', w*-*, w°~* ete, enthalten kann,
20 hat es die Form

Ryu) — 4 Py_a(W) + Oy Pys(tl) + OyPas) + °°
Setzt man dies in (31) flr U ein, so folgt:

Oma [(n—1)mn—n(n+ 1)]P,_, + alm—3)(n—2) —n(n + DIP,
+4(Qn—1)P,, +4@n-5)P,,

+4, [(n—5)(n—4)—n(n+ I))P, gto+4(Qn—9) Pg toyund hieraus On) Pas
tn—t 2n—5 an—9

nett, gates, gm2 it3, ua.
Damit sind die verlangten Funktionen f, f,, f, vollstindig be-

stimmt; es ist nimlich:
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awayMw) = PW) = grees

fiw) = Ry(w) = 2( 295" Pau) + ge Poa)
an—o

(2) + eee Pest},

fw) = Q,) = P,(u)ig ttt — Rw) =JBide
"SS

_aepisepesepn 1

Den allgemeinen Ausdruck der Funktion P,(w) hat Gaufs in seiner
Abbandlung gegeben, doch rihrt die elegante, obenstehende Form der-
selben von Jacobi her. Auch findet man bei Gaufs den Ausdruck

von Q,(u) sowohl in Form einer hypergeometrischen Reihe, wie in
seiner Reduction auf einen algebraischen und einen transcendenten Theil.

Obgleich auf diese Weise die Coefficienten in der Gleichung (6.)
explicite dargestellt sind, 80 giebt es doch mit Ricksicht darauf, dale

in den GroBen {4% dort fiir w nur eolche Werthe zu substituiren sind,
welche /(w) verscbwinden machen, noch einfachere Darstellungsweisen
fr dieselben. Aus den Gleichungen

Fle Pi) = n(n + Pw),

Aw DRyw) = n(n +) Rw) — APL)
folgt durch Elimination yon n(m-+1):

PZ,(wR) — RZ (wt YP.) + 4P,P, = 0,
und hieraus durch teilweise Integration

(RR— BP.) +221= 0.
Far «=1 ergiebt sich hieraus a = 2, also ist identisch
(3) “FPWRWR)Py (w)) + PAW)—1,
mithin flr alle Werthe von u, fiir welche P,(u) —0 ist:

@4) 1S" PRM) =1-

Daraus folgt fir die niimlichen Werthe von u:
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A) _ Raw) 1 2(88) Fy * Pie) ~~B=aaycrray

Die erste dieser Darstellungen ist von Gauls gegeben; die zweite da-

gegen hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten Ae
blofs von der Funktion P,'(u) abhingig macht, deren numerischer
Werth bei der Auflésung der Gleichang P,(u) — 0 gleichzeitig mit der
Warzel « bestimmt wird.

Sind a, , ... a, die Warzeln der Gleichung P,(u)—0, 80 ist

(86) Pw) = EEE EN — a) (u— ay) (uw 04),
folglich nach der zweiten Darstellungsweise :

Letteom yt

(2) fla) mac ib te) _
. F@) ~ A=a)EFale —4) =a) “(Ga)”

so dais simmtliche Coefiicienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren
zerlogt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter
der Voraussetzung, dafs P.(u)= 0 sei, aus (28.) und (29.) leicht er-geben:
(88) (1 —w Pu) = nP,_y(w) = — + DPW),

hw) 20-4) tua(39) FW)" Py)” WED, ,05""
Diose Auedricke treten durch Aufléeung in lineare Faktoren in cine
interessante Beziehung 2um Produkte

Balas) Balen)... Balan),
Pye) Pa)" Paton)

Dies vorangeschickt haben wir das Resultat, dafs, wenn F(2) eine
rationale ganze Funktion von z ist, welche den (2n— 1)" Grad nicht
berschreitet, man die streng richtige Gleichung hat

*

(ayaa — BH F(a.) 4 Be Rye)(40.) J Flayix = pies F(a) + pig) F(a) + + pig) F@)-
Lafst sich ferner F(z) in eine nach positiven ganzen Potenzen von
x fortschreitende Keihe entwickeln, welche flr alle zwischen — 1 und 1
liegenden Werthe von z so stark convergirt, dafe man die Reihe, ohne
ihren Werth merklich zu iindern, auf ihre 2n ersten Glieder reduciren

Kaun, so gilt die Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Das-
selbe gilt, wenn man vermige der besondern Beschaffenheit von F(z)
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alle auf das 2n* folgenden Glieder in den sogenannten Rest der Reihe
vereinigen mufs, wofern nur dieser Rest gegen 7(z) vernachlissigt
werden dart.

Un hiervon eine Anwendung 2u geben, werde ich die Interpola-
tionsformel (2.) ftir den Fall, wo die Grifsen a,, a, ... a, die Wurzeln
dor Gleichung P,(w)—0 sind, in eine andere Form bringen. Ich er-
innere zu dem Zwecke an die bekannten Formeln

PRR eee, [ROPE sei
von denen sich die erstereaus der Botrachtungdes Produktos P, (1) Qu9(\)unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt.—Int nun ptv-<2nund auch 2v-<2n, so muB man mittelst der Formel (40.) den genauen
Werth dieser Integrale erhalten, und es ist somit

(41) >?.()P,(@)Be =0

(a2) DPOP = sey
wo die Summen sich suf die Werthe a—a,, a, ...a, besiehen. Will
man jetzt dio Funktion F(2) durch eine Funktion f(z) vom (n— 1)"
Grade ersetzen, welche mit ihr fr die Werthe z= a, a, ... a, Sber-
instimmen soll, #o kann man setzen

£(@) = BPo(z) + By Py(2) + BrPy(z) + ++ + By Pail),
und hat zur Bestimmung der Coefficienten B, B,,... A,» die Glei-
chungen

F(a) = BP(a) + By Py) + By Pal) +++ + By Peal)

F(a) = BPa(a) + By Py (dy) + By Pa(y) + +> + Bus Pas (a)
F(G,)= BPo(4,) + By Pa(@q) + Bs Pa(4,) ++ + Bynt Paa(@)

Maltipliciert man diese der Reihe nach mit

By@) (a) Bela) p(a,) Balt)Pra) Bay Pola) pays Pal) pia

und addirt, so fallen wegen (41.) alle weg, deren Index von » vor-

schieden ist: da hingegen nach (42.) der Coefficient von , gleich 5";
ist, 20 folgt

241 pea) pg) BO8 FD Fa) Pla)

a
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wo die Summe wie oben zu interpretiren ist. Die so bestimmte Funk-
tion f(z) ist mit der durch die Gleichung (22) definirten @(z) identisch,
da beides rationale ganze Funktionen (n — J)"* Grades sind, welche
far m Werthe von 2 mit einander Abereinstimmen. Es ist also

(43.) 92) = 2 "FI PR@DrOr@ Re
Ist F(a) eine ganze Funktion (n— 1)" Grades, so fillt diese Formel mit

der bekannten Entwicklung zusammen. Setzt man z. B F(a) OP) :
80 ist g(2)— F(z), ferner F(a) —ze, mithin

tetd P,(@) Rela)Aa EE PO) Te Be
att ‘R,(a) PAY) Py) — P,(@) Ry(a)AP POD re ee PDD TO BO)

Iu diesem Ausdrucke ist die erste Summe gleich R,(y); die andere

kann, da. PTB eine ganze Funktion von z ist, welche den 20" Grad
nicht erreicht, nach (40.) durch das Integralif’PO PO ez — Ry)
orvetat worden. Folglich ist

*

6, = *F4(PWRW — RORY)
und

P,(2)—
S

IvIPE DE PRY—ROR) PG).
Setzt man hier ¢z und ty statt z und y, so Gberzeugt man sich

leicht, daB f, héchstens vom (n—v— 1)" Grade sein kann.
Die erveugende Funktion der Ausdrticke

Fy = Pal)By pm()— Pas() By),
nimlich »v = S712", gentigt der Differentialgleichung

+

(120+ 2 222 4 (@—aar= 22",
wie man durch Substitution der Reihe flr v mittelst (29.) leicht veri-
ficirt; und es findet sich

= 2 f__ sozeyi- ete f Vi suze
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Daraus ergiebt sich
SPP

al)May 2D mfperi?
also wenn » <n:

PSP PapasPR-PR 2D eet?
wodurch dio oben nachgewiosene Reduktion bewerkatelligt ist.

Eine interessantare, auch in der Folge nitzliche Anwendung von
(43,) ist folgende. Sotzt man in dieser Formel

® POP,1W— PAWPy a)FG)= FOr% ,
so erhilt man wieder g(z)— F(z), da letatere Funktion in Bezug auf =
ganz und vom (n—1)" Grade ist, Es ist aber

mPa) Pasa)Fo)
=f Pa-s009,folglich

mn Qv+t ‘Py(y) Py(@) Py_1 (0) Ry (a)Bras ae oa) me
‘Aus (38) und (84) folgt weiter

(1a) Py@)=nP,_,@), (1—a) P(@)B,(@) = P,_,(@) Ra) 2,

mithin

ett SRY) Bo) _ ett8 EE De BGT Pw).
Es ist daher identisch

1 Py(2)Py-,(V)— Pale)Pyy(2) _" 5) 29A) OBEOISPERGR,
wie man auch durch Multiplication mit z—y und Anwendung von (29.)
verificiren kann

3.

Sei jetzt, um zu dom in 1. angedeuteten allgemeinen Falle aber-

zugehon, f(u) cine Funktion vom (m-+n)** Grade, welche die Eigen-

schaft hat, dafs sus der Entwicklung von /(u)lg"++ die Terme +,
dey os Ge wepfallen, und sei wie fruher

oy fi)=f=ex;
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seien fener a,, 1, ... 4,4, dio Wurzeln der Gleichung /(u)=0, 20giebt der Auedruck

AO)(2) Q=2 here
im Allgemeinen einen genitherten Wert des Integrals F(z) 22, wihrend

er diosen Werth gonsu darstellt, #0 oft F(2) eine ganze Funktion ist,
welche den (2m-+n—1)" Grad nicht abersteigt

Zur Bestimmung der Funktion /() bietet sich zunichst ein Weg
dar durch die Gleichungen 1. (14.), (15.), denen zufolge die erwihnte
Kigenschaft von f(w) durch die Gleichungen

(8) ff@ee—0, fr@eer—0, ...  ff(@e-tra-0

bedingt wird.
Da diese Gleichungen mach dem in art. 2 Kingangs Bemerkten

von einander unabhiingig sind, so lassen sich aus ihnen m Coefficienten
vou f(w) durch die tbrigen (w +1) ausdricken, Geht man also suf
die Wurzeln von f(w) zurick, so sind durch die Gleichungen (8) m
dieser Wurzeln durch die tbrigen » suf eine cinzige Weise bestimmt;
Tetztere dagegen bleiben vollkommen willktzlich. Genau gesprochen
beateht also die vorliegende Aufgabe darin, da8 man diejenige Funktion
{(w) vom (n4-m)** Grade bestimmen soll, welche den Gleichungen (8.)
Gentge leistet, und fir gegebene n Werthe von u verschwindet. Zu-
gleich ist ersichtlich, dafs dieae Aufgube stets eine, und nur eine ein-
rige Léeung zulifs

Gegenwirtige Methode gewihrt demnach die Méglichkeit, bei der

angeniherten Integration einer geyebenen Funktion alle Vortheile 2a ver-
einigen, welche einerseite aus der Berlcksichtigung des numerischen
Verlaufs dieser Funktion, und andererseits aus der Anwendung der
Gaufsischen Methode entapringen kénnen, Man wird nimlich jene n
willktrlichen Wurzeln so wiblen, dafe fir sie die Funktion F(2) be-
sonders einfache, oder auch solche Werthe annimmt, von denen ein
grofser Einfluls auf den Werth des gesuchten Integrals zu erwarten ist.

Man kann aber auch in don Fall kommen, dale der analytische
Ausdruck von F(z) unbekannt ist, wihrend die Werthe F(a,), F(a),
... F(a,) beispielsweise durch Beobachtungen bestimmt worden sind.
Kann man es alsdann dahin bringen, auch noch die Werthe von F(z)
fur die dbrigen Wurzeln der Gleichung f(z) — 0 zu bestimmen, #0 ge-
wihrt die Formel (2.), abgesehen von den Beobachtungsfeblern, einen
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hdheren Grad von Genauigkeit, als sich mit jenen n und irgend welchen
andern m Zwischenwerthen im Allgemeinen wirde erreichen lassen.

Seien also a, a, ... a, die gegebenen Wurzeln von f(z), und

aC) y= (@—a)(e—a) ... (@—4,),
so kann man setzen

6) Fle)= (Ayam + Anant. + A).
‘Setst man ferner

(>) JSyriz-Y,,

80 gehen die Gleichungen (3.) in folgende aber:

Om An Yq + An Yuin toe FADY,OmAYt An %qy to FADY,

Om Aa Yams + AR Yamin too tAFa aay
und hieraus ergiebt sich, wenn y,, %,.-. Yq die Werthe von y fur
= %, %,... %q vorstellen, und man von einem constanten Faktor
absieht

1) fig) =u fitian stale 2)— 9) = ae)s
T(E)Hyp + Sy) My!TRONOy. Balms

Wo (Hs 4 --- Bq) (Hy —%) (4%) (Hy — Hy) o> tt Tat iy byos igirgend eine Permutation der Zahlen 1, 2,... m, so ist dies auch gleich
eo

Vf V9 <= Yul —(BM).@— Ay)
gyBay oo Hig) Hi oa BRNO Oey. Bye

Bringt man aber in 17 die Indices wieder in die frihere Ordnung, so

erhilt: a, ay - at dasselbe Vorzeichen, welches es in der Deter-
minante

Ebay. at = Me, ay --- Bq)
hat. Folglich ist auch

(8) Tm + 1)-F(2)

- If Ge --Yal@— 2) (2) ool He Ma 2: ig) POR, By 6p.
Dies ist der allgemeine Ausdruck der Funktion f(z), und es steht seiner
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Anwendung nichts im Woge, als die zablreichen und unbequemen In-
tegrationen, welche or involvirt. Ich werde daher fir einige besondere
Fiille seine entwickelte Form hersetzen. Es ist fur

m= 0 f(e)—y

m—1 f(z)—y{z%—Y%)

m2 fe) = y{21¥'—¥¥)—21¥,YY I+ KY)
(9) 73 1@) HAL LBALUBEWI NVM;

~ ALYY,- YF LYN LNA YY LY)441% Y- YY KAN YVAN WY +t HY-W Kd
USKKK BUY + YKNK)

ete. ete.
Far gowisse Anwendungen ist es néthig, die Gleichung (2.) in

eine andere Form 2u bringen. Sei

y-(@-a)(@—a)... @—a)= Ae),(2) = yBz) = yAg(z — )(@ — by) --- @—buy

80 dafs die Grofsen B,, 04, .. Bq mit den frther durch a4, 4)
s+. @j4q bezeichneten zusammenfallen, Sei ferner

Fa) A)(10) 9-73Ae,
F(a) A(z) Bie) FQ) A@)Be@)1) 6)i)ety + Dro eh ay

480 ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das vonz= —1 bis
= 1 genommene Integral von y(z). Man kanu aber diese Funktion
such in die Form

Fo) —90) A)(12) ¥@) = 90)+ ayPe
bringen, indem beide Ausdricke flr x— a, ay, .-- dyy b,, yy --- Om
mit F(z) tbereinstimmen, und somit als Funktionen des (n+m— 1)Grades identisch sein mUlssen. Dies festgestellt, erhalten wir statt der
Gleichung (22) folgende:

AL) py (0) —@@) (° A(z) Biz)

welche fiir die Anwendung gegenwirtiger Methode einen neuen Ge-
sichtspunkt darbietet. Betrachtet man nimlich

Joe -S49 re
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1

als erste Anniherung an den Werth von { F(z)éz, 60 stellt sich der
‘Ansdruck _1

FO)—9) ( A@Be)4-> Tit | 42aon
als die Correction dar, welche man an jener anzubringen hat, um einen
genauern Werth zu erhalten.

So sufgefafst kommt also unsere Methode darauf hinaus, die
Warzeln },, by, ... b, 80 auszuwihlen, dafs die mittelst derselben be-
rechnete Correction 4 eine héhere Genauigkeit erreicht, als sich im
Allgemeinen mittelst irgend welcher anderer m Wurzeln wiirde er-
zielen lassen.

Ist K™ der bei der Integration von 2* begangene Febler,. so hat
man nach art. 1 K™ = Kim ---— KM, . = 0,

ear ee 0Bewatts + BRE to GS DesJef(a)ox,
also

Ke, = tim Sh) afe/(a)az.
Aus (7.) folgt aber weiter, dals

4 tng

[2122 a tary Figg RE 2g OO Bag
der Coefficient der héchsten Potenz von z in

pasIf 4 Yas@—2)(E—H)--- @—Fa4)“
+ yyBy os gg PAE 2044920.Bayar

also nach der Bezeichnung der Formel (6.) gleich A,,, ist. Folglich
hat man allgemein

kp, Sat

iw AG,also 2. B.

¥¥ ¥,|

[EB FB % xPee a A in|
1 Bonristettet, Gamat AMtaniengs, ‘
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4

Obgleich die Entwicklungen des vorigen art, flr alle in der Praxis
vorkommenden Félle ausreichen dltrften, 90 werde ich doch eine zweite

Herleitung derselben nicht tbergehen, da die gesuchten Ausdricke auf
einem andern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen.

Ist f(2) eine ganze Funktion vom (n +m) Grade, so kann man
stets setzen

F(@) APam(@)+ Ay Papal) $20 + Anes Pi@) + Ange Pol)
Sollen nun aus der Entwicklung von f(2)Ig2+1 die Terme +, 4,
+++ Je ausfallen, so sicht man aus den friher entwickelten Eigen-
scbaften der Funktionen P, dale f(z) die Funktionen Py, P,,... Pas
nicht enthalten darf, und es ist daher der allgemeinste Ausdruck der
Funktion (n +m) Grades, welche jener Bedingung genigt, dieser:

12) = A Pag m(@) + Ay Prgms) +001 + An Pa(@)-
Diese Funktion soll ferner fir z= ,, 0, ...a, verschwinden. Wenn
man daher von einem willkirlichen constanten Faktor absicht, 80 er-
halt man

CL) f= Zt Par Pag mils) Papm—a(ta) ++ Plas
und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produkt

(e—-a,)(@—q)...(@—a,)

wirklich zu dividiren, Fur n—1 gelingt dies mittelst der Formel (44.)

art, 2, Sotzt man nimlich dort m+1 stattn unda, statty, 80 or-giebt sich

Pps s(2)P(t) —Pra(t) Pras am+1 Sleaae a Ty ep a PPLa)
Ich werde jetzt cinen Halfesatz beibringen, durch welchen man von
vorstehender Formel zur Division der Gleichung (1.) durch den Ausdruck

(2 —a,)(2—a)... (2-4,gelangen kann. aN 0) oe)
Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch 4,

so bilde man die Funktion

aa 24Parma e5 Prom-al)gp@) U=— CENEPyim) 4 TN OPrem()4s.@=a)@=4).. Ga) + a) ea)
PromealOn)p peas+
ayaa). ea)
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also

(ea) (@—4)...(@-a)U
as a4

= © 4) Pa pm al) aR Ge) +E) Papm—s() oP nia)to
$=)Pagmi() gp a5 *

Nun ist nach den bekannten Kigenschaften der Determinanten

a4 a4Prymail)gpa+Parm-sgp ay +
a4+ Paraildgp a5 =mithin vorstehendes gleich

—{Pap@ FRG +PareaR +:
Transformirt man hier die Faktoren der Partialdetorminanten mittelst

der Formel (29. art. 2

HPgmail) = ayThe Promlt)+EBEE Prom aalWs
0 zerstiren sich alle Glieder, welche Faktoren von der Form

ntm—1

ant Tai Perna)
erhalten, und dieser Ausdruck ergiebt sich gleich

atm a4 a4
~

awpio(Poem) gps + Pare ara t
atm~~

ante it
Daraus folgt die Formel

tttmnta Ga) ea) ea) nam U:

Da die partiellen Determinanten ,we von derselben Art wie 4
selber, aber cine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich durch (4.)
die Herstellung der Quotienten zur Linken auf die von m sndern Quo-
tionten derselben Gattung, in denen Zibler und Nenner um eine Ord-
nung niedriger sind.

Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erhilt man

EE Props g(@) Pa 14)Pon)
a)ea)

am+3 EP asl Pu Et Passle) PulaA TTEE [Paesloy 7 EPetSPA)— Py. (o) EASA EA}
mamepL ape a POZE Payal) Pla),

”
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Ebenso ergiebt sich

Et Pmoy(2) Paes (Qs) Psy) Pra)
(@—a)(@—4)(@—4a)

am4+5 ZA Pras s(®) Prue (Gs) Pra)Trp [Pao @—a)e—a)
EA Payot) Pins1(Oy)Pr+ Passa) re
Ed Paisle) Pos ()P,+ Paga(os) 7 FassTussle Fale}

mtn Et SPH PEPasl) Paslt) Pa)
‘Man kann auf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die ge-

ringste Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel
nachzuweisen:

(8) £@) = 2B Pasa(® Pane s(@) ++ Pal)

INTE PE Pose (0) PavalOe-D PO):
Es ergiebt sich ferner unter Beibehaltung der frihern Bezeichnung

«) [fiom Bt BaslePoonsle) Palefz) = E£ Qnsa@) Pasi) Pal,
welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen

befindlichen Indices zu bilden sind.

Setzt man sur Abktrzung

Et Papns(ts)Pagnas( ty) ++ Pal @y) = Bay
80 erhiilt man ftir den bei der Integration von 2'"+* begangenen
Fehler K™,,, welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein
muB, in folgender Weise einen neuen Ausdruck. Da niimlich nach art. 1

Wing Wee hw)

int, so folgt, dafe K™,, die Griinze ist, welcher sich
afl)

wanenes OOOPA)_
Pa) 22)
mt TPmen)
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mit wachsondem w nihert. Man erhilt
ane)

» 2 Lede 12m pn oP),(1) nen" mf Ges am—d T8e awaIafle)
2Pavn®

2 etm etme tylO Ces cree os ire eree
Bezeichnet man den Coefficienten von 2 in P,(2), nimlich *-5~2—=*
durch y,, und setst vorstchenden Ausdruck7dem in art. 8 gefundenen
gleich, 80 folgt:

Amss Iss

A, 7 em Fintan We?vmithin mt ratarn Bm

4n enemy

Ay TTS RM FH Tw Tala Town MyEs ist ferner A,— 1, und wie sich leicht findet

Hroo My Oyo Byfolglich
a aceena yor Pee(B.) gggy at 20 tant (Oy O49 2g) Ae

Setzt man in diese Gleichung die Ausdricke flr &, und 1-2---m,,
cin, indem man letztern aus art. 3 (8.) entnimmt, #0 folgt

Zt Payas(@,)--- Pal)
(cytranten
00 YomM0 Pn gn —1TT ay + By)

a!

af Ye YLTBy yy Hy) Ey By
Dehnt man diese Formel auf n +1 Argumente z, a,,... a, aus, 90
ergiebt sich

(9) Zt Paya)

Pa pn-s(A) +++ Pale)(cyfrantsn
gmMoMYn POP Pm gn TT (yy + + + Oyy 2)

tm

fee Ya B) (Hy) oo (B= Fy) yy oo Hy IPA Egy
wodurch der Zussmmenhang xwischen den Formeln des gegenwirtigen
und des vorigen art. dargelegt int.

Ich werde jetzt noch einen dritten Ausdruck fr /(2) herleiten,

der obenfalls eigenthimolicher Natur ist, Integrirt man die Gleichung (1.)
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m mal hinter einander nach z von — 1 bis x, ebenso mmal nach a,,
4, ... a, von —1 bis a,, —1 bis a,...—1 bis a,, und wendet
dann in jedem Term der Determinante den Jacobischen Satz

am
2 P(n—m+41) a P,(2)JPden=ereset)

an, so erhilt man

fe tmnt)

Sia (erea, ...2a,)"
Em (m) nlm)

DEPoen iar f Prom s(Oeah oofPalty)20r
Pare)... Pn +1) =*

Fam+ rem ys)... ram Fw (Yat 1)...(@— DI
Et PE g(2) Pita a(@) + PQ).

In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes
alle Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darauf

die gemeinsamen Faktoren aller Elemente derselben Vertikalreihen her-
‘aus, 80 ergiebt sich vorstebendes

= f(x 1)(a 1)... (@— 1)PE aah"...a8
= (t= 10} 1)... (@E = IPTG 0,4)yy 2)y

wo zur Abkirzung gesetzt ist .

c= 1 __ Remo (2m +2) m+ 4) ---2m+ IM)y("Tfayy tt mm),(m+ 2. Om ay?
und , wie iblich den Coefficienten von 2* in der Entwicklung von

(1+ 2) bezeichnet. Es ist demnach auch

(10) Et Pasn(E)Pasnns()+++ Pa(@y)
= gehenpagye WC — Wet 1) (= DIM O45 842)),
oder wenn man .

o 2 a =)1) age gage UGE — DQ 1). DIGG, 4,1) y2)) =P
setat:

2) Bk Pua (@)Pagal):Pal) =0”
Ist nun der Ausdruck V reell oder so beschaffen, dafs er durch

Multiplication mit einer constanten Grifse reell gemacht werden kann,
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so schliefst man sus dieser Gleichung nach bekannten Methoden, dafs
zum Mindesten m Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 reell und zwischen
den Griinzen —1 und +1 gelegen sein milssen. Sind also zB. die

gegebenen m Wurzeln a,, ay, ...a, reell und aulserhalb jener Grinzenbelegen, so miissen die ibrigen m Wurzeln echte Briché sein. — Sind
ferner alle Wurzeln der Gleichung V =O reell, so sind es auch alle
‘Wurzeln der Gleichung f(z)—0, und die Anzahl der aufserhalb der
Grinzen — 1 und 1 liegenden Wurzeln ist in beiden dieselbe.

Hiieraus ist esersichtlich, dafs man gegenwiirtiges Verfahren zur
ungeniherten Integration von F(z) mit grofsem Vortheil 2. B. dann
wird anwenden kénnen, wenn sich F(z) fir » bestimmte, aufserhalb
des Integrationsintervalls, und fur beliebig viele innerhalb desselben will-
kiirlich vertheilte Werthe von x annihernd oder genau ermitteln lifst.

Anmorkang

In dem Handeremplar Christoffel, das im Vorwort erwihat ist, finden sich

siemlich umfangreiche Ausfibrangen, die auf eine Ausdehnung der Gaufsechen
Quedratar sof dou Fall unondlicher Grenson abrielen. Sie beechitigen ich

haoplatelich mit den Funktioneneyetemen, dio durch die Gleichungen

én-« O (eaten tnsa WO ep R we pRay aa TT) Ce posti
f= "GP" & Z(e#)  Cormitesche Polynome)

dlefiniert sind Dove Ausfthrongen sind in die Abhandlong Sur une classe pati
calitr de fonctions eatires et de fractions continues (XXVII)tbergegangen und
dort verallgemeinert. Uber die Verwendung dieser Funktionen zur Ausfihrung

Aer Sn Uadihe eecken Tlgastin den wich nor Kr Andstngen



TL.

Ueber die lineare Abhangigkeit von Functionen einer einzigen
‘Veranderlichen.

Gournal fir die reine und angewandte Mathematik, Ba. 85, 1868, 8. 261299.)

Eine lineare Differentialgleichung n** Ordnung ohne zweiten Theil
zwischen y und der unabhingigen Verinderlichen z hat bekanntlich

stots n Integrale y,, Yo) -+-Y%ay der Beschaffenheit, dale es unméglich
ist, m Constanten ,, d,,...d, 20 bestimmen, welche den Ausdruck:

GY, + 04% +--+ 0,4, — A

identisch 2 Null machen, ohne dafs 2u gleicher Zeit alle diese Con-
stanten verschwinden; es ist in diesem Falle H das complete Integral
jener Differentialgleichung. Lalst sich dagegen H durch constante
Werthe von a, dy,...@,, die alle oder sum Theil von Null verschieden

sind, zum Verschwinden bringen, so reichen die Functionen ¥,, $4). - %y
zur Darstellung des completen Integrals nicht aus. — Ganz ahnliche
Verhiltniseo finden bei den linearen Differenzengleichungen statt,

Hat man demnach n Integrale einer solchen Gleichung gefunden,
so mufé man untersuchen, ob zwischen denselben eine lineare homogene
Relation existirt, oder nicht, ob man also aus ihnen das complete, oder
nor ein partiknlares Integral zusammensetzen kann. Die Entacheidung
dieser Frage hiingt von analytischen Kriterien ab, welche im Folgenden
hergeleitet werden sollen.

Wenn ferner durch die Anwendung dieser Kriterien gefunden ist,

dale nwischen gegebenen Functionen cine lineare homogene Relation
besteht, so kann man verlangen, dale dieselbe wirklich aufgestellt werde,
Dabei zeigt es sich, dafe die Werthe der Coefficienten, mit welchen die
einzelnen Functionen in dieser Relation behaftet sind, im Allgemeinen
von den Grenzen abbiingen, zwischen denen die unabhingige Ver-
nderliche liegt, und flr andere Grenzen ganz verschieden ausfallen.
Die folgende Untersuchung wird Iehren, dafs auch die Bestimmung
dieser Grenzen nach allgemeinen Prinsipion von Statten geht, so dale



UL Veb. d lineare Abbingighkeit v. Functionen einer einsigen Verinderlichen. 89
flr die beiden Hauptfragen, auf welche man auf diesem Gebieto stdfst,
leitende Grandsitze vorhanden sind.

Um die m dioser Untersuchung erforderlichen Unterscheidungen
troffen zu kénnen, ist es nothwendig, den Begriff der Function in
folgender Weise zu erweitern.

Ex bezeichne 2 eine Verinderliche, welche jeden reellen Werth an-
nehmen kann, m eine zweite Verinderliche, welche nur positive und
negative ganzeahlige Werthe snnimmt. Ist nun eine Function f(z)
awischen den willktrlichen reellen Grenzen a und b gegeben, so stellt
die Gleichung y— f(z) eine Curve dar, welche von r—a bis z=
in gogebener Weiso verliuft. Die Gleichung y—/(m) dagegen stellt
vermige der Ober m getroffenen Bestimmung ein System von Punkten

dar, deren Abscissen die’ zwischen den Grenzen a und b enthaltenen
gonzen Zablen sind. Sowie nun f(z) eine Function von 2 ist, weil es
flr jedes zwischen a und & liegende z einen bestimmten Werth hat,
60 ist f(m) eine Function von m, weil es fir jedes zwischen a und b
liegende m einen bestimmten Werth hat, Da man aber durch jenes
System von Punkten beliebig viele unter einander nicht im Mindesten
verwandte Curven y=/f,(2) legen kann, so dafs, fiir jedes awischen
a und 5 liegende m, f,(m)= f(m) ist, 20 sieht man, dafs die Naturdicees Systems von Punkten, nimlich die Function f(m) ganz un-
abhingig ist von den Werthen, welche /(z) fr die nicht ganzzahligen
Abscissen annimmt, Man mufs also bei der Definition der Function

von m die Vorstellung, dafs sie in einem Ausdrucke enthalten sei, der
auch fr nicht ganzzahlige Werthe der Verinderlichen gewisse Werthe
hat, ale ganz unwesentlich fallen lassen, und sich diese Function ent-
woder graphisch durch ein auf bestimmte Axen bezogenes System von
Pankten, oder was genau dasselbe ist, numerisch durch eine Tabelle
gegeben denken, in welcher die cine Colonne diejenigen Werthe ent-

halt, welche m onnehmen kann, wihrend die andere Colonne jedesmal
den zugehirigen Functionalwerth liefert.

Da nach dem Gesagten unzihlig viele Functionen von z dieselbe
Function von m enthalten, so kann durch eine Function von m ohne

Hinzufllgang weiterer Bedingungen keine einzige Function von z be-
stimmt sein. Aber es ist wesentlich zu bemerken, dafs man von den

Functionen von m 2u den Funetionen von z Ubergehen kann. Hingt
nimlich f(m) noch von einer willktrlichen Constanten ¢ in der Weise

ab, dats /(m) = F (me) ist, wo ¢ nicht andere als in derVerbindangme vor-kommt, 60 setze man me = 2; dann entapricht der Aenderung von m um

eine Einheit die von z um 6, d. b. um eine Gréfse, welche vermige ihrer
Willktrlichkeit auf jeden Grad von Kleinheit gebracht worden kann.
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Auf dieselbe Art, wie die Functionen von m, lassen sich auch

Funetionen einer Verinderlichen m’ definiren, welche sich nicht mebr

wie m um constante, sondern um gany belicbige Differenzen andert.
Aber da die Werthe, welche m’ annehmen kann, eine bestimmte Auf-
einanderfolge zeigen, s0 kann man m’, und folglich auch jede Function
yon m’ als Function von m betrachten.

Sind m+ 1 Funetionen von m gegebon, /(m), f,(m),... f,(m), 80kann man stets cine lineare homogene Relation A/(m) + A,f,(m)

+++++A,f,(m) = 0 aufatellen, in welcher mindestens einer der Coef-
ficienten A, A,,-..4, von Null verschieden ist, und welche fr be-
stimmte n aufeinanderfolgende Werthe von m, etwa fir m— mg,

my+ 1,...m-+n—1 gilltig ist. In dem besonderen Falle, wo diese
nimliche Relation auch noch fiir Werthe m — my —1, 1 —2,...1%—45
my +n, m+n-+1,...m,+n-+p stattfindet, nenne ich die Func-
tionen f(m), f,(m), ---f,(m) linearabhiingig fiir die Werthe m—m,—q,

my —q+1,.+.my+n +p. Die Anzahl der Werthe vonm, fur welchegegebene Functionen von m linearabhiingig sind, kann demnach nie
Kleiner sein, als die Anzahl der Functionen. Es ist nach dem Voran-

geschickten kaum néthig zu bemerken, dafs die Eigenschaft der Linear-

abbingigkeit sich nicht auf die Funetionen f(x), f,(2), --  f,(2) beziebt,
in welchen jene enthalten sind, sondern nur auf die besondern Werthe,
welche diese Functionen flr die angegebenen ganzzahligen Werthe von z
‘annehmen. — Sind die gegebenen Functionen in den Intervallen m — m’,

m+ 1,...m"—1; m= am", m" $1, om — 15... ms, mit 1,
-..m*—1 linearabhiingig, wibrend die Relationen, durch welche diese
Abhiingigkeit ausgedrickt wird, in den einzelnen Intervallen verschieden
sind, so nenne ich die Functionen wieder linearabhingig fur die Werthe
m= m,m' +1, ...mb—1.Wenn die gegebenen Functionen in einem bestimmten Intervall
den Bedingungen der Linearabhiingigkeit nicht gentigen, so nenne ich
sie linearunabhdngig fiir die in jenem Intervall enthaltenen Werthe
‘con m.

Es ist nach dem oben Angedeuteten einleuchtend, wie diese Defini-
tionen suf den Fall einer continuirlichen Verinderlichen 2 tbertragen
werden. Will man dieselben benutzen, um zu untersuchen, ob und
innerhalb welcher Grenzen die Funetionen f(m), f,(m), ... f,(m) linear
abhingig sind, 90 mufs man zuniichst die Coefiicienten A, A,,...4,
0 bestimmen, dafs die Gleichung Af(m) + A,f,(m) + +++ + A,f,(m) =O

fir m= mg, my -+1,...m,-+n—1 stattfindet, wo m, irgond einen be-
+ sonderen Werth von m vorstellt. Ist dies geschehen, #0 mals man

‘vorsuchen, ob diese Gleichung auch noch fur einen derWerthem =m, —1,
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‘my + bestebt, und wenn eins von beiden der Fall ist, weiter ver-
suchen, ob sie auch noch fir folgende Werthe von m giiltig bleibt.
‘Man gelangt alsdann von selbst zu den Grenzen, innerhalb derer dio
Linearabhingigkeit stattfindet. Besteht diese Relation aber nicht mehr
fir m= m,—1, m, +0, 80 mufs man die Coefficienten A, A,,..4,
‘yon Neuem fiir einen andern Werth von m, bestimmen, und dasselbe
Verfahren wiederholen. Um dieses grade in den wichtigsten Fallen
unbrauchbare Verfahren dberfidssig zu machen, dienen die im Folgenden
zu entwickelnden Kriterien fiir die Linearabbingigkeit der Functionen
von m.

1

Seien n+ 1 Functionen f(m), f,(m),... fa(m) gegeben, welche fr
die Werthe m — mg, my + 1,...my +n + p linearabbiingig sind. Dann
mufe pS0 sein. Es sind nun drei Fille méglich:

1) entweder bestebt zwischen diesen Functionen nur eine einzige

lineare homogene Relation, welche fir alle jene Werthe von m giltig ist;
2) oder es bestchen mehrere dieser Relationen, fur die nimlichen

Werthe von m;
8) oder endlich zerfallt jene Reihe von Werthen in g++ r Intervalle

(deren jedes aus mehr als n Werthen besteht) von zweierlei Art, #0
dale in den g Intervallen der ersten Art eine einzige lineare homogene

Relation existirt, wibrend in den r Intervallen der zweiten Art dic

gegebenen Functionen durch mehr als eine dieser Relationen mit ein-
ander verbunden sind. Hierin ist der Fall mitbegriffen, wo eine der
Uahlen q oder r gleich Null ist.

Im ersten Falle bat man, wenn m einen der Werthe mg, m+ 1,

+++ iM, +p bedeutet, die Gleichungen:
Af(m) + Aifi(m) +--+ + Agfa(m) = 0,

Af(m+1) + Afi(m+1) +-+++ Af (m+1) = 0,

Af(m +n) + Apfi(m +n) +--+ + Anf(m +n) = 0.
Setet man demnach:

(1) E+ f(m)f,(m+1)...f,(m+n)= A(m),
@) Faoay ~ 44>
so folgt aus den n ersten jener Gleichungen fr ein unbestimmtes o:

(3) A, = 04,(m).
Da nun der Voraussetzung gemils wenigstens einer der Coef-

ficienten A, von Null verschieden ist, so folgt, dajs in unserm Falle
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wenigstens eine der Grifsen 4,(m) fiir jedes der Reihe m,,m, +1,
ss:t™e+p+1 angehirige m con Null verschieden ist, wihrend die
Determinante A(m) fiir die Werthe m— my, m+ 1,...1m)+p ver-schwinde

Im sweiten Falle hat man fitr jedes der Reihe m,,my +1,
s+ My + p +n angehérige m wenigstens zwei von einander unabhingige
Relationen:

Af(m) + Ayfi(m) +--+ + Anfa(m)

= 0,Bf(m) + Byf,(m) + -.- + Byf,(m) = 0,

woraus wiederum fir die Werthe m— mg, ig + 1,...1mp +p die Gleichung
A(m)—0 folgt. Da aber der Voraussetzung gemifs die Quotienten

2, 2. Zs wenigatens sum Theil von einander verschioden sind, 20
erhilt man, ‘wenn aus beiden Gleichangen cine der Functionen f,, eli-
minirt wird, stets eine Relation derselben Art zwischen den Ubrigen
Fanctionen, in welcher wenigstens ein Coefficient von Null verschieden
ist. Daraus folgt, da/s man in diesem Falle nothwendig die Gleichungen
4,(m)=0 hat, wo w jede der Zablen 0, 1,...n, und m einen be-
liebigen der Werthe my, my-+1,...m,-+p+1 vorstellt, Bestehen
mehr als zwei Relationen zwischen den gegebenen Functionen un-
abhiingig von einandor, so erbilt man aufser den Gleichungen 4(m)—0,

4,(m)=0 noch weitere Formeln, welche fir unsern Zweck jedoch
kein niheres Intereste haben,

Wes den dritten Fall betrift, so sieht man leicht, dala, wenn alle

in den unentwickelten Determinanten 4(m) oder 4,(m) vorkommenden
Argumente demselben Intervall angebdren, sich dio in den beiden ersten
Fallen gegebenen Erérterungon mit den néthigen Modificationen wértlich
wiederholen lassen. Liegen diese Argumente dagegen in zwei auf-
einanderfolgenden Intervallen, so lassen sich in Berug suf die in diesen
Intervallen stattfindenden Relationen sehr verschiedene Voraussetzungen
machen, von denen hier nur eine einzige discutirt werden soll. Nimmt
man an, dafé von den linearen Relationen, welche in den einzelnen

Intervallen stattfinden, keine auch im andern giltig ist, so kann man
augenscheinlich aus diesen Relationen keine allgemeingiltigen Gleichungen
herleiten, in welchen aus beiden Intervallen bestimmte Functionalwerthe,
aber aufser diesen keine anderen Gréfsen mehr vorkommen. Man

Kann daher iiber den Werth von 4(m) oder 4,(m) im Allgemeinen gar
nichts festsetzen, sobald die in ihnen vorkommenden Argumente ver-

schiedenen Intervallen angehiren; liegen dagegen diese Argumente in

demselben Intervall, so ist auf jeden Fall 4(m) = 0, und es sind aufser-
dem alle 4,,(m) gleich Null, oder wenigstens ein Theil derselben von Null
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verschieden,jenachdem das Intervall von der sweiten oder der ersten Artist Die Anzahl der Werthe von m, fir welche die in 4(m) vor-

kommenden Argumente zwei aufeinanderfolgenden Intervallen angehdren
kénnen, ist gleich m, und kann dieso Zahl nicht Ubersteigen, da jedes
Intorvall mehr als n Argumente umfafst. Sind daher n+ 1 Functionen

Uinearabhiingig, s0 kann es vorkommen, daft n, aber nicht mehr auf-
einanderfolgende Werthe ihrer Determinante 4(m) von Null verschieden
sind. Ist umgekehrt 4(m) fiir mehr als n aufeinanderfolgende Werthe

‘con m von Null verschieden, so kinnen jene Functionen nicht fiir alle
Werthe von m linearabhiingig sein.

2

Ich gehe jetzt von der Voraussetzung aus, dafs 4(m) fir die

Werthe m— mi, m+ 1,...m, + p verschwindet, dagegenfir die Werthe
m— my —1, m,+p +1 von Null verschieden ist. Dann gilt der Satz,
dafs die Functionen f, f,,...f, fiir die Werthe m= my, m, +1,
1:1+p +n linearabhiingig sind.Es soll zunichst bewiesen werden, dafs dieser Satz fir +1

Functionen gilt, wenn er flr m Functionen stattfindet. Setzt man:

qa) 9(m) = Af(m)+ Af (m)+--++ Anf(m),und nimmt flr die Coefficienten A, 4,,....4, bestimmte Zahlen, welche
den Gleichangen:

@) 9(m')=0, pm’ +1) =0,...9(m'+n—1)—0
gentigen, wo m’ irgend einen besondern Werth von m bedeutet, so er-
hilt man ous den Gleichungen (2.) und einer der folgenden:

Af’ =1) + Ash (m1) +--+ Ayh(m’ —1) = @(n'—1),
Aflm! +1) + Aif(m' tn) +--+ +AL(om +0) = om’ +n),die Gleichungen: .

(3) A, Am’ —1) = 199m! —1)4,(m/),

a) A,A(m') = o(m' +n)4,(m').

Ist nun m’ eine der Zahlen m,, m,-+1,...m +p, #0 verschwindetin (4) der Voraussetzung zufolge die linke Seite, und man hat:

(©) (mn +n)4,(m') = 0,

0 dafs entweder @(m' +n) — 0 ist, oder simmtliche 4, (m’) verschwinden.
Es zerfillt daher im Allgemeinen die Reihe m,,m,+1,...m,+p in
Intervalle von zweierlei Art; in denen der ersten Art ist wenigstens
eine der Gréfeen 4,(m’) von Null verschieden, und os sind daher, wie
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behauptet, die Functionen f; f;,..f, in diesem Intervall linearabhingig.
In den Intervallen der zweiten Art, in welchen man die +1 Rela-

tionen 4,(m’)—=0 hat, sind je m der gegebenen Functionen linear-
abbingig vermge der Vornussetzung, dafs obiger Satz fiir n Fanctionen

gilltig sei. In der That haben die Determinanten 4,(m) dieselbe Form
wie 4(m), wihrend sie eine Function weniger enthalten.

In einem Intervall der ersten Art kann nur eine einsige lineare

homogene Relation swischen den gegebenen Functionen stattfinden; in

einem der zweiten Art dagegen bestehen in Folge der gemachten
Voraussetzungen m +1 Relationen, deren jede von einer Function frei
ist. Eine Anzahl von m +1 Relationen dieser Form kann sich nicht

‘aus einer einzigen Relation herleiten lassen, es bestehen daher in den
Intercallen der sweiten Art mindestens swei lineare Relationen swischon

den gegebenen Functionen unabhiingig von einander.

Da (1g— 1) = (— 1)" {f(g— 1)Jom)+f, (OMe — 1) 4, (m9) +---)von Null verschieden ist, so muB von den Grdfsen ,(m,), also auch
von den zu ibnen proportionalen GréBen A,, eine wenigstens von Null
verschieden sein. Die Werthe ma, m,-+1,...my + gehdren also zueinem Intervall der ersten Art, in welchem nur eine einzige Relation
p(m) =O stattfindet; und diese Gleichung kann wegen (3.) nicht auch
fur den Werth m — m,—1 bestehen. — Gehért ferner der Werth my + p
zu einem Intervall der ersten Art, so besteht die in demselben statt-

findende lineare Relation wegen (4.) auch fr den Werth m’ = m, + p +n,
wibrend sie unméglich fur den folgenden Werth von m’ stattfinden
‘kann, Liegt jener Werth in einem Intervall der zweiten Art, so hat
man der Voranssetzung gemifs mindestens zwei von einander un-
abbiingige lineare Relationen ¥(m) = 0, z(m) — 0, welche fr die Werthe
m+ p+n—l1,m+p+n—2,...stattfinden, Far dieselben Werthe
besteht also auch die Relation ay(m) + Bz(m)—0; in welcher man

die Zahlen « und A 90 bestimmen kann, dafs dieselbe auch fur

m= my +p +n stattfindet. Auch diese Relation kann unméglich fur

m= my +p+n+1 stattfinden, wie man leicht sieht, wenn man in

(4) mi! — my + p+ 1 setzt.
Es bleibt nur noch Ubrig, obigen Satz fir zwei Functionen nach

zuweisen, da er alsdann auf jede Anzahl von Functionen ausgedehnt
werden kann. Dieser Boweis ergicbt sich ohne Weiteres aus dem Voran-
gehenden, da nimlich in unserem Falle 4,(m) = — f,(m), 4,(m) = f(m)
ist, so besteht in den Intervallen der xweiten Art jede beliebige lineare
Relation zwischen den gegebenen Functionen, wihrend fr die Inter-
valle der ersten Art die Linearabhiingigkeit der gegebenen Functionen
bereits nachgewieson ist. Auch wiederholen sich die Bemerkungen,
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durch welche die Grenzen nachgewiesen wurden, innerhalb deren die
Linearabbingigkeit nothwendig stattfindet.

Aus diesen Beweisen ergoben sich nun weiter folgende Sétzo:
1) Damit gegebene +1 Functionen f(m), f,(m),...f(m) flr

allo Werthe von m linearunabhingig sind, ist erforderlich und hinreichend
dafs ihre Determinante 4(m) flr alle Werthe von m von Null ver-
schieden ist.

2) Ist dio Anzahl aufeinanderfolgender Werthe von m, flr welche
4(m) von Null verschieden ist, nie grofser als n, so sind die Func-
tionen /(m), f,(m),...f,(m) fir alle Werthe von m linearabhingig.

An diese Sitze, welche in Verbindung mit den im Anfange be-
wiesenen die vollstindigen Kriterien flr die Linearabhiingigkeit oder
Unabhingigkeit gegebener Functionen enthalten, schliefsen sich folgende
Bemerkungen, die zur Bestimmung der Grenzen dienen, innerhalb

welcher die Linearabhingigkeit im Allgemeinen durch verschiedene

lineare Relationen ausgedriickt wird.

8) Sind 2wei Intervalle, in welchen 4(m) verschwindet, durch »
oder weniger Werthe von m getrennt, fir welche 4(m) von Null ver-
schieden ist, so kann keine lineare Relation zwischen den gegebenen
Fonetionen, welche in dem einen Statt findet, auch im andern gilltig sein.

Dies ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhin gefhrten Beweise.
Ist ferner m’ der erste Werth von m in einem Intervall der ersten Art,

m'—1 der letzte in einem von der zweiten Art, und @(m)—0 die in jenem
stattfindende lineare Relation, welche also fir m — m', m’ +1,... besteht,
s0 ist in (3.) 4(m’—1) = 0, dagegen von den Grifen 4,(m’) mindestens
eine von Null verschieden, also nothwendig g(m'—1)—=0. Da ferner

in der Gleichung A, 4 (m’— 2) —(—1)*- @(m’—2)4, (m' — 1) beide Seiten
unabhingig von (m’—2) verschwinden, so kann dieser Wert von Null
verschieden sein, 20 daB also die Relation o(m)—0 nothwendig fur
m= m'—1, aber nicht auch fir m— m'—2 stattfindet. — Ist ferner
m' +1 der erste Werth in einem Intervall der zweiten Art, m’ der
letate in einem von der ersten Art, und g(m) — 0 die in letzterem statt-

.

findende lineare Relation,s0 ist nach dem vorhin Bewiesenen (m’+-n)=0;aber da in der Gleichung

A, A(m! +1) = gm’ + n+ 1)4,(m' +1)
beide Seiten unabbingig von g(m’ ++ 1) verschwinden, so kann dies
yon Nall verschieden sein.

4) Sind also zwei Intervallo der ersten Art durch eines von der
aweiten Art geschieden, #0 ist dio lineare Relation, welche in dem einen
stattfindet, nicht nothwendig such in dem andern giltig.



96 TL. Ueb.d lineare AbbAngigkeit v. Functioneneiner einsigen Verinderlichen,
5) Int cin Intervall der ersten Art, welches die Werthe m—m,,

my+1,..+m'y umfabt, durch wei andere von der zweiten Art be-
grentt, 20 findet in ihm eine einzige lineare Relation statt, welche fur

dio Werthe m= my —1, m,-..m'y+, aber nicht nothwendig suchnoch fir die Werthe m,—2 und m',+n+1 goltig ist.
Um diese Sitze auf ein Beispiel anzuwenden, nehme ich an, dafs:

A(m)=0 ist fr jodes m, und dale simmtliche 4,(m) verechwinden,
‘wenn m einer der Gruppen:

mm, +1,..0m!— 1; my, my Ly... my — 15
fees My Ay oem =D

angehért, wihrend flr jeden anderen Werth von m wenigstens cine
Jjener Gréfeen von Null verschieden ist; und sei m,<2,’<1, <1,’sse<m,<m,’. Dann findet zwischen den n+

1 Functionen eineinzige lineare Relation statt fir m=——oco,...m,+n—1; cine

andere far m= m,'— 1, m,’,...m,+—1; eine dritte far m — m,'—1,
m,’...m, +n —1; u.8.f; und endlich eine im Allgemeinen von jenen

veruchiedene frm — m,’—1,m,’,... 00. Dagegen sind jede beliebige m
von den gegebenen Functionen linearabhiingig fr die Werthe m= m,,

my +1... mm! +m — 25m — My, My $1, my +H — 25... — My,
m,+1,...m,+n—2, und es finden in den cinzelnen Intervallen
im Allgemeinen verschiedene lineare Relationen statt.

a

Ich werdo jetzt die lineare Differenzengleichung:

(1) PCm)f(m-+ mn) + Py(m)f(m+n—1) +--+ + Py(m)f(m) = 0

untersuchen, in welcher die Coefficienten P, P,,... P, analytische Func-
tionon von m sind, und dabei die erlaubte Voraussetzung machen, dats
fllr keinen Werth von m simmiliche Coofficienten verschwinden. Ist

dies nimlich nicht der Fall, so darf man (1.) nur durch eine Function
‘9(m) dividiren, welche nar dann verschwindet, wenn simmtliche Coef-
ficienten verschwinden, und sich jedesmal in derselben Weise der Null

nihert, wie derjonigo Coefficient, welcher von allen am langeamsten
gegen Null convergirt. Ebenso werde ich voraussetzen, da(s flr keinen
Werth von m einer oder mehrere dieser Coefficienten unendlich grofs
worden,

Es handelt sich bei dieser Untersuchung, wie im Folgenden bei
den linearen Differentialgleichungen, wesentlich darum, genau fost-
zusetzen, welchon Grad von Allgemeinheit das complete Integral einer
solchen Gleichung im Allgemeinen. und welchen dasselbe unter ge-
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wissen Bedingunaen erreichen kann. Dieser Grad hiingt ab von der
Anzahl linearunabbingiger Functionen, durch welche jener Gleichung
und gleichzeitig etwaigen Bedingungen genlgt wird.

Das allgemeinste Verfahren zur Integration von (1.) besteht darin,
dafs man die Werthe (rm), (mm + 1),... flim +» — 1) der gesuchten
Function ols willktrlich gegeben betrachtet, und dann mittelst (1.)

die Werthe f(m, +n), f(m,+n+1),...flmg+n+p) successive be-
stimmt, Ist dies geschehen, und giebt man der Function f(m) ftir alle
Ubrigen Werthe von m einen willkitrlichen Verlauf, so sage ich der
Karze wogen, dafs sie der Gleichung (1.) flr die Werthe:

(«) mm my, M+ 1... my +P
gentigt.

Sind nm Fanctionen /,(m), f,(m),-.-f,(m) gegeben, welche der
Gleichung (1.) fr die Werthe (a) gentigen, so hat man demnach fur
dio nimlichen Werthe von m:

P(m)f,(m +n) + P,(m)f,(m +n —1) +--+ + Py(m)fi(m) = 0

P(m)f,(m +m) + P,(m)f,(m +0 —1) +--+ + Py(m)f,(m) = 0,

und wenn man hieraus die Coefficienten P,, P,,...P,_, eliminirt,
nach der frihem Bezeichnung:

@) P(m)4_(m+ 1) = (—1)"P,(m) gm).Mittelst dieser Gleichung lifst sich nun zunichst leicht nachweisen,
dafs unter gewisson Umstinden m linearunabhingige Integrale der
Gleichung (1.) existiren. Setzt _man nimlich voraus, dals die Coef-
ficienten P(m) und P,(m) fOr die Werthe (a) von Null verschieden

sind, so kann man die willktrlichen Werthe f,(m,), f,(m+1),...
F,(mg +n—1), fy(m,) etc. immer so annehmen, dats 4,(m,) von Null ver

schieden ist. Da somit auch 4,(m, +1), 4g(m,+2),...4o(m +p+1)
‘yon Null verschieden sind, so folgt mach dem Frahern, dafs die Func-

tionen fy, fyy---f, fr die Werthe:
(b) m= Mg, My + 1,2. yt PtH

linearunabhingig sind.
Ich werde jetzt umgekebrt beweisen, dafs flr alle Werthe von m,

fir welche n linearunabhingige Funetionen der Gleichung (1.) genigen
sollen, die Gréfven P(m) und P,(m) von Null verschiedon sein missen,

Sind die vorhin gegebenen Functionen fir die Werthe (b.) linear-

‘unabhiingig, s0 ist 44(m) von Null verschieden fr m — mg, m+ 1,...
m,+p +1, also in der ganzen Ausdehnung der Gleichung (3.) weder

E.R. Osistoftel, GeummelteAbbandlonges. 1, 7
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4j(m) noch 44(m-41) gleich Null. Es ist duher nicht moglich, dals
cine der Gréfeen P(m) und P,(m), aber nicht zugleich die andere ver-
schwinde; und umgekebrt wirde, wenn dies der Fall wire, eine der
Gréfeen 4,(m) und 4,(m+1) gleich Null sein, also cine Linear-
abbingigkeit zwischen den gegebenen Functionen bestehen, Die Coef
ficienten P(m) und P,(m) kénnen aber auch fir keinen der Werthe (2.)

zugleich verschwinden. Setzt man niimlich sate)= 4,,,(m), woraus
o(m) = f,(m)4o,1(m) + fam) 43(m) ++

(HU o(m + 1) = film +1) Soa (m) + fal +0) Soa(m) +--+

folgt, s0 ergiebt sich unter der Voraussetzung P(m) — 0 und P,(m) = 0
aus den Gleichungen (2.), dafs entweder simmtliche Coefficienten der

Gleichung (1.), oder simmtliche Gréfsen 4,,,(m) verschwinden. Das
Erstere ist gleich im Anfange auegeschlossen’ worden; wire das Andere
dor Fall, 00 hitte man auch 4,(m)—0, 4,(m-+1)—0, woraus der
Voraussetzung zuwider die Linearabhingigkeit der gegebenen Func-
tionen fir die Werthe von m,m+1,...m-+4n folgt

Bezeichnet man demnach durch m’ die besonderen Werthe von m,
fiir welche einer der Coefficienten P(m) und P,(m), oder beide 2u-
gleich verschwinden, so hat man folgende Regeln:

1) Gegebene n Functionen, welche der Gleichung (1.) fir einen
der Werthe m’ genigen, kénnen nicht linesrunabhiingig sein.

2) Will man die Gleichung (1.) durch m linearunabhingige Func-
tionen integriren,' so ist dazu erforderlich, dale fir Keinen der
Werthe m’ jede dieser Fonctionen der Gleichung (I.) Gendge liste.

8) Hat man umgekehrt n linearunabhingige Functionen, welche
der Gleichung (1.) in bestimmten Intervallen gentigen, so kann ee
unter den Werthen m’ keinen geben, fir welchen simmtliche Func-
tionen der Gleichung (1.) genigen.

4) Stellt man bei der Integration der Gleichung (1.) die Bedingung,
dafs das gesuchte Integral jener Gleichung auch noch flr einen der
Werthe m’ gentige, 20 giebt es Keine n, sondern hichstens m — 1 linear
unabhingige Functionen, welche diesen Bedingungen gengen, und ihre
Anzahl kann durch weitere Bedingungen auch noch weiter reducirt
werden.

‘Aus diesen Satzen folgt, date bei der Integration der Gleichung (1.)
die erste Aufgabe darin besteht, die besonderen Werthe m’ 2u ermitteln.
Dadurch zerfiillt die Reihe der Werthe von m in Intervalle, zwischen
denen die Werthe m’ eingeschaltet sind; in jedem einzelnen Intervall
mule die Integration besonders vorgenommen werden.
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Hieran scbliefst sich der bekannte Satz, dafs die Gleichung (1.)
nie mehr als m linesrunabhingige Integrale haben kann. Denn ge-
niigen die Functionen f,f,,...f, jener Gleichung flr die Werthe (s.)
10 folgt 4(m)—=0, woraus sich weiter ergiebt, dafs diese Functionen
flr die Werthe (b.) linearabhingig sind. Bilden die Werthe (a) eines
der eben beschriebenen Intervalle, und sind in demselben die Func-

tionen f,, fyy---f, linearunabhiingig, 80 sind 4,(m,), 4o(my+1),...
4q(m,+p-+ 1) von Null verschieden, und es besteht fiir die Werthe (b.)
eine einzige lineare Relation:

Afl(o) + Ayfi(om) ++ + Afa(on) = 0,

in welcher A von Nnil verschieden sein mufs. Denn, wire A—0, so
mfifsten wegen der Linearunabhingigkeit von f,, f,,...f, auch die
‘ibrigen Coefficienten A,, 4,,....4, verschwinden. Es besteht also
fir siimmtliche Werthe (b.) eine einzige Relation von der Form;

fom) = af, (08) + ayfy(om) +--+ a,Fa(m)-
Geniigen die Functionen f, f,,...f, der Gleichung (1) in mehreren
aufeinanderfolgenden Intervallen, in denen f,, f,,.-. f, linearunabhingig
sind, so kann flr einen beliebigen der zwischen jenen Intervallen ein-
geschalteten Werthe m’ wenigstens eine der letzteren Functionen der
Gleichung (1.) nicht Gentige leisten, also 4(m’) nicht gleich Null sein.

Sind daher zwischen zwei dieser Intervalle n oder weniger Werthe m’
eingeschaltet, so mule die in dem einen stattfindende lineare Relation
‘von der im andern bestehenden ginzlich verschieden sein (§. 2. 3). .

4.

Die noch rickstindige Untersuchung von Funetionen, welche von
einer stetigen Verinderlichen abhingen, erledigt sich aus dem Voran-

gehenden mittelst der identischen Gleichung:

Q) LEMMA (m+)... flmtn) = Z Mm)Dh(m)-..Ahlm),
in welcher nach der gewdhnlichen Bezeichnung von Differenzen:

Af m=flm-+i) if (m+ 1+ OP fm $12) + (YF lm)
ist. Dieselbe wird einfach dadurch bewiesen, dafs man auf der rechten

Seite fr die Differenzen ihre Entwicklungen setzt, und dann durch Ad-

dition von Verticalreihen reducirt. Aus (1.) ergiebt sich:

(2) 4,(m) =Pe .
”
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Nun wird an den frthern Betrachtungen gar nichts geindert, wenn

man dberall statt der Argumente m,m-+q der einzelnen Functionen
dasselbe Vielfache derselben me, (m+)e einflbrt, also auch nicht,
wenn man mé—z, ¢—/z setzt. Dann ist:

Alms) = o2.0(2),

giles 7 ZHORO--. 1) = BO),
4u(ma) BE(z)
pedro 7 2fua) 7 Be@s

usw. Dies festgestellt, hat man folgende Sitze:

1) Verschwindet E(z) fiir alle Werthe von x= 2, bis = x,, wo
2, <~%, ist, so sind die Functionen f(z), f,(z),-..f,(2) fr diese ném-
lichen Werthe von z linearabhingig. Ist y(z)—0 eine der linearen

Relationen, welche fdr z=, und kleinere Werthe von z stattfinden,
and construirt man die Curve y= (z) fir alle Werthe von z, die

gréfser als x, sind, so hat diese Curve fir z= 2, mit der Abscissenaxe
einen Contact von der n*® Ordnung.

2) Sind zwei Intervalle, in denen E (z) verschwindet, durch Werthe
von x getrennt, flr welche E(z) von Null verschieden ist, 80 wird die
Linearabbiingigkeit der gegebenen Functionen in beiden Intervallen im
Allgemeinen durch verschiedene Relationen ausgedriickt.

8) Damit gegebene n + 1 Functionen f(z), f,(z),...f,(2) fur alle
Werthe von z linearunabhingig sind, ist es erforderlich und hin-
reichend, dafs ihre Determinante E(z) fir alle Werthe von z von Null
verschieden ist.

Nennt man ferner ein Intervall, in welchem mindestens eine der

Gréfsen E,(z) von Null verschieden ist, ein Intervall der ersten Art,
dagegen ein solches, in welchem simmtliche E,(z) verschwinden, eines
von der 2weiten Art, wihrend E(z)—=0 vorausgesetzt wird, so hat
man weiter:

4) Sind zwei Intervalle der ersten Art durch eines von der zweiten
Art geschieden, 80 ist die lineare Relation, welche in dem einen statt-
findet, nicht nothwendig auch im andern giltig.

5) Ist ein Intervall der ersten Art, welches sich von z— 2, bis
=, incl, ausdehnt, durch zwei andere von der zweiten Art begrenzt,
#0 findet in ihm eine einzige lineare Relation g(z)—0 statt. Con-

struirt man die Curve y= g(x) fiir die Werthe <2, und z>z,, 80
hat der erste Zweig fir z= 7, mit der Abscissenaxe einen Contact von
der ersten, der andere flr z= z, einen von der n* Ordnung. Nur
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in besonderen Fillen kann in diesen Punkten der Contact auf eine

hhere Ordnung steigen.

Teh wende mich zur Untersuchung der Differentialgleichung:

3) AG@)FM (2) + A@F*-@) +--+4,@L@ = 0,
und betrachte statt derselben zuniichst die Gleichung:

(4) A(me) PE" 4 A, (me) PEO 4... + A (medflme) = 0,
welche durch die Substitution:

Ame[P, + (81) BaytOIDBytes
n(n—1)... (m—s+1)

+e2]
oder:

Pome— ott) Bet COPEa
Fe

die Form:

P(me)f((m + ne) + P,(me)f((m + m—1)e) +--+ + P,(me)f(me) = 0

annimmt, Es li(st sich daber alles, was im vorigen Paragraph fest-

gestellt warde, auch auf vorstehende Gleichung (4.) tbertragen, ‘welches
auch der Werth von s sei, also auch dann, wenn ¢ unter einer be-
liebigen Grenze liegt.

Bezeichnet man daher durch m’ die Werthe von m, fur welche

bei einem bestimmten, unter einer gegebenen Grenze liegenden « eine
der Gréfsen

Poms) = 4%,
P,(me)= (— 1)" {402— 4) 5 Aw _

oder beide zusammen im Vergleich zu allen dbrigen Grifsen P, ver-
schwinden, so ‘sieht man augenblicklich, dafs, wenn jene Grenze immer
Kleiner genommen wird, diese Werthe sich auf diejenigen reduciren,
filr welche P(mé) verschwindet.

Macht man nun die erlaubte Voraussetzung, dals es keinen end-
lichen Werth von x giebt, fir welchen alle Coefficienten A,(z) ver-
schwinden, oder flr den einen oder mehrere derselben die Grenzen des
Endlichen dbersteigen, und bezeichnet durch 2’ diejenigen Werthe

von z, fiir welche A(z) verschwindet, so erbilt man folgende Re-
‘sultate:
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1) Gegebene » Functionen, welche der Gleichung (8.) flr einen

der Worthe 2’ genfgen, kénnen nicht Linearunabbingig sein.

2) Will man die Gleichung (3.) durch » linearunabhingige Fune-
tionen integriren, #0 iat dazu erforderlich, dafs fr keinen der Werthe 2°

jede dieser Functionen der Gleichung (3.) gentige.

3) Hat man umgekebrt » linearunabbingige Functionen, welche
der Gleichung (3,) in bestimmten Intervallen geniigen, so kann es unter
den Werthen 2’ keinen geben, flr den jede dieser Functionen der
Gleichung (8) gentgt.

4) Stellt man bei der Integration von (8) die Bedingung, dafs
das gosuchto Integral jener Gleichung auch noch ftr einen der Werthe 2°
gendge, 20 giebt os keine nm, sondern hichatens n — 1 linearanabbingige
Functionen, welche jenen Bedingungen gentigen, und ihre Anzahl kann
durch weitere Bedingungen such noch weiter reducirt werden.

Hat man n Functionen f,, fy,.. fy welche der in 2) aufgestellten

Bedingung genligen, eo erbilt man durch Elimination von A,, 4,,... dy
aus den Gleichungen:

AAO) + A@ACH@) +--+ 4,@AG@) 0

A@LO@ +AOA)+--+ 4.@F@) = 0

die folgende:

A(z) BO + Ay(2) By(e) = 0.
De in der ganzen Ausdehnung dieser Gleichung A(z) von Null ver-

schiodon ist, so hat man entweder E,(2) — 0, also auch 4° —0, oder:
OB A

Ras +27 %woraus: °mm

) Be t8

folgt. Die rechte Seite dieser Gleichung enthilt eine durch die Inte-
gration cingefthrte Constante, welche dadurch bestimmt werden mufs,
dafs man flr 2 einen besondern Werth einsetzt. Dabei entacheidet

sich zugleich die"Frage, ob Ey gleich Null oder von Nall verschieden
ist, dh. ob jene Integrale linearabbingig oder linearunabhiingig sind.

Die obigen vier Sitze bedirfen einer Brliuterung, welche ich fur
den dritten und vierten Satz an zwei cinfachen Beispiclen geben will.
Die Gleichung (2"—1)f” + 22f’—2/—0 hat die Integrale /,~ 2,

frm zig?! —2, wihrend 2’ = +1 ist Diese Intograle sind linoar-
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unabhiingig, also darf eines derselben fr z—— 1, und eines flr z—1
dor Differentialgleichung nicht gengen. Dies ist in der That mit /,
der Fall, da f, in der Nahe jener Werthe aufhért der Vorauseetzung
1m entsprechen, dale seine Aenderung der Aenderung von « proportional
sei, also von der Herstellung der Differentialquotienten f” und f” fr
jene Werthe keine Rede sein kann. — Untersucht man die Wirme-
bewegung in einer Vollkugel nach der Fourier’achen Theorie fir
den Fall, wo die Temperatar u nur von der Zeit ¢ und dem aus dem
Centrum’ genommenen Radiusvector x abhiingt, so hat man fir alle

du_at 0 (du ne wiPunkte der Kugel ohne Ausnahme 3° — $5 2 (z#2%). Ist « eine will-
irliche Constante, so kann man ein particulares Integral finden, wenn

man noch die Gleichung 3% —— ow hinzunimmt, Dann erbilt man:

und es ist ein solches Integral au suchen, welches dieser Gleichung
fir den Punkt r=0 gentigt. Diese Gleichung hat die Integrale:

in#2 coe?haa haat

von denen das Letztore zu verwerfen ist, weil es der Gleichung nicht
flr = 0 gentigt.

‘Aus art 3 Ubertragen wir noch folgende Sitze. Hat man n+ 1

Funetionen f; f,,...f,y welche der Gleichung (3.) fr alle Werthe von
z— 2, bis z=, genlgen, 00 sind diceelben fir die nimlichen Werthe
von 2 linearabhiingig. Sind die Functionen f,, f,,-.. f, in jenem Intervall
linearunabhingig, #0 besteht in demselben eine einzige Relation von
der Form:

Te) = of, 2) + af (2) +--+ of,(2)-

Gentigen diese nimlichen Functionen der @leichung (3.) in zwei auf-
einanderfolgenden Intervallen, zwischen denen ein Werth 2’ liegt, fr
den A(z), A'(z),... A(z) verschwinden, und ist » Zn, 80 mula die
in dem einen Intervall stattfindende lineare Relation von der im andern

bestehenden ginzlich verschieden sein.

5.

Es ist hier am Orte, einige Kigenschaften der im Vorhergehenden
betrachteten Determinanten anzuschliefsen. Es ist:

Et VO-V,D V0," ..V,U0 = VV... VE U0"... 0.9,
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und wenn man UW), —U,#)= 40,0), AU, — 4,0) = 40,0 ete.setzt:

EE UAV'SU"... FU = E400; Y,"...0f,

cine Formel, welche man auf dieselbe Art, wie die Gleichung (1.)
art. 4 boweist. Die Verbindung dieser Gleichungen giebt:

a) EL VU-A(VU): 300")... a0)
AVV,V,...V,24 UAV AU"... 0.

Setat man in dieser V= tp, Vi— a Nena #0 fogs
EEUAV'SU"... £U”

Ty (2 ue

= 00,0,...U,544(G)a(F).-4(FF).
Wiederholt man diese Operation und sotzt:

me ee ums

4(y)- ure, 4( ine) = OM, 4( gis) = UM, ete,
vo ergiebt sich schliofslich:

@) 24 UAU'AU"....3°UM

DU UyD028038,UE Udy oP AAU,
wodurch die Determinante zur Linken als das Produkt von "+1."+#Factoren dargestelit ist. Setst man Ui") —f,(me+ 1s), V,—o(ms+ pe),
me —z und 6 = 22, so erhalt man aus (1), wenn man durch 62?***?
dividirt und 2ur Grenze dbergeht:

Bh Boh. Bl garizrg 2h 2. OMe

Bezeichnet man forner die Grenze von '2”” durch f,,,, 80 dafs man bet:
a (fe 2 (he 8 (fontas aaP)> foam defn)» fea zel(pa)> le»

0 folgt aus (2.):

4 fh OMe per ipma pact«) SAG lem PO fhi sya alan >
Die Gleichungen (3.) und (4.) sind auerst von Hern Hesse im 54"
Bande dieses Journals pag. 249, 250 veréifentlicht worden*)

*) Die in diesen beiden Gleichuogen enthaltonen Ergebniase waren bereits
vor Inger als einem Jabr von Herm Christoffel gefunden und der Redaction
dieses Journals mitgetheilt worden. Nur dem Umstande, dafe der Herr Verfasser
dieser Arbeit einige Aenderangen in dereelben vorsunehmen winschte, it ex 2a

rurchreiben, dafe die nfmlichen Ergebnisee, welche Herr Hesse in dor citirten
Abhandlang erhalten hat, von diesem friher verdffentlicht worden sind. B.
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Zur Transformstion der Veriinderlichen in diesen Determinanten

hat man die Formel:

Bh Oh a he ‘atyeene) Of, Oh | Oty©) Barat GG) Pal Gd Ge
welche sich sehr leicht beweisen Jafst, indem man fir die Derivirten
nach 2 die nach ¢ mittelst der Formel:

PL PT (a, | mot aSamGee (ge) FU Get + Fie
einflhrt, und dann durch Addition von Verticalreihen reducirt.

‘Setzt man:

ARO | Ate a4 a4,ZAbetel FE BfIe Ger
so hat man folgendes System von Gleichungen, dessen Beweis ich
tbergehe:

Z44,4/4,"...4,0 =a"

24 ody"... AEP = (“Wah

2444/4"... OP =(aes E
6) J244.4'4"... dP =(Iazs ther Oh

, f, Om feLt AA! —(-1"-" 44h,of oe 4
em oh fya4 -Cymesnh... Oe.

Diese Gleichungen sind von Wichtigkeit fir die Untersuchung
solcher linearer homogener Differentialausdricke, welche nach der Be-
mennung des Herrn Hesse zu einander complementar sind. So enthilt
2. B. die vorletzte derselben die vollstiindige Integration einer linearen
Differentialgleichung ohne zweiten Theil, fr den Fall, dafs das Integral
ihrer Complementargleichung bekannt ist.

Montjoie, 1857.

Anmerkung.

Zn der vorstehenden Abhandiang enthielt das in dor Vorrede erwihnte Hand-
exemplar Christofels einen Nachtrag, der auf §.108—110 sum ersten Male ab-
gedruckt wird. Fr
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Zusats xn der vorstehenden Abhandlung aber die Lineare AbhAngigkeit

von Funktionen einer einzigen Verinderlichen.

(Aus dem Nachlafs Christoffels,)

Durch eine gitige Mittheilung des Herm Prof. Kummer wurde
ich auf einen in der Anwendung der Lehre von der Linearabhingigkeit
vorkommenden Fall sufmerksam gemacht, welcher sich mittelst der in
obigen artt. gegebenen Regeln nicht erledigen list, nimlich den Fall,
wo eine Function so beschaffen ist, dale sie einer gogebenen Differenzen-
oder Differenzialgleichung nur innerhalb eines bestimmten Intervalls

genigt. Die in art. 3. angestellte Untersuchung ist nimlich nur 0
weit gefthrt worden, dale sich ein Schlufa auf das Verhalten solcher
n Funktionen ziehen liefs, welche der Gleichung 1. in allen p. 98 be-
zeichneten Intervallen genigen. Es ist daher auch woeentliche Be-
dingang 2u den durch 1) 2) 3) 4) bezeichneten Sitzon, dafs die Fune-
tionen f,, fy, --+f, der Gleichung 1. in mehr als einem Intervall go-niigen, d.h. dale die in Frage kommenden Werte m’ zwischen Inter-
vallen liegen, in denen der Gleichung 1. durch jene Functionen Gendge
geschicht, Die ansloge Bedingung gilt flr die Sitze des art. 4

‘Um den obigen Fall 2u behandeln, zorloge ich nach Anleitung
von pag. 98 die Reihe der Werthe m in Intervalle, zwischen denen die
Werthe m’ eingeschaltet sind, und sei die Reihe a. ein solches Inter-
vall; dann ist also sowobl fir m—my—1, als flr m=m,+p+1
eine der Functionen P(m) und P,(m) oder es sind beide gleich Null.
Man befindet sich demnach in dem pag. 97 erdrterten Falle; die unter

den dortigen Voraussetzungen bestimmten Functionen sind fir die
Werthe b. linearunabhingig. Handelt es sich nun darum, die Wertho

dioser Functionen fir m= mp—1 und m—m+p+1 60 m be
stimmen, dafs der Gleichung 1. Genge geechieht, so sind folgende
Fille zu unterscheiden.

A. 1) P(m—1)=0, P(mg—1)S0. Da 4(m) von Null ver-
echieden ist, #0 folgt aus 3. 4,(m,— 1) = oo, was unzulissig

ist, Es kann also mindestens eine der Fanctionen f,, fy, ---f,
nicht bis zu dem Werthe m= m,—1 fortgesetzt werden.

2) P,(my—1)=0, P(my—1)—0. Aus 2. folgt, dals 4), ,(my—1)—0
fir w= 1,2,...m, also 4y(m,) —0, was nicht der Fall ist.
Also haben wir dasselbe Resultat wie in 1).

3) P,(m,—1)S0, P(m,—1)—0. Aus3. ergiebt sich 4,(m,—1)—0;
folglich sind die Functionen f,, fy, ... f, linearabhingig flr
m= my—1, mg... mgm— 2.
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B. 1) P(m+pt+1)—0, Py(myt+p+1)S0. Unter dieser Vor-
aussetzung wird 4,(m,+ p+ 2)— co, also kann zum wenig-
sten eine der Functionen f,fy, -..f, nicht bis zum Werthem— m+pt+n+

1 fortgesetzt werden.2) P(m+p+1)=—0, Pym tp+1)—0. Hierans folgt

Ap,+ p+ 1)=0 fir w= 1,2,...m, also auchAy(tny +p +1) =O, was nicht der Fall ist, also gilt wieder
das vorige Resultat.

3) P(m) +p +1) SO, P,(my+p + 1) —0 liefert die Gleichung
A,(mm,+ p+2)—=0; die Functionen f,, fy...f, kénnen da-her

bis zum Werthe m= m+p +1 fortgesetzt werden, sindaber fir die Werthe m= m,+p+2, my+p+3,...mytp+n+1
linearabhiingig.

Sollen demnach alle Functionen f,, fz,... f, bis 2 obigen Wer-
then mittelst der Gleichung 1. fortgesetzt werden, so ist dies nur in
den Fallen A. 3) und B. 3) méglich, und os stellt sich die Thataache
heraus, dafs die n Funetionen flr die n extremen Werthe des um die
Werthe m’—m,—1 und m’=m,+p-+n-+1 vermehrten Intervalle
ihre Linearunabhingigkeit nicht bewahren.

Um alle Fille zu erledigen, welche sich bei der Fortectaung
obiger Fonetionen mittelst der Gleichung 1. darbieten kénnon, wenn
dieselbe Oberhaupt méglich ist, gehe ich zur Betrachtung der Werthe
m=m—2, m=m+p+2 Aber. Es sind dabei folgende Falle

miglich.

A. 8) @) P,(m,—2) $0, P(m,— 2) $0. Aus3.folgt 4,(1my—2)—0,die Functionen kénnen also fortgesetzt werden, bleiben
aber linearabhiingig.

A) P,(m—2)=0, P(m—2)S0. Aus 2 folgt, daB die
Werthe der Funetionen f;, f,,...f, frm = m,—2 willkar-
lich sind; es ist also gestattet, diese Werthe eo auszuwahlen,
dafs die Functionen

fur die Werthe m—2, my—1,...mig-+n—3lincarunabhingig werden; jedenfalls wird aber die weitere

Fortsetoung derselben von ihrem friiheren Verlauf unab-
hiingig, indem zu derselben die Angabe der zu m — m,—2
gehdrigen Functionalwerthe erforderlich ist.

7”) P,(m,—2)S0, P(m,—2)—0; ans 3. orgiebt sich
Ay(1my— 2) = 0, wie in a).

4) P,(0mg—2)—=0, P(my—2)= 05 aus 2. folgt 4y,,(my—2)—=0fir w= 1,2,...m, also ist wie in @) und 7) 4,(m,—2)—0.
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B. 8) a) P(myt+p+2)S0, P,(me+p+2)S0giedt A4(m,+p+2)—0;die Functionen kénnen also zum Werthe m= m+ p+n+2
fortgesetzt werden, indem sio dabei linearabhiingig bleiben.

B) Ploy +p +2)—0, P,(m +p -+2)S0; die Werthe der
Funetionen f,, fy,.--f, bleiben fir m— m,+p+n+2
willktirlich; sie kénnen also so gewihlt werden, daB die
Functionen fir m— m+ p+3, mytp+4,...mytp+nt+2
linearunabhingig werden; jedenfalls wird aber die weitere
Fortsctaung derselben von ihrem friheren Verlnufe unab-
hbingig, indem au derselben die durch die Gleichung 1. nicht
vermittelte Angabe der zu m= m,+p-+n+2 gehorigen
Functionalwerthe erforderlich ist.

2) Pim +p +2)S0, Py(m+p+2) 0 giebt wie in «)
Ai(m+P +2)—0.4) Pim +p +2)=0, P(m+p+2)—0 giedt aus 2. fur

#=1,2,...m 4y,,(mo+p +2) =O, also wie in «) und)Ao(my+ p + 2) = 0.Daraus ergiebt sich nun folgender Satz:
Gontgen m linearunabhingige Funetionen f,, fy,---f, der

Gleichung 1. in einem bestimmten Intervalle a, welcher unten
und oben durch die Werthe m'=m,—1 und m'=m,+p+1
begrenzt ist, so kénnen nur dann alle Functionen mittelst der
Gleichung 1. Wher das Intervall b. fortgesetst werden, wenn
P,(— 1) und P(m,-+p +1) von Null verschieden ist; ist dies
aber der Fall, 0 ist auch die weitere Fortsetzung der Functionen
ulisssig und richtet sich nach folgenden Gesetzen.

Ist unter den Zablen m—m,—2, m—3...mj—q die
Zahl_m,—q die cinzige, welche der Bedingung (A. 3) A)
P,(m)= 0 P(m) $0 geniigt, so sind die Functionen f,, fy,---ffr die Werthe m—q +1, m—q+2...my-+n—2 linearab-
hingig. Zur Bestimmung der fir m —m,—q und dariber hinaus
stattfindenden Functionalwerthe reicht die Angabe der Werthe, welche
die Functionen fir m =m, my+1,...my+n—1 haben, nicht
mehr aus, sondern es milssen mindestens die zu m= m,—@ ge-

horigen Werthe derselben unmittelbar gegeben werden; dies kann
aber so geschehen, dafs die Functionen von m,—q-+n—1 ab-
wiirts linearanabhiingig werden, da wegen der willkirlichen Func-
tionalwerthe, welche bei m,—q stattfinden, beliebig viele solche
Fortsetzungen erhalten werden kénnen.

Ist unter den Zahlen m—m+p+2, my+pt3,...m+p+r+2
die Zabl m,-+p-+r + 2 die einsige, welche der Bedingung (B.3) 6))
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P(m) = 0, P,(m) $0 gentgt, s0 sind die Funetionen f,, fy, --- f.

far die Werthe my+p +2, m+p+3,...m+p+rt+n41
linearabhiingig. Zur Bestimmung der flr m=—m,+p+r+2
und dardber hinaus stattfindenden Functionalwertbe reicht die An-

gabeder Werthe, welche die Functionon fir m= m1, ..my-+n—1
haben, nicht mehr aus, sondern es milssen mindestens die zu

m—m,+p+1r+2 gehdrigen Werthe derselben unmittelbar ge-
geben werden; dies kann aber eo gescheben, dafs die Functionen
von m,+p+r+3 aufwirts linearunabbingig werden. Jedenfalls
kénnen aber die Werthe, welche man hierdurch fr die Functionen

far fer«+> fy YO my+p+r+2 an erhiilt, nicht mehr als dio
Fortsetzung des friheren Verlaufs dieser Functionen betrachtet
werden, da wegen der bei m+ p+ r+ 2 stattfindenden willktr-
lichen Functionalwerthe beliebig viele solcher Fortsetzungen er-
halten werden kénnen.

‘Was nun den Ubergang von diesen Betrachtungen zu denen des
art. 4 betrifft, so ist dartber folgendes zu bemerken. Genigen n linear-
unabhingige Functionen f,,fy, ...f, der Differenzialgleichung 3. faralle zwischen x,’ und z,' liegenden Werthe von 2, wihrend z,’ und z,'
den Coeffizienten A(z) zum Verschwinden bringen, so kann es sich
ereignen, dafs sie der Gleichung auch noch fur einen dieser Werthe
oder fOr beide gentgen; jedenfalls hat man dann fir diesen extremen
‘Werth von z die Gleichung a,f,0)+a,fy) +----+ a,f,0—=0, pm 1,2,..00.Aber die Bedingungen flr das Eintreten dieses Falles Inssen sich nur
aus einer genaueren Untersuchung der Gleichungen (pag. 101) P(me)=0,
P,(ms)=0 unter Anwendung obiger Sitze herleiten und sind der
allgemeinen Untersuchung nicht zuginglich.



Iv.

Zur Abhandlung von Heine: ,,Ueber Zahler und Nenner der
Naherungswerthe von Kettenbrachen" im 57. Band des Journals

for die reine und angewandte Mathematik. .

(Journal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. 68, 1861, 8. 90-92)

Herr Heine hat im § 7 der genannten Abhandlung die Zabler
und Nenner der Niherungswerthe des Kettenbruchs fiir

Flier typ)ie) Fed usaa k=co
F(bhnB)

gefunden, und zwar erfordert der dort cingeschlagone Wog die ge-
sonderte Bestimmung der beiden auf einander folgenden Zihler P,,,

Pinys und der enteprechenden Nenner Qa; Qinyi- Es dlirfia von
einigem Interesse sein, dap diese vier Functionen siimmilich in einer
einzigen Form enthalten sind.

Bestimmt man nimlich zwei Reihen von Functionen V und W

durch die Gleichungen

Konl, Narth Wat)ts Wet) Vte%,
(2) Vngs= (7 ++ 3) Vintat 2¥ mga

Worry Wim tl) Wote, Wi(9+2)Wi +2.Wasa (7+ m +2) Wags tt Way
80 ist

Vm t [° RoR eWn =_ - 1, 7 +2, J,ETE 2 wrth y+ y+m.
7m

rithin J der m+ 1* Niherungewerth des Kettenbruchs fir *. Folg-
lich kinnen yV,, und W,, von P, und Q, nur durch ein und den-
selben constanten Factor verschieden sein,
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Vergleicht man in (2.) die tber einander stehenden Gleichungen,
80 zeigt sich sofort, daB, wenn

(3) Va 9 (2, ¥ + 1, m)

gesetat wird, mugleich

@) Wan 9(z, %,m +1)
sein muB; damit ist die oben aufgestellte Behauptung erwiesen. Es
ergiebt sich

ry tm—9(6) 9(% Hm) = Z(m— 9), Re
wo s die Werthe0, 1,2,... bis zur gréfsten in $m enthaltenen ganzenZahl inclusive durchliuft, und statt des Quotienten der beiden I’ die

enteprechende Facultét zu setzen ist, Mittelst dieser Bezsichnung
wird nun

CFNG+) G+2M—-D Pq = 9(G7+1,2m—1),
6) @HYNG+2)-G+2m) Pray=(G7+1,2m),“

)e@tD@+2) G+2m—-1) Qe = 9% 7, 2m),PEAY G+2)-G+2m) Ong= 9% H% 2m-+ 1).
Der Werth von w lifat sich steta in susgefthrter Form angeben,

80 oft 7 die Halfte einer positiven und ungeraden Zahl ist, Fur y=}

findet man denselben in der Abhandlung des Herm Heine; ist

q@ y=42n+3), 0=0,1,2,...,
so setze man

(8) z= ty,
und

yee ayotte!@) Waser Bote
oder in anderer Form

ay, Gy ay?

ae etait tree
410)

A aysee

: 2y , @y)* ey"get tet tree
aysoF

dann wird

a 6 keOO

ted Ba ee leeund nach dem Friheren ist hiervon der m+ 1* Naherungeworth
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Ya _ 94 Gn+8, m )az) Wa g@dQn43,m-+i)?

welcher sich auch in die zu (11.) ganz ansloge Form

Bngnt2 Mart — Uns ars Bast .
BasnssUe— Unsng ByDringen TaBt

Die Functionen @ scheinen ou einer gréfeeren Rolle bestimmt 2u
sein, als sich aus ihrer Bezicbung zur hypergeometrischen Reihe ver-
muthen lafst, Sie stehen niimlich mit den Integralen der Riccatischen
Gleichung in einem so genauen Zusammenhange, da man fast in allen
Untersuchungen auf sie gefthrt wird, welche ein niheres Eingehen auf
dio Natur dieser Intograle erfordern.

Berlin, im Mire 1860,



Vv.

Uber die Dispersion des Licht

(Monataberichte der Kgl. preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1861,

8, 906-981 und 997999; wieder abgedruckt in Annalen der Physik und Chemie
Ba. 117, 1862, 8. 9745)

Seit den Untersuchungen Cauchy's tber die Dispersion des Lichts
hat man sich vielfach mit diesem Problem beschiftigt, theils um nach-
zuweisen, dafs die Resultate des Mémoire sur la dispersion, in Folge
der ihnen 2u Grunde gelegten Voraussetzungen von der Dispersion
keine Rechenschaft. zu geben vermégen, theils um dieselben von andern

Gesichtspunkten aus neu zu begriinden oder durch andere sn ersetzen.
Der hauptsiichlichste Einwurf, den man gegen Cauchy’s Theorie er-
heben kann, bezicht sich darauf, dale in derselben eine gentgende Er-
Srterung desjenigen Punktes vermilat wird, uf den es vor allem an-
kommt, nimlich der Frage, ob die Constanten, vermige deren die
Wollenlinge in den Ausdruck fiir die Fortpflanzungegoschwindigkeit
eingeht, auch solcher Werthe fihig sind, dafs dadurch eine wahrnehm-

bare Abhiingigkeit zwischen jenen Gréfsen begrindet wird; derselbe
trifft in diesem Sinne auch alle spiiter Uber diesen Gegenstand ver-
‘Sffentlichten Arbeiten.

Die genauere Untersuchung dieser Frage, welche sich in ahnlicher
Form auch bei andern Problemen der Molekulartheorie wiederholt, hat

gezeigt, dafs die Voraussetzungen der §§ 1. 2. 3. des Mém. s. 1. disp,
auf gebithrende Grenzen eingeschrinkt, die Dispersion des Lichtes in
isotropen Mittoin, mit Ausschlufs bestimmter Grenzfille, vollstindig er-
Kliren, und zwar durch eine Formel, welche alle bisher aufgestellten
‘an Einfachheit wesentlich dbertrifft. Nennt man nimlich die Wellen-

linge eines Strahls im dispersionsfreien Raume und seinen Brechungs-
index far den Obergang in ein anderes isotropes Mittel die Elemente
dieses Strabls, so besteht die von mir gefundene Dispersionsformel in
einer Relation zwischen den Elementen zweier Strahlen, von denen der

eine willktilich, der andere phyeikalisch definirt und fur die Natur der
RM Obristottel, GesammalisAMBandlengn. 1 8
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brechenden Substanz charakteristisch ist; wihrend die Anniherungs-
formeln von Cauchy, Baden-Powell, Broch und Redtenbacber

ihrer Natur nach als Relationen zwischen den Elementen von drei, die

letztere von vier willktrlichen Strahlen sufgefafst werden missen,

Dat Mémoire s. L. disp, an wolches hier angeknOpft wird, handelt

von den kleinen Schwingungen, welche ein sich selbst Uberlassenes

System materieller Punkte um eine stabile Gleichgewichtslage heram
ausfuhrt, In der letztern sind die Punkto retikular geordnet; ihre Ent-

fornungen von einander halten sich sowohl vor, als wahrend der Be-

‘wegung ber einer endlichen, wenn auch sehr kleinen Grenze gy Nennt
man m, m’ die als einander gleich voransgesetzten Massen zweier Punkte,
rr ihre gegenseitige Entfernung, so wirkt 2wischen ihnen die Anzichung
mm'f(#), welche nebst ihrer ersten Derivirten mm'f“(r) die Eigenschaft
hat, wahrend r von ¢» bis au einem ander endlichen, jedoch sehr
Kleinen Werthe @ wiichst, nie unendlich oder unstetig zu werden, und

fir gréfsere Werthe von r zu verechwinden. Diese Entfernung @ wird
der Radius der Wirkungssphire genannt,

Hierm wird die cinschrinkende Bedingung gefligt, dafs die von

verschiedenen lokalen Stérungen des Gleichgewichts herrihrenden Er-
schiltterungen sich iberall, wo sie einander begegnen, ohne merkbare
gegenseitige Stérung superponiren. Reduzirt man dem entsprechend
die beschleunigenden Krifte auf ihre linearen Theile, #0 findet sich, date
dies nur so lange geschehen kann, als die urspriingliche gegenseitige
Lage von Punkten, die mit mefsbarer Stirke auf cinander wirken, nur

sehr wenig geindert ist. BeiWellenbewegungen lassen sich zwei Grenz-
fille nachweisen, in denen diese Bedingung nicht erfullt ist; man ge-
Iangt zu denselben, bei constanter Wellenlinge durch Vergrofserung
der Amplitude, und bei constanter Amplitude durch Verringerang der
Wellenlinge. Die Gesetze, nach denen die Bewegung in diesen Fallen
vorlioft, kénnen sich demnach aus der Untersuchung der superponir-
aren kleinen Schwingungen nicht ergeben, da sie bei dereelben von
vornherein ausgeschlossen sind.

Dies vorausgeschickt, findet Cauchy folgendes Resultat Ist das
oben bezeichnete System isotrop, so besteht zwischen der Schwingungs-

dauer t= 2* ebener Wellon, in denen die Schwingungen transverval
sind, und ihrer Wellenliingo 1 = ** eine Relation von der Form:

1 stm al + al + iE +5

hier sind a,,,, a,,--- constante Grdfsen, welche von der Einwirkung
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abbiingen, die irgend cin Punkt O des Systems wahrend des Gleich-
gewichts von Seiten der Obrigen, in seiner Wirkungesphire befindlichen
Punkte erfihrt; ist m einer der letstern, und r seine Entfernung von 0,

#0 hat man (§ 9.)

cy 1p
2 OeaHAt apoBA= Limp), B= Lm ef' nh) — fr).

Dio Fortpfanzungsgeschwindigkeit dieser Wellen ist 1 — +, folg-
lich, 80 lange nicht alle Constanten a,, a, --- verschwinden, fur Wellen
von verschiedener Linge verschieden.

Denkt man sich jetzt zwei isotrope Medien 4 und m, welche sich
lings einer Ebene E berthren, und von denen das erstere anfeerdem
die Higenschaft hat, Wellen von jeder Linge mit der nimlichen Go-
schwindigkeit fortzupflanzen, #0 besteht die Aufgabe der Dispersions-
theorie darin, den Brechungsindex n fOr den Ubergang eines Wellen-
systems aus 4 nach m als Funktion derjenigen Gréfsen darzustellen,

durch welche die Bewegung dieser Wellen in » bestimmt wird.
Bezeichnet man die Werthe, welche die oben eingefihrten Grofsen

in w annehmen, durch die entsprechenden griechischen Buchstabeu, 80

hat man o*— a,23, 6 —°", x— 3%. Da ferner die auf die Ebene E
beziiglichen Bedingungen in linearen Gleichungen zwischen einer end-
lichen Anzahl von rechts und links dieser Ebene stattfindenden Ver-

riickungen und Beschleunigungen bestehen, so erhilt man die be

kannten Relationen 2 = nl, r=, Hieraus ergiebt sich ¢ —s, k= "=",
xa, also findet zwischen n und 2 die Gleichung

Ce

statt, aus welcher n zu bestimmen ist.

Za dem Ende nimmt Cauchy an, dafs die Quotienten ra Fay weesehr Kleine Grofsen von der Ordnung ¢* sind, und kebrt nun die Reihe 1.
um, woraus flr i? cin Ausdruck von der Form i= b,s*-+ dys!
+ bst+ ---folgt; dieselbe Operation, auf 3. angewandt, giebt n*-— b,c,

+ Gales?4 Cathe? +5 os folgt aus jener Voraussetzung, dale
auch in dieser Reihe jeder Coéffizient sich im Vergleich sum voran-
gehenden wie cine Grifse von der Ordnung g* verhalten mals. Die
numerische Verifikation zeigt, dafs diese Voraussetzung, welche schon
im Prinzip den Zweek der Untersuchung in Frage stellt, keineswegs

”
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mit der Erfahrung dbereinstimmt, indem selbst in solchen Fallen, wo »

sich nur sehr langsam mit 2 iindert, die angenommene rapide Abnahme
der Coéffizienten nicht eintritt. Auch ist dieselbe keine nothwendige
Folge der frithen Vorauasetsungen; vielmehr lifet sich leicht zeigen,
dafs durch geeigneto Bestimmungen Ober die Funktion f(r) den Con-
stanten a, und a, jeder endliche Werth angewiesen werden kann,
wahrend aledann bei den folgenden Coéffizienten jene Grifeenordnung
allerdings stattfindet.

Sei p die Anzshl der verschiedenen Werthe von r, denen im
Innem der su O gebérigen Wirkungeephire Punkte des Systems ent-
sprechen, so ist p eine endliche, durch den Werth von @ villig be-
stimmte Zahl. Jede der Summen A, enthilt dann die nimlichen

p Werthe der Funktion f(r), ber welche man, mit Bericksichtigung

der ber dieso Funktion bereits gotroffenen Bestimmungen, frei ver-

filgen kann, Betrachtet man diese Werthe von f(r) als Unbekannte,

so fragt es sich, ob man in 2. die Werthe 4,, 4,,..4,_, als will-
kitrlich gegeben betrachten darf, oder ob die der Funktion /(r) auf-
erlegten Bedingungen eine Beschrinkung in der Auswahl dieser Werthe
nach sich zichen.

Die Werthe von f(r) missen 1) mit der Stabilitit des Systems
vereinbar sein, 2) den Bedingungen der Isotropie gentigen, und 3) darf
einer derselben unendlich grofs sein. Die erste Bedingung hat auf
die augenblickliche Untersuchung keinen Einfluls, da sie nur das Zeichen,
nicht den absoluten Werth eines Ausdrucks bestimmt, welcher von den

in Frage kommenden Werthen von /(r) und /“(r) abhingt; die Iso-
tropiebedingungon bleiben vorliufig ganz bei Scite, da sie erst durch
die folgenden Betrachtungen auf ihren gebhrenden Umfang eingeschrinkt
werden milssen.

Bezeichnet man jetzt die in A, einzusetzenden Werthe von r durch

rr oder 6, jonachdem ihnen ein positiver oder negativer Werth von f(r)
entspricht, und setat: SImf(r,)r,*!—= R,, — Limf(s,)s,'*#— R, s0 ist

A, als Summe einer endlichen Anzahl von Gliedern gleich Ry— R's
ferner lassen sich zwischen @, und @ zwei Werthe r,, und 54, 80 aus-
wihlen, dale 2,—rif Ry,R=sti Ry’ wird; daraus folgtAga By Bey Ay rh, Ry 8h, Rey A= ett Ry — th Ry
Wenn nun f(r) bei der Summation sein Zeichen nicht wechselt, so

ist cine der Grofsen Ry, I%’ gleich Null, also findet dann, wenigstens
bei den Constanten ,, die von Cauchy angenommene Grdfsenordnung
statt, Werden dagegen Zeichenwechsel augelassen, so stebt nichts im
Wege, der Funktion f(r) einen solchen Verlauf zu geben, dale ri, von
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sf, um ingend eine endliche Gréfee von der Ordnung ¢* verschieden
ist; dann erhiilt man:

Ay Hite pr Ai—thidoee or a eae

oA Ald atteAmaaaa Ae
Ertheilt man jetzt den Gréfven 4, und A, endliche Werthe von der-
selben Ordnung, 80 werden Ry und Ry’ endlich und im Vergleich mu

ihnen von der Ordnung ro was mit keiner frien Bestimmung im
Widerspruche steht; dagegen wird der erste Theil von 4,, wenn iS2
ist, von der Ordaung gp", der andere von der Ordnung @%, also tritt
hier der oben erwihnte Umstand wirklich ein.

Durch Hiufung der Bedingungen, denen f(r) unterworfen ist, kann
man bewirken, dafe r3,—st, wird. Ich lasso diesen Fall im Folgendenunberdcksichtigt, da es nicht der Natur der Sache angemossen zu ecin
scheint, die Schlafsresultate, aus denen, wie es bei Untersuchungen
dieser Art steta der Fall ist, jede Spur vom besondern Charakter der
Funktion f(r) herausfallt, an spezielle Voraussetzungen ther den Ver-
Jauf derselben zu binden.

Da dieselbe Betrachtung auf B, anwendbar ist, so folgt, dafe in
jeder der beiden Reihen 4,, 4,, A, ....und By, B,, By, . .. dio awei
ersten Glieder endlicher Werthe von derselben Ordnung fihig sind,
dagegen das dritte und jedes folgende Glied im Vergleich zum voran-
gehenden eine Gréfee von der Ordnung ¢? ist. Dasselbe gilt daher

auch von der Reihe a,, a), a, ...

So lange nun in der Gleichung (3.) +—1 so Klein ist, dafs alle
Glieder der rechten Seite einen merklichen Einflufé auf ihren Werth

iufsern, findet offenbar kein einfacher Zusammenhang zwischen n und A,
statt; ich beschrinke daher die Untersuchung auf den Fall, wo t zum
Radius der Wirkungsephire in einem solchen Verbiltnisse steht, dats
dio Glieder, deren Coéffizienten von der Ordnung ¢, of, of, .. . sind,

keinen wesentlichen Beitrag zum vollen Werthe der rechten Seite mehr

liefern. Es mufs dabei der Erfahrung tberlassen werden, zu ent-
scheiden, bis zu welchen Werthen von 1 alle nach dem zweiten folgen-
den Glieder vernachliasigt werden ditrfen, wihrend es ganz dahin ge-
stellt bleibt, wie grofe oder klein man sich den Radius der Wirkungs-
sphire zu denken hat, Abgeschen von allen andern Bedingungen wird
also die Formel

.4. 4, — an+ 2x)
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flr hinlinglich grofse Werthe von J den Vorsussetzungen der Theorie
genau entsprechen, dagegen bei abnehmendem J einmal aufhéren, die
Resultate derselben darzustellen.

Dies festgestellt, denke man sich durch O eine Gerade g von be-
lisbiger Richtung gezogen, und setze, unter (rg) den Winkel zwischen
g und r verstanden,

U, = Emf(r)r*+* cost+*(rg)

B, = Lm(rf) —fr))r**** cos™+4(rg);
dann bestehen nach Cauchy (man vergl. § 3. 43.—46. mit § 9. 10.—11.)
die Bedingungen far die Isotropie darin, dafs fir i—0, 1, 2,... bei
jeder beliebigen Richtung von g

1 15.

Wm spsde Bmaesein mals,

Will man nun die Bedingung der Isotropie unbeschriinkt aufrecht
erhalten, so hat man zu untersuchen, ob dieser unendlichen Zahl von
Bedingungegleichungen bei einer endlichen Zahl von Werthen der
Funktionen f(r) und r/‘(r) — f(#) durch eine passende Anordnung des
Systems Genilge geschehen kine, d. h. ob es miglich ist, eine solche
Einrichtung des retikularen Punktensystems anzugeben, dals diese Be-
dingungsgleichungen sich von selbst auf eine endliche Zabl reduziren.
Dieser Untersuchung kann man sich aber ganz dberbeben, wenn man
die Betrachtung so einschrinkt, wie es vorhin geschehen ist. In der That

Jafst sich nachweisen, dafs bei den vorausgesetzten Werthen von / die
Gleichung 4., oder was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung
st = a,k?+ a,k* stattfindet, sobald nur die Gleichungen 5. flr i=0und i—1 erfilit sind, wihrend es ganz gleichgiltig ist, ob dies auchmit den folgenden der Fall ist.

.
Die Gréfse s* ist im Allgemeinen durch eine kubische Gleichung

bestimmt, deren Coéffizienten von den beiden Funktionen

1 1 1P= G5 %oP — nw GE + GSE
1 gut 1FB7B — THB"+|B

abbiingen, und zwar ist fir den Fall, dafs alle Isotropiebedingungen

erfullt sind, s*= 7+ {). Da %, sich in die Form r¥{c0s™ +9, Ry
— sticos™+4y,R,’ bringen lifat, und ahnliches von 8, gilt, so sind &,
und , von derselben Ordnung, wie 4, und B,, Reduzirt man daher
vorstehende Reihen auf ihre beiden ersten Glieder, so wird unter der
Voraussetzung, dafs die Gleichungen 5. fir i—0 und i—1 erfallt sind,



'Y. Uber die Dispersion des Lichts. 119

1 1 1 1Pa

atyAl nigh P= Bat piyBl~ nin BMdarous ergibt sich fir s* die nimliche kubische Gleichung, als ob in
dem Falle der unbeschrinkten Isotropie die Ausdricke fir 7’ und V
ebenfalls auf ihre ersten Glieder reduzirt worden waren; man erhiilt

also, wie vorhin, s* = a,k*+ ak.
Dritckt man in den Gleichungen %, — + 4,, %,—44,,By—+By,

8, —4B,, auf welche sich in Folge der ther 1 gemachten Voraus-
setzung die Isotropicbedingungen reduziron, cos (rg) durch die Cosinus
der Winkel aus, welche r und g mit drei rechtwinkligon Axen bilden,
so liefern dieselben wegen der willkirlichen Richtang von g beziebungs-
weise 6, 15, 15, 28 Relationen, von denen jedesmal eine aus den Obri-
gen folgt; die Zabl der von einander unabhingigen Bedingungen ist
demnach 60. Nichts hindert, die Anzahl p der verschiedenen Werthe

von r 80 groB vorauszusetzen, dafe diese linesren Gleichungen neben
den beiden, durch welche die Werthe von f(r) und f(r) mit den
Grofsen a, und a, verknipft sind, befriedigt werden kénnen.

Die cinzige Beschrinkung, der man bei der Auswahl der Werthe

von a, und a, unterworfen ist, rihrt von den Stabilititsbedingungen
her, und besteht darin, dafs s* positiv und von Null verschieden sein

mufs. Diese Bedingung ist bei der gegenwirtigen Untersuchung er-
fullt, da die Fortpflanzungegeschwindigkeit ebener Wellen in m, nim-
lich Va,, und umsomehr s—o als sehr betrichtlich vorausgesetst
wird, und die Grofeen a, und a, demgemile bestimmt werden,

‘Wendet man die Gleichung 4. auf dio Dispersion des Lichtes an,

0 kann man auf Grund der Erfahrung, dafe den kleinern Wellenlingen
die grifsern Brechungsindices entsprechen, das Vorzeichen der Con-

stanten 2 und 2 bestimmen; in der That folgt sus der ersten der
Gleichungen

BOETCPEBlades ears ge,
dafs * negativ, sus der andern, dale 2 positiv sein mufs. Die erstere
zeigt aufserdem, dafs neben der mit wachsendem 4 abnehmenden Wurzel
noch eine zweite vorhanden ist, welche mit 4 augleich und zwar 80
wiichst, dafs ihr Verhiiltnifs zu 4 sich einer von Null verschiedenen

festen Grenze nihert. In Folge dieser Zeichenbestimmung kann man

swei positive GrBfeen n, und A, 90 wien, dats S! a» 5, (2a)¥2 —-4wird; dadurch nimmt die Gleichung 4. folgende Form an:
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® (3)-2(0)+(@)-0
Von den Wurzeln dieser Gleichung missen drei verworfen werden,
nimlich 2wei wegen ihres Vorzeichens, die dritte aus dem doppelten
Grunde, weil sie gegen die Voruussetzung mit 4 zugleich wiichst, und
weil sie ftir den gebrochenen Strabl eine so kleine Wellenlinge liefern
wiirde, dafs die in 3. vorgenommene Vernachlissigung mindestens nicht
als zulissig nachgewiesen werden kann.

Die einige Wurzel, welche allen Vornussetzungen nachweisbar

geniigt, ist die folgende:

1 n-—— 8
V(¥3)+V 0-9)

wo alle Radikale positiv zu nehmen sind; dieselbe ist flr > zy reell,
fir 4<zy compler.*)

‘Aus dem Frahern folgt, dats diese Formel ihre Gultigkeit verliert,
sobald 4 unter eine, von der Erfahrung festzustellende Grenzo sinkt.
Last man diese Einschrinkang flr einen Augenblick unberiicksichtigt,
so kann man sunichst die Gréfsen n, und 4) von ihrer bisherigen De-
finition durch die Constanten der Molekulartheorie unabhingig machen,
und durch rein physikalische Bedingungen bestimmen. Da nimlich,
wie aus der Theorie der Lichtbrechung und Reflexion bekannt ist,

Strahlen mit complexem Brechungsindex total reflektirt werden, so

folgt, dafs von 4 nach m nur solche Strablen dbergehen kénnen, deren
Wellenliinge ther der, von der Natur beider Medien abhingigen Grenze
4, liegt, wahrend lle Strahlen von kleinerer Wellenlinge bei jedem
Einfallswinkel total refiektirt werden. Es sind daher m, und 4, die
Elemente des iuBersten von 4 nach m brechbaren Strahls.

Die Wellenlinge dieses charakteristischen Strahls ist im Allgemeinen
sebr Klein im Vergleich zur Wellenlinge der gewShnlich sichtbaren

Strahlen; nur bei der von Dale und Gladstone untersuchten Lésung
von Phosphor in Schwefelkohlenstoff gehirt sie einem der bis jetzt
beobachteten Theile des Spektrums an, indem bei dieser Substanz

4g = 0,112 ist, wihrend nach Esselbach die Wellenlinge von R in
dem hier angewandten Mafse 0,114 ist.

Da der Nenner von m sich um so weniger von 2 untorscheidet,

+) Setet man 4, —1 sing, O<p<%, vo nimmt die Gleichung 7. die Form
cos% = const. an, welche jedoch fir die momeriache Rechoung weniger ge-eignet ist, als die obige.
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je gréBer 2 im Vergleich 2a 2, ist, 80 milssen alle Strahlen, deren

‘Wellenliinge hinlinglich gréfser als 4, ist, nahezu in derselben Rich-
tung gebrochen werden. Das nach obiger Formel gebildete Spektrum
ist daher von zwei Richtungen begrenzt, die den Brechungsindices n, und

‘Py enteprechon; die erstere wird durch den charakteristschen Strahl
gebildet, in der andern concentriren sich alle Strahlen von betricht-
licher Wellenlinge.

Die Constante n, bestimmt demgemifs bei gegebenem Einfalls-
winkel die beiden Grenzrichtungen des Spektrums, wihrend 4, die
Grenze der im Spektrum vorhandenen Strahlen angibt, und zugleich
ihre Vertheilung in demselben bestimmt. Man mufa daher die erstere
als das Mafa des Brechungsvermigens, die andere als das Mats des
Dispersionsvermigens betrachten.

‘Um Mifeverstindnissen 2a begegnen, wiederhole ich, dafs diese
Gesetze nur unter bestimmten Einschrinkungen gelten, indem sie bei
abnehmendem 2 einmal aufser Kraft treten werden, und Gberdies der

Fall nicht susgeschlosson ist, dafs sie in der Wirklichkeit durch Er-
scheinungen modifizirt werden, von denen die gegenwirtige Unter-
suchung wegen der Bedingung der Superposition keine Rechenschaft
mi geben vermag.

Dafs sich obige Formel wirklich auf die Brechung der Lichtwellen
anwonden lafst, ergibt sich aus folgender Tafel, in welcher verschiedene

Grade des Dispersionsvermdgens, bis zum stirksten aufwarts, vertreten

sind; N ist der beobachtete, n der nach 7. berechnete Index; bei den
Strahlen, deren Elemente zur Berechnung von n, und 2, benutzt worden
sind, ist m nicht angegeben. Fur die Wellenlingen der Strahlen B,

©, D, E, F, @ und H warden, in zatgq Par. Zoll ausgedriickt, die
Zablen ‘

02541 02424 02175 0.1944 0,1791 0,1586 01457

‘angenommen; dieselben bilden das arithmetische Mitel aus den beiden,
nur wenig von einander abweichenden Angaben Fraunhofer’s, und
milssen bei der Ungewilsheit, welche von beiden die genauere ist, ale
die wahrecheinlichsten betrachtet werden. Da diese Zahlen nur bis

auf vier Stellen bekannt, und in der letzten jedenfalls unsicher sind,

#0 mufaten auch alle Indices auf cine entsprechende Zahl von Stellen
roduzirt werden.

Die Beobachtungen von Baden-Powell und der Hrn. Dale und
Gladstone finden sich in den Proceed. of the Roy. Soc. November-
heft 1859; die tibrigen Angaben sind dem Handbuche von Beer ent-
nommen.
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Ather (Dale und Gladstone).

“my iV2— 18482 nm,—1,9068 A, — 0,04827.
|» |e|»)])#)Fr)«¢j)|#

NW | 13645 ) 1064! 1,008 | 18690, 1,8600 | 1,8046 | 1,968" 13661 18668 | 18590, 18610 13678
Non | + 3|- 2 ol" 4 It 6

Spikél (Baden-Powell).

myiV2—= 14607 my —20668 1, — 0.06646,
wy | aatae ate) saves | a4sz9| 14s08 | 14948 | 21,5000ry 14745 | 14779 | 1,4825| 1,4866 1,5018Non + feo ale alee - 4

Gelbes Flintglas von Guinand (Dutirou).

my iV2—=1,7489 ny — 24738 1, —0,07673.
“N | aeov) 478 40777| 4,r802 | 17924 | 1,8062, 1,8186| [ourme nai) 17068 | 13997 118186yon | oj aj-" sla" +3i} i 1 1

Phenylhydrat (Dale und Gladstone).

ny :V2—1,6220 my —=2,1525 1, = 0,07966.
“Tw | eae | eas | 15488| 15061 | a.5609| 18768| 1,888” 16438 | 15492 | 15508 | 18684 | seoNon asi al ale” 8 |4 06

Schwefelkohlenstoff (Dale und Gladstone).

my V2— 16804 ny — 22422 1 — 0.00897,
N 10177 | 16209 | 1,6808 | 1,6434 —1,6654 | ae799 | 1,7086
” xeaiz | 16807| 1,6487| 1,6589 1,1038,Non ar ra 3|- 3 +501
Lésung von Phosphor in Schwefelkohlenstoff (Dale und

Gladstone).

eaTe ny 26008OS
N | 1934] + | 19627 | 19744 1,9041| 20361 | 9,746
® xgsoo | yg688 | 1e7aT| 904s| 2.0788Non leak tia "a

* it nicht beobachtet,
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Um mit Sicherheit beurtheilen au kénnen, ob die Werthe der

Differenzen N—n zum Schlusse auf cine Ungenauigkeit der Formel
berechtigen, mufs man die Grenzen bestimmen, innerhalb deren sich die
Unterschiede zwischen den berechnoten und den wahren Indices

halten miissen, wenn die Formel als absolut genau vorausgesetzt wird,
‘und die Beobachtungsfehler bestimmt angenommene Grenzen erreichen,
aber nicht Uberschreiten kénnen; daraus ergeben sich unmittelbar die
Grenzen der, mit der GUltigkeit der Formel vertriglichen Abweichungen
der berechneten von den beobachteten Indices. Ich habe die

etwas umstindliche Rechnung fir Schwefelkoblenstoff ausgefilhrt, unter
der Voraussetzung, dats die Fehler, mit denen die beobachteten Indices

und Wellenlingen behaftet sind, hichstens eine, beziiglich zwei Ein-

heiten der letzten Stelle betragen. Dieser Substanz wurde deshalb der
Vorzug gegeben, weil sie bei ihrer starken Dispersion und der Voll-
stindigkeit der Beobachtungereihe sich zu einem wirklichen Prifungs-
mittel der Dispersionsformel eignet, und aufserdem die bei ihr vor-
Kommenden Differenzen N—n nicht unbetrichtlich sind. Es hat sich

ergeben, dafs, wenn die Formel volle Genauigkeit besitzt, die Unter- :

schiede zwischen den berechneten und den wahren Indices in Folge der
bei den Beobachtungen als méglich vorausgesetzten Fehler, abgeschen
yom Zeichen und in Einheiten der letzten Stelle, fr die Strablen C,
D, E, F, H die Grenzen

23459

erreichen kénnen; hitte man weitere Grenzen fir die Beobachtungsfehler
angenommen, 60 wiirden diese Zahlen grifser ausgefallen sein. Addirt

‘man hierzu die méglichen Abweichungen der beobachteteu von den
wahren Indices, so erhilt man fir die zulissigen Differensen nwischen
den beobachteten und berechneten Indices die Grenzen

345610.

Die absoluten Werte der wirklichen Differenzen sind der Tafel zufolge
gleich

34357,

und werden demnach vollstindig durch die Beobachtungsfebler erklirt,
selbst wenn man den Beobachtungen eine Gensuigkeit zuschreibt, welche
sie zuverliissig nicht besitzen.

Es achien Uberflissig, diese Untersuchung fir die dbrigen Sub-
stanzen der Tafel zu wiederholen, da bei denselben die Differenzen

durchwog kleiner, ale beim Schwefelkoblenstoff sind; die starke Ab-
weichung beim Index H der Lésung von Phosphor in Schwofelkohlen-
stoff lifst sich vielleicht durch die Schwierigkeit erkliiren, bei der durch
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die starke Dispersion verursachten ungemeinen Lichtachwiiche noch
sichere Beobachtungen anzustellen.

oer die Dispersionsverhilinisse nicht isotroper Medien ist bis
jetzt nichts gentigendes festgestelit; ea lag jedoch nahe, durch nume-
rische Rechnung zu untersuchen, ob in solchen Fallen der Lichtbrechung,
wo sich die Richtung der Strahlen nach dem gewdhnlichen Gesetze

findert, auch fir die Dispersion das gewdhnliche Gesetz gelte. Die
folgende Tafel zeigt, dafs dies, soweit die Genauigkeit der Beobach-
tungon reicht, wirklich der Fall ist; aufserdem ergibt sich aus den
schdnen Beobachtungen Esselbach’s (Poggendorff's Annslen 98.) das
wichtige Resultat, dafs die Formel 7, wenigstens bei einer Substanz,
auf alle zwischen B und dem Esselbach’schen Streifon R enthaltenen

Wellenlingen anwendbar ist.

Bei den circularpolarisirenden Substanzen zeigt sich eine Unregel-
mifsigkeit, die sich allerdings auch beim Ather findet; dieselbe besteht
in dem éftern Zeichenwechsel der Differenzen N —n. Waren blofe die

aur Berechnung von n, und 2, benutzten Beobachtungen ungenan, alle.
iibrigen dagegen in Ubereinstimmung mit dem durch 7. ausgedrickten
Gesetze, so wirde in der Differenzenreihe héchstens cin einziger Zeichen-
wechsel vorkommen kénnen,

Bei Lavendelél H ist die Boobachtung sls unsicher bezeichnet; die
starke Abweichung bei D ribrt, wie es scheint, davon her, dafs an
Stelle von D noch einmal C beobachtet worden ist.

Circularpolarisirende Mittel.

Lavendelél (Baden-Powell).

i V2— 14525 nj — 20541 A, — 0.00896,
N

|

tacet) 14008 | aae60| 47a 14700 ae] 148807” 14663-14685 | 1.4727 1,4766 | 14900,Z| Jae la el + 80
Terpentindl (Fraunhofer).

my :V2— 14599 m,— 2,047 1, — 0.06086,

¥ | = i vai tates | 1aei7 | = 14089* aanie | nets | 147s | 1,418 14088
Non sale ae aa +01
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Hinaxige Krystalle.

Ordentlicher Strahl im Bergkrystall, elliptisch pol. (Esselbach).VaTiyEmTSSS my — 2706 2, — 004886— 198, Miliotel Mili
7

B c | D | = | ¥F o | #a | ooze | 60s | 080.6 | s20 | seas | aze7 | sone
wy | nome] nore| oes| 1eree | 16000! 18646 18566wm | uses | 15490 | 16480| 18800| 1654818588,

L | M N oO P | @ R2 | stax | 667 | soe | seo | sino | anne | soo,
N 1,5605| 1,6621 16668 1,8676 1,5690 | 1,8702 | 1,6787m0 tiseis | 13676 | 6890| 16704 | 18740Non it t ja a als
2 ist in Milliontel-Millimetern angegeben.

Hauptindices des Doppelspaths (Rudberg).

rarer erent eea
“Nw | ae6s1! 1,655 ass | 16080| 1080| 0702| 1.5008" | 1sses | ayes65 | 6832| 1.6077 a)von poole tt le | os

T miVPSH ATA mm 2,0088 = 004788
W | asso] 14sis | sasce| 24se7| 4007 | 14u6| 14878n 14845 14863) 14886

| 14906 | 14978xen, Oe te ted |e
Hauptindices zweiaxiger Krystalle (Rudberg).

“Arragonit (aegatin.

a mivem neers nym 2s0Te 006,
NW | 1,608 19820 | e069| 16908 | 1,095 | 1.7082 1,r101» | tesxo | 6867 | 1.6906| 1,8960 1105,on | Ot Bb ate 4

PB mivyesiee2 n= aso 1, ope
W | novos| e778] 10816| 10868| 1,690 0084 | 1.7001.
” | arte | 16814| 1,860 43,6908| 1,7085Non fale et 8b? av
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7 miV2— 15207 nm,— 21608 2, — 0,04816,
| woate! ape | ator | nanan| see) 1a68 |aut

Non | ojt ile 4 "4

‘Topas (positiv).
7

a. my i¥2—=1,6098 n= 2.2768 2, —0,05058
NW | e179 6188] 0211 | ona| 10200 | 16012 | 1.6351* neist | 16209 | 16208, 1,6264 reasN=n| jt tlt ale alt 4] - 3

B miveaie02e m= 28002 4,— 000000.“ON xg105) nous| 16187) ener| oto | 1ezat |1276
«|

|

16118 | 1,6186 | 1,6168 | 1,6189 | 16278,N-n! i+ t+ 2+ 4+ 2/ I-38

7 MiVE— 16004 n= 22088 H — 0,00080,
a] e066 18006 [66 [108 | 10170| 146216| 16264
” noooa | sete | tetas| 10168 11626Won Posies aaa) rae) \"

Nachtrag.

Aus meinen Untersuchungen iiber die Dispersion des Lichtes, von
denen ein Auszig in der Sitzung vom 14. d. M. vorgelegt worden ist,
hat sich ergeben, dafe das Spektrum eines aus Strahlen von allen Wellen-
ingen gemischten Lichtes zwischen zwei Richtungen eingeschlossen ist,

‘ber welche hinaus keine Strahlen gebrochen werden; die eine von
diesen Begrenzungen rihrt davon her, dafs alle Strablen, deren Wellen-
linge kleiner als eine bestimmte Strecke 4, ist, an der Oberfliche der
brechenden Substanz total reflektirt werden, und deshalb im Spektrum

feblen miissen; in der andern Grenzrichtung concentriren sich alle
Strahlen von betrichtlicher Wellenlinge. Die zu diesen Richtungen ge-

hérigen Brechungsindices sind in meiner Abhandlung durchn, und i be-
zeichnet, und in den beigefiigten Tafeln fir jede Substanz angegeben.
Es wurden dabei absichtlich alle Folgerungen unterlassen, welche sich



V. Ober die Dispersion dee Lichts. 127

aus den Werthen dieser Indices anf die Ausdehnung der dunklen Ge-
diete des Spektrums tichen lassen, und zwar bei den brechbarsten
Strablen aus dem wiederholt angegebenen Grunde, weil in diesen Theilen
des Spektrums die von mir gegebeno Dispersionsformel, unbeschadet
der Richtigkeit der allgemeinen Theorie, ihre Galtigkeit verlieren kann,
bei den Strahlen von der geringsten Brechbarkeit dagegen, weil keine
Beobachtungen vorhanden sind, die eine Vergleichung mit der Theorie

gestatten.
Der einzige Versuch, den Brechungsindex der ufsersten nachweis-

baren dunkeln Wirmestrahlen zu bestimmen, ist meines Wissens von

Miller (Poggendorff's Annalen 105. p. 352) gemacht worden, Miller
life ein, durch ein Crownglasprisma entworfenes Sonnenspektrum auf
einen Schirm fallen, in einer Entfernung, bei welcher seine Breite 18™™

betrag. In diesem Spektrum bedeckte jede Strablengattung eine, nach
Eisenlohr’s Vermuthung (Pogg. Ann 109. pag. 240) 8™™, jedenfalls
aber nicht weniger als 2™" breite Fliche. Mittelst der Thermosiule
warde nachgewiesen, dafs die weniger brechbaren dunkeln Wirmestrahlen
sich jenseits B uber eine Fliche von ungefibr gleicher Breite, wie das
leuchtende Spektrum erstreckten.

Aus dieser Beobachtung, welche zuerst von Franz (Pogg. Ann. 101.)
gemacht worden ist, schliefst Maller 1), dafs in diesem Spektrum der
Streifen B in der Mitte zwischen H und den aufsersten dunkeln Wirme-

strablen Wliege, und dafs aus diesem Grunde 2) der Index von B das
arithmetische Mittel aus den Indices von H und W sei. Da nach

Fraunhofer fir Crownglas n,— 1,526, ny — 1,546 ist, so findet Miller

hieraus n,—1,506, wihrend dieAnniherungsformelCauchy's y=1,5156liefort. Aus der meinigen ergibt sich n,,— 15163.Hierbei ist nun zu bemerken, dafs die von Maller angewandte

Formel nur dann mit einiger Anniherung giltig sein wirde, wenn die
Indices von H, B und W nur um zu vernachliissigende Grdfsen von
cinander verschieden wiren; aufterdem hat der Schlufs, B liege in der
Mitte awischen H und W, keinen rechten Sinn, indem von den Ent-

fernungen der Strecken, ber welche die genannten Strablengattungen
sich im Spektrum verbreiten, doch nur auf Grund bestimmt anzugebender
Conventionen gesprochen werden kann.

Dem gegentiber sucht Eisenlohr am angefUhrten Orte zu zeigen,
dafs die Versuche Milller’s mit Ricksicht auf die Divergenz der
Sonnenstrahlen eine gentigende Erklirung finden, wenn man den klein-
ston Brechungsindex flr Crownglas zu 1,616 statt zu 1,506 annimmt.
Eine bessere Beetatigung meiner Formel wirde sich nicht denken lassen,

wonn nicht Hr. Eisenlohr zur Begriindung seiner Schldsee gendthigt
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gewosen wire, bei der ginzlichen Abwesenheit aller erforderlichen An-
gaben Uber die Anordnung der Maller’schen Versuche zu Hypothesen
‘Aber dieselbe seine Zufucht 2u nehmen.

Auf eine Vergleichung der Dispersionstheorie mit experimentellen
Untersuchungen iiber die dunkeln Theile des Spektrams wird man wohl
vorliufig verzichten miissen, da eine, auch nur angeniherte Bestimmung
der Elemente derjenigen Strahlen, welche in diese Gebiete hinein ge-
brochen werden, mit zu bedeutenden Schwierigkeiten verbunden 20
sein scheint,

Anmerkung.

Die Christofiel'sche Abhandlang ,lUber die Dispersion des Lichta sowie der
Nachtrag dazu warden von Weierstrafe der Akademie am 14, und am 81. Oo-

tober 1861 mitgeteil F



VI.

Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herm Weierstrass.

lournal fr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 68, 1864, 8. 255—272)

1

Durch Untersuchungen Ober die kleinen Schwingungen eines u-
erst von Cauchy behandelten Systems materieller Punkte bin ich zur

Veraligomeinerung einiger wichtigen Theoreme des Hermn Weierstrass
gelangt, welche ich jenen Untersuchungen voranschicke, da sie such
unabhingig von denselben von algebraischem Interesso zu ecin scheint.

Teh bezeichne durch

P= Zlgh]u,r, w— ZGh)u,r,
gh=0,1,...0

wei bilineare Funetionen der Variabeln ses, und darch ©PO.

und ¥ die Werthe, welche sie annchmen, wenn’ jedem Pasre von
Variabeln conjugirte Werthe

u,—2,+iy, %—2,—iy,ertheilt werden. ate %
Sind alsdann folgende Voraussetzungen erfllt,

1) dase die Coetficienten [gh] und [hg], sowie (gh) und (hg)

fr alle Werthe von g und h m einander conjugirt sind, und

2) dass @ nor dann verschwinden kann, wonn die reellen
Variabeln x und y sich alle zugleich auf Null reduciren,

s0 finden folgende Lehraitze statt:
L @ ist reell und von unveriinderlichem Zeichen.

Il. Die Determinante der bilinearen Function g ist von Null
verschieden.

IIL Die Determinante 4(s) der bilinearen Function ¥ — sp
verschwindet nur flr reelle Werthe von s.

EB Obsiatottel, Goummals ADbanlonge. °
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IV, Tet 4,(f) ingend eine erste Unterdeterminante von 4 (t)
20 ist die Zerfillung von

440
40

in Partialbriche stets freiTvon allen Gliedern, deren Nenner in
Bezug auf ¢ den ersten Grad Ubersteigt.
Die beiden letzten Theoreme gehen in die von Herm Weierstrass

(Monatsberichte der Berliner Akademie vom 4. Mirz 1858, pag. 213 u. f.)

anfgestellten Uber, wenn man voraussetzt, dass in den Coefficienten [gh]
und (gh) die imaginiren Theile feblen, ohne an den dbrigen Be-

dingungen etwas zu inden, Sie lassen sich umgekehrt ans diesen
hherleiten, indem man dieselben auf die Determinante E(s) der ho-
mogenen Function zweiten Grades ¥—s@ anwendet, und dann die,
von jeder Voraussetzung Ober die Coefficienten [gh] und (gh) unah-
hingige Identitat E(s) = [2"+*4 (s)}* benutzt-t)Im Folgenden ist ein anderer Weg eingeschlagen worden.

2.

Zuniichst bemerkt man, dass wegen 1)

a
© — Zigh\ 2, + iy,)(% in)

Z[hg] («, — iy,) (a + iy) =O
conjugirt, also reell ist. Daseelbe gilt von ¥.

Nun wirde @ als stetige Function wegen der zweiten Bedingung
sein Zeichen nur in dem Augenblicke wechseln kénnen, wo es selbst
mit allen reellen Variablen z und y zugleich durch Null geht. Dass

jedoch auch hierbei kein Zeichenwechsel von ® eintreten kann, erhellt

sofort, wenn man alle Variablen, einmal zugleich, dann auch eine nach
der anderen bis Null abuehmen, und von dort zu bestimmten Werthen
bergehen 1iBt. In beiden Fallen gelangt © als einwerthige Function
zum niimlichen Endwerthe, wibrend im zweiten Falle der Werth ® =0,

also auch jeder Zeichenwechsel von ® umgangen worden ist.

1) Fur den Fall, wo p—wo-+ue, .. gesctst wird, ist das Theorem Il.bereits von Herm Hermite aufgestellt werden (ComptesR. tom, 41, p. 181—1+3).Herr Hermite atitst seinen Beweis auf eine Transformation von'4(@) und das

‘von Herm Borchardt fir den Fall reeller Elemente (ik) allgemein nachgewiesene
‘Theorem (dieses Journal Band 30 und Liouville's Journal 12). Unter den nim-
lichen Vornussetzungen ist der Satz von Herm Clebsch (dieses Journal Band 87,
pag. 827) bewiesen worden; in einer spitern Abhandlung bat Herr Clebach den

Satz fir den allgemeineren Fall auagerprochen, wo bei den oben gesteliten Bo-
dingungen die Coeffcienten von @ belicbige reelle Werthe haben (dieses Journal
Band 62, pag. 236).
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Dies festgestellt, bezeichnen wir durch s und u,1,...u, Gréssen,
welche den von simmtlichen ¢ freien Gleichungen

a) 22%28 0, ha Ot...
gentigen,

Dann ist

1(2) enid@-0

die nothwendige und ausreichende Bedingung daftr, daB man, bei von
Null verschiedenem s, den Gleicbungen (1.) gentigen kann, ohne alle
unbekannten GréBen u,,...1, gleich Null zu setzen.

Sei also s irgend eine Grosse, welche der Gleichung (2) gentigt,
und von den Gréssen u, %,...1, mindestens eine von Null ver
schieden.

Zerlegt man alsdann jedes u in seinen reellen und imaginiren
Bestandtheil, so dass u,—<x, + iy, wird, und bestimmt hieraus dioconjugirten Werthe z,— iy, — v,, 90 ergiebt sich aus (1.)

deex = zn,ai.
1 v=o.

Da aber ¥ und @ beide reell sind, und letzteres, was auch ¢ sein
mag, von Null verschieden ist, 90 kann 1) s nicht imagindr sein, db.
alle Warzeln der Gleichung 4(s)— 0 sind reell, und 2) kann ¢ nicht
unendlich gross sein, d. h. die Determinante von g ist von Null ver-
schieden.

Zum Boweise «des vierten Satzes genlgt es, 2u zeigen, daB jode

m-fache Wurzel der Gleichung 4s) = 0 zum Mindesten (m — 1)-fache
‘Warzel simmilicher Gleichungen 4, (8) = 0 ist.

Zu diesem Zwecke bemerke man zuniichst, daB die in 1) und 2)
gestellten Bedingungen nicht aufhéren erflllt zu sein, wenn man in
der Function y den Coefficienten (kk) um eine reelle Grésse e, oder
die beiden conjugirten Coefficienten (gh) und (hg) um die conjugirten
Grdscen ge*t und ge-* vermehrt.

Bezeichnet man durch 4,,(¢) die aus einer Aenderung des Ele-
mentes (gh) —{{gh] entspringende Unterdeterminante von 4(f), 60
erbalt man an Stelle der Gleichung 4(¢)= 0 im ersten Falle
@) 4) + 04y(t) = 0,

oa
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im aweiten dagegen

A) AO + ee Ayal) + 06+,0) + ¢ zenorngy
Folglich sind alle Wurzeln dieser beiden Gleichungen reell. Wenn

8 eine m-fache Wurzel der Gleichung 4(t)= 0 ist, so muB demnachjede der beiden vorstehenden Gleichungen (3.) und (4.) m reelle Wur-
zeln besitzen, die simmtlich flr g@—0 in s fibergehen. Wenn diese
‘m Wurzeln nicht alle fir jedes @ gleich s sind, woraus offenbar der
au beweisende Satz schon folgen wilrde, so muss wenigstens eine von
ibnen sich mit @ andern.

Seit ¢ eine solche Wurvel. Unter der Voraussetzung, dass der
absolute Werth von ¢ hinlinglich klein ist, kann man ¢ durch einen

nach steigenden Potenzen von @ geordneten Ausdruck darstellen, und

erhalt, wenn man sich auf die beiden ersten Glieder dieser Entwicklung
beschriinkt,

t=s+ag"...

In dieser Gleichung ist a reell und von @ unabhiingig, u ist eine
von Null verschiedene positive ganse Zahl.

Wire w negativ oder Null, so wirde ¢ bei abnehmendem ¢ nicht

gegen die Grenze s convergiren; wire j eine positive, aber keine ganze
Zabl, so wiirde man fir ¢ eine Reihe imaginirer Werthe erhalten
‘kénnen, indem man, was auf den Werth von a keinen Einfluss hat,
@ negativ, und fir g* einen der complexen Werthe wahlt, deren diese
Potenz unter den angegebenen Voraussetzungen fahig ist.

Um hieraus den Beweis des vierten Satzes abzuleiten, wie zu jedem

anderen Beweise des nimlichen Satzes, ist es nothwendig, zu bemerken,
dass bei reellem ¢ die Determinante

(00) — ¢[00] (10)— ¢[10] . . .!A(t)= (01)—#(01] (11) —¢[11).. .|

ebenfalls reell ist. Man erkennt dies sofort, wenn man das Zeichen

der Y—1 indert, wodurch jede m* Horizontalreihe in die m* Verti-
calreihe verwandelt wird. Da dies gilt, so lange die in art. 1 fir die

Coefficienten der Functionen und @ gestellten Bedingungen erfillt

sind, so ergiebt sich gleichzeitig die Realitét des Ausdrucks, um den
A(t) in der Gleichung (4.) vermehrt worden ist. Dividirt man den-
eelben durch g, und liest hierauf @ verschwinden, so folgt, dass

'4,,()+e" 4,,(f) fdr jedes reelle @ und ¢ reell, also 4,,(f) 204,,(€) conjugirt ist. .
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Moltiplicirt man endlich die Gleichung (4.) mit 4(f), so kann
man sie mittelst der bekannten Identitit

as4 Ggnyathay ~ 40849 — Ayu
in folgende Form bringen

(6) [4@ + 0c 4,,1[4® + 044,() = 0°4,,( Sarl),
wo die beiden Factoren der linken Seite zu einander conjugirt sind.

Dies featgestellt, sei

206 fir tas.
(a)

Dividirt man die Gleichung (3.) in der Vorausseteung eines verachwin-
4 ant

denden @ durch a “(t—s)"=e(t—s) “, 80 folgt fr @—0 oder

t=s :

ca” + lim, “#20
“a

Da ca” weder Null noch unendlich gross ist, so muss m—-~ cine ganze
Zshl, also w selbst als positive gunze Zahl gleich 1 sein,

Daraus schliesst man, dass 4,,(t) mindestens (m— 1)-mal durch
t—s theilbar ist.

Dividirt man die Gleichung (6.) bei verschwindendem g zweimal

durch (t—s)":ag"-*= e(¢—s)"-}, so folgt fir 9@—0 oder t—s
i ag eat S00 ang gat S09 iy 4009 SaalJim[eae te aie] [eae +e peo Tim, tO os
Da die rechte Seite nicht unendlich gross ist, eo gilt dasselbe von
den beiden conjugirten Factoren zur Linken. Beachtet man noch, dase

w—1 nicht negativ sein kann, so folgt, dass 4,,(¢) und 4,,(¢) in
jedem Falle durch (t — s)"~1 theilbar sind, w. 2. b. w.

Bezeichnet man daher die Wurzeln der Gleichung 4(1)= 0, #0weit sie von einander verschieden sind, durch

Si Spy

20 folgt aus dem vierten Satze, dass man durch Zerfallung in Partial-
britche erhilt

;440 yA6) ly Aa(6) 40 =aoe
wo die Summation sich ber die verschiedenen Wurzeln s, erstreckt,
und simmtliche A von ¢ unabhingig sind.
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3.

Die in der Gleichung (6.) eingefUhrten Gréssen A treten bei ver-
schiedenen Untersuchungen auf, weshalb es gestattet sein mag, im Fol-
genden den Ursprung ihrer wesentlichsten Eigenschaften nachzuweisen.

Man bemerkt zuniichst die identieche Gleichung

(SIG)— #0 42) 4,9)”
= Y= 14) 4a) + @—2) 4) dale

yo= ,

deren Richtigkeit aus dem Umstande folgt, dass ihre beiden Seiten in
Bezug auf s vom ersten Grade sind, und iiberdies fir zwei Werthe
von z, nimlich ¢ = und s=y dbereinstimmen.

Dieselbe enthilt in symbolischer Vereinigung alle Relationen
zwischen den Coefficienten der Functionen g und ~ und den Gréssen
A, welche in Bezug auf die letztern vom zweiten Grade sind. Um
diese Relationen zu erhalten, darf man die Gleichung (7.) nur durch
A(z) A(y) dividiren, und auf beiden Seiten die Formel (6.) anwenden.

Zwischen den nimlichen Gréssen bestehen ferner zwei Systeme

von Gleichungen, welche nach den Gréssen A linear sind Diese
Formelnsysteme sind in den folgenden Gleichungen enthalten, welche

den Ausgangspunkt der Untersuchungen des Herm Weierstrass
bilden. Aus der Definition der Determinanten (2) und 4,,(2) er-
giebt sich

4ys(2)  O(v — 29)

@) [er 2a a
v 4y,(2) Oy— 29). |u- Baye tee se.

Wendet man hier die Formel (6.) an, 20 folgt

1 2 ao—29)

1 4 ey—ze)ws eA aa?Beh a
und zwar gilt dies fur jedes beliebige x. Lisst man daher x aber alle

Grenzen wachsen, oder mit einer bestimmten Wurzel, etwa mit s, zu-
sammenfallen, so erhilt man aus der ersten Gleichung

| s-BRa GE,®) pas ten
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und aus der anderen

aZE4,(10)
42% oy Dai 28S45a DAs,

Vergleicht man in diesen Formeln die Coefficienten der willktr-
lichen Gréssen u und v, so erhiilt man die vorhin erwihnten linearen

Formelnsysteme.

Endlich kann man die bekannten Ausdriicke flr die aus den

GroBen 4,,(z) gebildeten Determinanten zur Darstellung von Relationen
zwischen den Gréssen A allein benutzon, was indessen der Ktrze wegen
bergangen werden kann,

Die vorstehenden Resultate finden ihre Anwendung in der Theorie
der bilinearen Functionen und bei der Integration linearer Difforential-
gleichungen. Ich erlaube mir, in dieser Bezichung einstweilen auf die
mu Eingange erwihnte Abhandiung des Herm Weierstrass sowie auf
meine folgende Arbeit dber kleine Schwingungen zu verweisen.

4.

Darch das Vorangehende ist eine grosse Reihe von Fragen auf
die Ermittlung der Bedingungen suriickgefihrt, welche erfillt sein
milasen, damit eine bilineare Function

= Zlgh]u,%,

deren rusammengehdrige Coefficienton [gh], [Ag] conjugirt sind, und

in welcher jedes Paar u,, , von Variabeln durch ein Paar conjugirter
Worthe ersetzt ist, nur dann verschwinden kénne, wenn diese Variabeln

alle zugleich verschwinden

Setzt_man den Coefficienten [00] gleich Null voraus, so kann
‘man @ filr jeden Werth von u zum Verschwinden bringen, indem man
alle Gbrigen Varisbeln nebst ihren Conjugirten gleich Null setzt. Es
ist also sicher, dass eine der gesuchten Bedingungen darin besteht,
dass (00] von Null verschieden sein muss. Ich flge hinzu, dass die
‘Ubrigen sich aus dieser durch Wiederholung ergeben.

Setzt man

aga[00]9 — 328 = my,
80 folgt32 = 0, 9% =; also ist g, cine bilineare Function der
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Variabeln ject), welche das Pasr u,0 nicht mehr enthilt. Setzt
man ferner

*

= Z[okhu,,

0 folgt n ue
Loh], — Ae, — [O01 [94] — (04) [90},

an,Dhoh = gua, ~ (001 9] — (0) [09];
folglich sind die zusammengehérigen Coefficienten dieser neuen Function
wieder conjugirt

Ds man endlich

1 a9 de 1& = (00) Bu ze * (0oj7
hhat, so erkennt man leicht, dase die Constante [11], von Null ver-
schieden sein muss, Denn wire sic gleich Null, #0 wirde man p fir
jeden Werth von zum Verschwinden bringen kénnen, indem man

4) ty «=H, gleich Null sotzt, und w durch die Gleichung 2° — 0
bestimmt.

Dies featgestellt, sei
a ae Oo, .

(]e—-3- Ge-  P auy dey 7 lhl
. ae, a a

(Uk — BFE Gage, lbh

(mma Tap Steet eet og, 288 Eo,
— 28 2%.ier

waar

Da von den Functionen g, jede aus der vorangehenden auf die-
selbe Weise, wie 9, aus @ entapringt, so folgt, daB g, in Bezug auf

' | |

die Variabeln feet bilinear, und von den Variabeln [Rota
unabhingig ist; also ist g,,,—0. Ferner folgt, dass in diesen Fanc-
tionen die zusammengehérigen Cocfficienten conjugirt, und schliesalich,
dass alle Constanten [gg], von Null verschieden sein missen.

Folglich hat man die bereits von Jacobi (Bd. 58, p. 269 dieses
Journals) gegebene Transformation:

1 aga 1 anew. 1 2908%%Y= foojaude + (oojfii},au, de, ++ [oojfia], [wnBum Cry



VL Veraligemeinarang ciniger Theorome des Herm Weierstrass, 187

Ersetzt man aber in den linearen Functionen

HD, Fe — Show,
die Paare 1,9, durch die conjugirten Werthe z+ iy, 2,—iy,, 80

erlangen sie conjugirte Werthe f, + if;, fy — ify, wo fy) fy lineare
Funetionen von 2», ¥) Zp41)+++Y_ mit reellen Coefficienten bedeuten.
Mittelst der im art. 1 eingefihrten Bezeichnung erhiilt man also aus
der vorigen Gleichung

1 1 1 .

OF P+) + pao At AD +--+ poate tomy, 2 +)
Durch diese Zerfillung der Function ® ist bewiesen, dass die

xweite Bedingung des art. 1. auch durch die folgende ersetzt werden
kann,

dass die Gréssen

{00}, (11), «fmm,

von Null verschieden und positiv sein milssen, mit Ausnahme
der ersten, die ein beliebiges Zeichen haben kann.

Es ist zu bemerken, da8 die Anzahl dieser Bedingungen genau
die niimliche ist, wie in dem einfacheren Falle, wo die Function 9

weder in ihren Coefficienten, noch in den conjugirten Variabeln imagi-
niire Theile enthiilt.

5

An die vorangehenden Untersuchungen anknipfend, werde ich 2u-
niichst die dort gestellten Bedingungen von einer wesentlichen Ein-
schrinkung befreien, welche ohne Nachtheil fir die Einfachheit der
Beweise und die bequeme Einsicht in simmtliche Beweisgriinde nicht
hitte unterdriickt werden kénnen.

Die erwihnten Bedingungen bestanden darin, 1) dass in jeder der
beiden bilinearen Functionen g, y die Coefficienten von u,v, wiv, stets
zu einander conjugirt sind, und 2) dass bei conjugirten Werthen
der Paare ty v, nur mit diesen zugleich verschwinden kann. Daraus
folgten, ausser zwei Sitzen, die hier nicht mehr in Betracht kommen,
die beiden anderen, dass die Wurzeln der Gleichung 4(f)—0 reell
sind, und dass die ersten Unterdeterminanten von 4(f) jeden Linear-

factor dieser Function héchstens einmal weniger enthalten, als diese
selbst ihn besitzt.

Die zweite von diesen Bedingungen lisst sich, ohne dass eines
der vorstehenden Theoreme seine Giltigkeit verliert, dahin abandern,
dass bei conjugirten Werthen der Paare u,, 0, unveriinderliches Zeichen
besiteen muss.
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‘Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzuschen, bedarf es nur
des Nachweises, dass bei diesen geinderten Bedingungen die Wurzeln
der Gleichung 4(¢) = 0 reell bleiben, indem hieraus der andere Satz
folgt (pag. 127—129).

Um diesen Nachweis zu fthren, denke man sich y mittelat des

zm Endo des vorigen art. angeflhrien Verfabrens in eine Summe von
gleichbezeichneten Gliedern zerfallt. Wenn dann g der oben erwei-

terten, aber nicht der urspriinglichen 2weiten Bedingung gendgt, so

muss in jener Zerfillung eine Anzahl von Gliedern, vom letzten an
gerechnet, feblen. Dies festgestellt, kann man offenbar die beiden
urspriinglichen Bedingungen befriedigen, indem man fir jedes in @
feblende Glied ein anderes von der durch die Zerfallung verlangten
Form einsetzt, welches mit einem stetig abnehmenden Coefficienten

verachen ist. Dann werden alle Wurzeln der Gleichung 4(f) = 0 reell,
und dies bleibt bis cur Grenze bestehen, wo die neu eingefihrten
Glieder wieder verschwinden.

Hieran schliessen sich nun einige weitere Untersuchungen, welche
die ausserordentliche Tragweite der vorstehenden Bedingungen in einer
hdchst bemerkenswerthen Weise hervortreten lassen.

Was diese Bedingungen fir den gegenwartigen Zweck vorzugs-
weise charakterisiert, besteht darin, dass durch sie zwei Sétzo mit ein-
ander verknipft sind, von denen offenbar unter geinderten Bedingungen
jeder ohne den andern bestehen kann. Am meisten Interesse bietet in

dieser Bezichung der zweite von obigen Sitzen dar, indem derselbe
durch einfache Modificationen in den bilinearen Functionen g, ¥ suf

unziblig viele Fille susgedehnt werden kann, in denen von den obigen
Bedingungen keine mehr orfallt ist,

6.

Ich bezeichne durch ¢— 2+ iy cine complexe verinderliche

Grésso und, indem z und y in der Gblichen Weise als rechtwinklige
Coordinaten in einer Ebene E dargestellt werden, jeden Punkt dieser

Ebene durch den ihm entsprechenden Werth von ¢.
In dieser Ebene sei eine Anzahl von Punkten P gegeben, die

keine Linie stetig erfllen, und eine Linie L von messbarer Lange, die
einen dieser Punkte P enthilt.

In den bilinearen Functionen g und y ersetze ich simmtliche

Coefficienten durch complexe Functionen von s, die susserbalb der

Pankto P in der ganzen Ebene E einwerthig, endlich und stetig sind,
und an der ganzen Linie L entlang den folgenden Bedingungen ge-
nllgen:

_
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1) dass [gh] und [hg], sowie (gh) und (hg) an L entlang conju-
girt sind;

2) dass g, wenn jedes Paar u,, v, durch ein Paar von stets 2u

einander conjugirten Variabeln ersetzt wird, an Z entlang keines
. Zeichenwechsele fahig ist;

3) dass man an Z entlang auf keinen Punkt trifft, in dem awei,
vorher von inander verschiedene Wurzeln der Gleichung
A()=0 cinander gleich werden.

Bezeichnet man nun durch Q diejenigen Punkto der Ebene E, in
denen eine dieser Wurzeln unendlich gross oder einer sonst von ihr

verschiedenen gleich wird, so folgt aus den vorstehenden Bedingungen
der Satz,

dass in dor ganzon Ebene E mit Ausnahme der Punkio Q die
Unterdeterminanten 4,,(¢) jeden Linesrfactor von (¢) héch-
stens einmal weniger enthalten, als diese Function selbst ihn
besitzt.

Beim Beweiso dieses Satzes habe ich dio genauere Erérterung
mebrerer Punkte nicht umgehen zu qirfen geglaubt. Zuniichst schicke
ich folgende Bemerkung ber die Vertheilung der Punkte Q in der
Ebene E voraus.

Setzt_man 4(¢) seiner Zerfillung in Linearfuctoren gleich, und
bezeichnet durch K den Factor der hichsten Potenz von —¢ im Aus-

drucke von 4(f), 90 folgt, dass einer dieser Linearfactoren, also eine
Woarzel der Gleichung 4(¢)=0, nur daon unendlich werden kann,
wenn entweder 4(¢) flr jedes endliche ¢ unendlich wird, oder, falls
dies endlich bleibt, wenn K verschwindet. Das erstere findet nur in

Punkten P statt; die Pankte P, in denen die ausserhalb der Punkte P

einwerthige, endliche und stetige Function K verschwindet, kénnen

keine messbare Linie stetig erfillen, weil K nicht in der ganzen
Ebene gleich Null ist.

Dasselbe gilt aus gleichen Griinden von den Punkten P", in denen
awei, sonst von einander verschiedene Wurzeln der @leichung 4(t) — 0
cinander gleich werden. In der That ist das aus simmtlichen Diffe-
renzen dieser Warzeln gebildeto Produkt in Bezug auf dieselben sym-
metrisch, also cinwerthig, und da es nur mit einer dieser Wurzeln

mugleich unendlich oder unstetig werden kann, ausserhalb der Punkto
P, P’ endlich und stetig. Da es wegen 3) an L entlang von Null
verschieden ist, so kénnen die Punkte P’, in denen es verschwindet,
keine Linie von messbarer Linge stetig erfillen.

Daraus folgt, dase die Punkte Q in der Ebene E so vertheilt sind,
dass sic flr sich allein keinen Theil derselben véllig begrenzen.
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Dies festgestellt, sei in irgend einem Punkte der Linie L

4) = K(0— 9 —0.6
und jede der Grésten s, s,,...8, von jeder andern verschieden. Dann
sind wegen 3) die Exponenten m, m,,...m, der verschiedenen Linear-
factoren an L entlang unverinderlich, and die Gréssen ¢ anf derselben
Strecke reell. Ausserdem liefert das Weierstrasssche Theorem suf

dieser Linie flr 4,(f) einen AusdruckAa)= (8 = OP-*(5,— B15, 8a),
wo 8,(t) eine rationale ganze Function von ¢ ist

Es handelt sich nun darum, zu bewsisen, dass bei gehdrigen Be-
stimmungen Uber die den Gréssen s ausserhalb L beizulegende Be-
deutung diese beiden Zerfillongen susserhalb der Punkte Q in der

ganzen Ebene E giltig sind.

Die Gréssen 5, s,,...8, sind vorliufig nur durch die Factoren-
zerfillung von 4(f), also an L entlang definirt. Man kann sich die-
selben aber auch noch auf eine zweite Art, nimlich dadurch entstanden

denken, dass der vorher ausserhalb L befindliche Punkt # durch stetige
Ortsinderung in diese Linie eintritt, wobei dann die Wurzeln der

Gloichung (¢) = 0 stetig in die Gréssen 5, s,,... s, Ubergehen.
‘Aus diesem Grunde kann man daher auch rickwarts die an L

entlang durch die obige Factorenzerfillung definirten Functionen s

mittelst der Differentialgleichung g = SLV=1 von dieser Linie ous
zu benachbarten Flichentheilen stetig fortectzen. Figt man, um hier-
bei jede Unbestimmtheit suszuschliessen, die Bedingung hinzu, dass
die Fortsctzung dieser Functionen von Z aus nach gegebenen Theilen
von E stets gleichzeitig an denselben Flichentheilen entlang erfolgen
soll, s0 fillt jede von ihnen an jeder Stelle mit einer dort vorhandeneo

Wurzel der Gleichung 4(f) = 0 zusammen, da diese Fortsetzung nach
einem bekannten Satze nur auf eine Weise méglich ist, also zu den-
selben Functionen zuriickfthren muse, aus denen man sich, auf dem

vorhin beschriebenen Wege nach Z, zurtickkehrend, die dort gegebenen
Funetionen s entstanden denken kann. Bei dieser stetigen Fortsetzung.
der Fanctionen s ist kein Theil der Ebene E unerreichbar, da die

Punkto Q, welche allein bei derselben umgangen werden miissen,
einen Theil dieser Ebene von den Ubrigen trennen.

Bei der gleichzeitigen Fortectzung aller s verwandeln sich die
rechten Seiten obiger Gleichungen, die ich durch D(f), Da(t) be-
zeichnen will, in complexe Functionen von 4, die in jedem Augenblicke
ausserhalb der Punkte Q einwerthig, endlich und stetig sind. Da dio
Differenzen 4()— D(6), 4y(f)—Dy(O an der Linie L entlang ver-
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echwinden, so kinnen sie demnach ausserhalb der Punkte @ auch in
einem anderen Theile der Ebene von Null verschieden sein. Damit

ist der obige Satz. bewiesen.
Wenn in einem Punkte Q zwei vorher verschiedoue Warzeln s

und s, einander gleich worden, so wird dort 4(f) den Factor s—t
im Allgemeinen zweimal ofter enthalten als 4,,(f), nimlich stete und
auch nur dann, wenn dort 4,,(f) nicht ohne Rest durch s—¢ theil-
bar wird.

Der obige Satz beschrinkt sich offenbar nicht anf den Fall, wo die
Functionen [gh], (gh) bloss von einer einzigen Variablen » abhingen.

Es seien 2, £,, £)--- complexe Variable, und ibnen entsprochend
L, L,, L,,... ununterbrochen zusammenhingende Werthenreihen, von
denen jede bei der geometrischen Darstellung der zugehérigen Variablen
darch eine Linie von messbarer Linge reprisentirt wird.

Sind alsdann alle [gh], (7h) einwerthige Functionen von #, 6, 4) -.-,
welche den oben gestellten Bedingungen gentigen, solange jede Variable
4, dor enteprechenden Werthenreihe Z, angehrt, und deren Unstetig-
Keitastellen P durch keine dieser Werthenreihen gehen und auch keinen

‘Theil des Grossengebietes vollstindig begrenzen, aus welchem die
Varisblen +, 4, 4, -.. ihre Werthe entnehmen; dann gilt der obige
Satz im ganzen Umfange dieses Gebietes, mit Ausnahme derjenigen

Stellen Q, an denen entlang eine der Functionen s, s,,...s, aufhort,
endlich oder von jeder anderen verschieden zu sein.

Der Beweis dieses Satzes, in welchem die Einwerthigkeit der
Functionen [gh], (gh) auch durch Bedingungen erzwungen sein kann,
ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des vorigen; man liest
niimlich in der Vorauseetzung, dase jede Variable #, in der entsprechen-
den Werthenreihe Z, enthalten ist, zunichst nur # aus Z heraustreten;
dann weist man s ausserhalb Z einen festen Werth an, und lisst nun

auch , aus J, herausriicken, u.s.w. Dann hirt der Satz nach der
oben angewandten Schluseweise in keinem Augenblicke auf, gilltig zu
sein, so lange man in keine der durch Q bezeichneten Stellen eintritt.

1

Der hiermit begriindeto Satz lisst sich nun ohne Weiteres auf
solche Fille suedehnen, wo die erste von den oben gestellten Be-
dingungen in gogobener Weise verletzt ist.

Wenn nimlich die Coefficienten der bilinearen Functionen 9’, y’
dieser ersten Bedingung nirgendwo oder an keiner nachweisbaren
Strecke entlang Genge leisten, so fuhre man statt g', y’ zwei neue
bilineare Functionen @, y ein, deren Coofficienten man als cinwerthigo
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Functionen von £ so wilt, dass sie fr ¢—0 mit den Coofficienten

jener zusammenfallen, und an einer Linie L entlang die verlangte
Eigenscbaft annehmen. Wenn alsdann p und 4(f) auf einem mess-
baren Sticke dieser Linie auch den Obrigen Bedingungen geniigen,
und im Punkte s—=0 keine susserhalb desselben von einander ver-

schiedenen Wurzeln der Gleichung 4(f)—=0 susammenfallen, auch
keine derselben dort unendlich wird, so ist die GUltigkeit des Satzes
auch fir diesen Punkt, d. h. fir die Determinante von y— tg’ und
ihre Unterdeterminanten bewiesen.

Am Einfachsten erawingt man die erste Bedingung durch Kin-
fhrung linearer Functionen von s. Haben in den Functionen

P= Zgh}uyn, v= Z(ghy yrs
die Coefficienten (gh, (9h)’ beliebige Werthe, und bezeichnet man
durch [ghJ', (9A)" ihre Conjugirten, so ertheile man in den statt jener

mu betrachtenden Functionen g, y den Coefiicienten die Werthe

[ghATL", OK OAT 4,
(gh) = ont coor" 4 oY son (—a);

dann wird offenbar fir s = 0 [gh] = [gh]; (gh) = (gh), dagegen an der
ganzen Geraden x — 1 entlang [gh] zu [hg], (gh) 2 (hg) conjugirt,

Im gegenwirtigen Falle liegen die durch P bezeichneten Punkte
im Unendlichen, die Punkte 2, in denen K verschwindet, so wie die

Punkte P", in denen sonst verschiedeno Wurzeln der Gleichung
4() =0 susammenfallen, sind nur in endlicher Zabl vorhanden, da

K und 4(t) in Besug auf ¢ algebraisch sind.

Wenn daher die zweite Bedingung auf irgend einer messbaren
Strecke der Geraden x—1 erfiillt ist, und der Werth ¢—0 keinen

Pankt P oder P” bestimmt, so muss jeder Linearfactor der Deter-

minante von y— tg’ in ihren ersten Unterdeterminanten hichstens

einmal weniger vorkommen, ale in ihr selbst.

8.

Im Vorangehenden ist gezeigt, wie man der ersten von den obigen
Bedingungen geniigen kann, wenn sie nicht bereits erfUllt ist.

Die sich hieran scbliessende Untersuchung, ob auch die zweite
Bedingung erfillt ist, erledigt sich durch das am Schlusse des ersten
Theiles dieser Arbeit angefthrte Verfahren.

Es bleibt nur noch ubrig, ein brauchbares Halfemittel anzugeben,
welches unter Voraussetzung der beiden ersten Bedingungen diejenigen
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fiir die Existenz und die Anzahl vielfacher Wurzeln der Gleichung
A() =0 liefert. Dasselbé ist in der folgenden Umkebrung des zwei-
ten Weierstrassechen Theorems enthalten.

Wenn unter Voraussetzung der beiden ersten Bedingungen s
eine Wurzel der Gleichung (¢) — 0, und (¢ — s)"~" die hichste
Potenz von t—s ist, durch welche die Unterdeterminanten

Aeo(!)y AxO)y +++ Saal)

alle theilbar sind, s0 ist 4(¢) durch (¢— )", aber durch keine
hdhere Potenz von ¢—s theilbar.

Ist p der Exponent der héchsten Potenz von ¢—s, durch welche
A(® obne Rest theilbar ist, so ist jede Unterdeterminante 4,,(t)
(p—1)-mal durch t—z theilbar; also kann p nicht grisser als m

sein. Dass es auch nicht kleiner als m sein kann, ergiebt sich durch

folgende Betrachtung.

Sind @ und a beliebige reelle Zahlen, so hat jede Gleichung (pag. 128)

‘ aayAl) + ee Aya(f) + 0€- dio(®) + eC 5pRy ag ~ 9
‘p reclle Wurzeln, dio mit abnehmendem ¢ stetig in s Ubergehen, wenn
sie nicht schon unabhingig von ¢ gleich s sind. Im letzteren Falle
wirde 4,,(t) durch (¢ —s)° theilbar sein.

Ist dagegen eine jener p Wurzln von o abhingig, und fir
ein verechwindendes @ bis auf Gréssen hdherer Ordnung gleich
$-+.ag"++--—4, 90 erhiilt man die Gleichung (pag. 129, wo m durch
p zu ersetzen ist)

Him [cogent et pad lener en yas]
on eo) ual)

= Tim 40,40

rr at aa
wo ¢ den Werth von wey flr ts bedeutet, und das Zeichen lim.
sich auf die Abnahme von @ oder ¢—s bericht.

Nimmt man nun an, es sei p—1<m—1, s0 wird die rechto

Seite, also such jeder der beiden conjugirten Factoren zur Linken
gleich Null. In der hicraus folgenden Gleichung

‘ . 40Jim. [eagt-1 + area Fol -0
ist der erste Summand fir jeden Werth von a und ¢ reell, da u cine
ganze Zabl ist. Da ferner (ss fir 9—0 oder fs von@ ganz
unabhingig wird, so wirde man, wenn der Grenzworth A dieses Quo-
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tionten von Null verschieden wire, den Winkel « so wihlen kénnen,

dass das Product Ae‘ imaginér wird, was mit dem Verschwinden der

Summe cag’-+ Ae unvereinbar ist Da hiernach hs auch
unter der gegenwirtigen Vornussetzung fir t= verschwindet, 0 ist
4,x(b, sobald p <m ist, in allen Fallen durch (¢—s) theilbar. Dann
aber iat auch dio Derivirte von 4(é) durch (¢—s), also (4) selbst,
weil es ftir ¢—s verschwindet, durch (f—s)*+* theilbar, gegen dio
Voraussetzung. Folglich kann auch nicht p<m sein, w. x. b. W.

Wenn 4(¢) durch die m, aber durch keine hdhere Potenz von
t—s theilbar ist, so ist umgokehrt (¢—s)"-1 die héchste Potenz,
durch welche simmtliche 4,,(¢) ohne Rest aufgehen. In der That
bildet dio Annabme des Gogentheils einen Widerspruch mit obigem
Satze.

Da hiernach das Bestehen des Satzos mit einer Verletzung der
ihm zu Grunde gelegten Bedingungen unvertriglich ist, a0 sind diese

zu seiner Giltigkeit nicht bloss ausreichend, eondern auch nothwendig.
Dagegen sind sie nicht stets von einander unabhiingig.

Ist nimlich in obigem Satze m—1>1, so ist die Bedingung,
dass s cine Wurzl der Gleichung 4(f)=0 sein soll, von selbst
erfullt.

Wenn die bilinearen Fanctionen g, y den beiden ersten Be-

dingungen gentigen, so ist dies offenbar such mit den bilinearen Func-
tionon g, ¥, der Fall, die man aus jenen erhilt, indem man 4 = 0,
0,0 setzt, Da aber die Determinante von y—tp, nichts Anderes
als 4,,(0) ist, 40 gelten fiir die Beziehungen zwischen dioser und ihren
eigenen Unterdeterminanten dieselben Sitze, wie fir die Bezichung
zwischen 4(t) und 4,,(t) selbst.

Ist 4,,(0) fir jedes g durch (¢—s)"-* theilbar, 80 muss hier-

nach in der identischen Gleichung ,
AWAD = 4440 = 50) Zens

die rechte Seite, und mit ihr das xweite Glied der linken flr jedes

‘und A mindestens (m—2)-mal durch t—s theilbar sein. Da aber
4,(t) und 4,,(t) als conjugirte Gréssen den reellen Factor ¢—s
gleich oft besitzen miissen, so enthiilt jede von ihnen diesen Factor

mindestens [">1]-mal, wenn man so die grisste in ">" enthaltene
ganze Zahl bezeichnet, Aus dem linearen Ausdrucke von 4(¢) durch
die Unterdeterminanten einer beliebigen Reihe folgt also, dase auch

A(f) selbst den Factor ¢—s mindestens (257), also ihn jeden-
falls besitzt, sobald m—1> 1 ist.
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Durch diese Sitze ist die Frage, ob und wieviel Linearfactoren
von 4(f) einander gleich sind, auf die Ermittlung derjenigen gemein-
samen Factoren der Unterdeterminanten y(t), 4yy(0),--- Saa(t) 20>
riickgeftthrt, mit denen 4(¢) 2ugleich verschwindet.

Es lisst sich mittelst derselben such umgekehrt beurtheilen, wie
man mu den Bedingungen gelangen kann, welche erflllt sein mtssen,
wenn die Anzahl der von einander verschiedenen Linearfactoren, und

von jedem derselben der Exponent gegeben ist.
‘Um zu diesen Bedingungen zu gelangen, bedarf es nur einer

Wiederholung der obigen Sitze.
Damit 2 B. 4(¢) einen Linearfactor m-mal enthalte, muss jedes

4,q(¢) ibn (m—1)-mal besitzen; da aber der Satz auch fir 4,,(¢)

gilt, so muss jede zweite Unterdeterminante Patol ihn (m—2)-
‘mal enthalten, u. 8. w.

Umgekehrt, wenn alle Unterdeterminanten

rao
86,91)2G495) 29-1 9m)

einen einzigen Linearfactor mit einander gemein haben, mit welchom

augleich alle zuniichst vorangehenden Unterdeterminanten

_ tay
2G:9:)---8Gm—Im—2)

verschwinden, so ist 4(f) durch ihn m-mal und nicht éfter theilbar.
Es wire dberfldssig, die hieraus flr allgemeinere Fille durch

Zusammensetaung folgenden Regeln suszufhren; ebenso kénnen An-
gnben ther gelogentliche Erleichterungen bei der wirklichen Aufatel-
lung der besprochenen Bedingungen bergangen werden, da sie durch
das obige Theorem in Verbindung mit demjenigen, dessen Umkehrung
cs ist, offen dargelegt sind.

Ztrich, 1864.

2K R.Obristotte, Goummsie Abbandiogee. I 10



VII.

Ueber die kleinen Schwingungen eines periodisch eingerichteten
Systems materieller Punkte.

(Gournal fur dio reine und angewandte Mathematik, Bd, 63, 1864, 8. 278288,

Die vorliegende Abhandiung enthélt die vollstindige Lésung dee
bekannten Problems, die unendlich kleinen Schwingungen eines Systems
riumlich getrennter materieller Punkte 2u bestimmen, zwischen denen
anzichende und abstossende Krifte wirken, und welche in periodisch

wiederkehrenden Gruppen im Raume vertheilt sind.

Cauchy, welcher mit diesem Problem der analytischen Optik eine

neue Grundlage zu geben gedachte, legte demselben eine grosse Be-
deutung bei, wie aus den zablreichen Abhandlungen hervorgeht, in
denen er sich mit diesem Problem beschiftigt. Dieselben finden sich,
soweit sie mir bekannt geworden sind, in den Comptes rendus vom

9 bis zunf 30" Bande und im 22" Bande der Memoiren der Pariser
Akademie; die ersteren sind zum Theil in den Exercices wiederholt.

Der niichste Weg, welcher sich zur Léeung des vorliegenden Pro-
blemes darbietet, besteht in der Ermittlung der Gesetze, nach denen

die periodischen Bewegungen des Systems in ebenen Wellen erfolgen.
Sind diese bekannt, so liefert der Fouriersche Satz unmittelbar die all-
gemeinen Formeln fir die Bewegung, welche auf einen beliebigen An-
fangezustand folgt.

Aber diese Lésung kann nicht als vollendet angeschen werden;
im art. III. der folgenden Abhandiung wird nachgewiesen, dass die
vielfachen Integrale, auf welche man durch den Fourierschen Satz ge-
fubrt wird, Elemento enthalten, welche der Lésung vollkommen fremd
sind, und welche daher durch eine Reduction jener Integrale aus-
geschieden werden miseen.

Durch eine gonauere Untersuchung der algebraischen Functionen,
welche in diese Integrale eingehen, ist mnir die verlangte Reduction ge-
lungen, zunichst fiir die einfacheren Ausdricke, welche Cauchy am
Schlusse des §. 2. seiner Abhandlung dber die Farbenzerstreaung giebt,
dann auch flr die Lésung des allgemeinen Problems.
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In der vorliegenden Abhandlung ist der umgekehrte Weg ein-
geschlagen worden, Nachdem im art. III. nachgewiesen worden ist,
welche Reductionen sich bei der Anwendung des Fourierschen Satzes
als nothwendig herausstellen, wird die Aufgabe so gestellt und be-
handelt, dass man von Anfang an die Gewissheit hat, die Lésung in
einer Form zu erhalten, welche keiner weitern Reduction mehr be-

durftig ist
Es hat sich auf diesem Wege das merkwirdige Resultat ergeben,

dass die Bewegung des zu untersuchenden Systems, auch unter den
allgemeinsten Voraussetzungen, stets nur von einer einzigen Klasse
analytischer Funetionen einer verinderlichen Grisse ¢ abbiingt, deren
reelle Werthe die seit der anfiinglichen Gleichgewichtsstorung ver-

flossene Zeit bestimmen. Diese Functionen habe ich durch T/),. be-
zeichnet, und ihren Ausdruck durch ein dreifaches Integral mit end-
licher Begrenzung im art. 1X. Formel 18 angegeben.

1

Obgleich das Problem, mit welchem die vorliegende Abhandlung
sich beschiftigt, allgemein bekannt ist, lisst sich doch eine ausfubr-
liche Darlegung desselben nicht fuglich umgeben.

Ist IT ein System materieller Punkte, 60 wird dasselbe vollkommen
homogen genannt, wenn es folgenden Bedingungen geniigt:

1) Alle Punkte des Systems besitzen dieselbe Masse.
2) Sind a, b, ¢ irgend welche Punkte des Systems, und zieht

man aus ¢ eine Gerade cd von gleicher Linge und Richtung
wie ab, so ist d ebenfalls ein Punkt des Systems.

Fagt man zu diesen Bedingungen das Grandprineip der atomistischen
Theorie,

8) dass die Entfernung zweier materieller Punkte, wie klein sie
im Uebrigen auch sein mag, doch niemals unter jeder
Grenze liegt,

so ist das System JT nothwendig ein reticulares, d. b. die materiellen
Punkte dieses Systems befinden sich in den Durchschnittspankten
dreier Schaaren von Ebenen, welche den Raum in congruente Parallel-
epipeds zerlegen*); lisst man den besondern Fall, wo eine oder zwei
Kanten dieser Parallelepipede unondlich gross sind, unberiicksichtigt,
so sind also die rechtwinkligen Coordinaten x, y, # der verschiedenen

Punkte m,,,. des Systems JT durch lineare Gleichungen

1) Man vergleiche Dirichlets Abbandlung tber die positiven terniren quail.
Formen, dieses Journal Band 40.

10?
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cmataltal tal’,

mee YR BEOL EET +O,
gmyteltel el"

gegeben, in denen 1, 1’, 1” jedes ganzzahligen Werthes fihig, und die
Ubrigen Gréssen rechter Seite unverinderlich sind.

Diese Definition lisst sich, wie Cauchy bemerkt*), auf homogene
Mittel, welche aus chemisch differenten Atomen zusammengosetzt sind,

nur anwenden, wenn man sich die Massenpunkte m,,,. durch Atomen-
gruppen ereetzt denkt, welche um jode Ecke der vorhin erwabnten
Parallelepipedo in gleicher Weise angeordnet sind.

Wir fiigen hiernach zum homogenen System JI noch N andere,

I, Th, ... Ty, die so geordnet sind, dass die Coordinaten des zu I,
gehdrigen Punktes m{,,, mit den obigen durch die Gleichungen

Mem y=Z— 8, %—B—Y—By H—m=E—T
verbunden sind. Zu jeder Werthengruppe (, U1”) gehdrt dann eine

Gruppe materieller Punkte m,,, mi, ...m®,,, die in ihren physi-
kalischen Eigenschaften Ubereinstimmen oder von einander verschieden

sein kénnen. Diese Gruppen wiederholen sich periodisch auf dieselbe
Weise, wie die Punkte des Systems JT; ihre Gesammtheit kann also
ebenfalls als ein homogenes System P angesehen werden.

Es sind nun die superponirbaren kleinen Schwingungen eines
solchen periodisch eingerichteten Systems P, mit denen die gegen-
wirtige Arbeit sich beschiftigt. Und zwar flgen wir zu den obigen
Vornussetzungen Uber die Einrichtung das Systems P noch die folgen-
den, welche die in ihm wirkenden Krifte betreffen.

Wir setzen voraus, dase zwischen den einzelnen materiellen Punkten

von P Attractionen (Ansichungen und Abstossungen) wirken, durch

welche sie, bei der oben beschriebenen Einrichtung des Systems P, im

stabilen relativen Gleichgewichte erhalten werden.

Es seien ferner mi, und mi.4y 4 _r 2Wei beliebige Punkte“von P, deren Massen und Coordinaien  bezichungeweise m', 2, Yi) #
und m!, 2, yj, #, sind. Dann wirkt an min Folge der gegenseitigen
Attraction beider Punkto in ihrer Verbindungslinie eine Kraft, die bloss
von ihrer Entfornung (ik) abbingt, und durch

ait]
ag)

1) Comptes rendus Tome 9, pag. 858
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bereichnet werden soll. Die Componenten dieser Kraft werden also
ausgedriickt durch

£7
Ox,’ Oy? Om

Ueber die Massen m, m',... m, 80 wie Uber die Attractions:

gesetze, welche durch das Zeichen ,./,, 917) bei verschiedenen Werthen
der Indices i und & dargestellt werden, lassen wir die allgemeinsten
Voraussetzungen bestehen; wir setzen also weder zwischen zwei von
jenen N-+1 Massen, noch zwischen zwei von den im Allgemeinen
denkbaren }(N+1)(N+2) Attractionsgesetzen die Gleichheit voraus.

Da die Differenzen 2,— 2, y,—Y #,—fy von denen die erstenach der oben eingefthrten Bezeichnung — a,— a, + an +a'n'+a"n”ist, nur noch von den ganzen Zablen n,n’, n” abhingen, welche fr

den angezogenen Punkt m‘,,, die relative Lage des anzichenden Punktes

ms .4. ren re¢qr bestimmen, so erhiilt man die Gleichgewichtsbedingungen
fir jeden’ Punkt m’,,, von JZ,, wenn man in den Gleichungen

ater aie aie0) OMBa BI MHBa
die erste Summation Uber alle ganzzahligen Werthe von n, n,n", die
aweite Uber die Werthe k=O, 1,... .N erstreckt, mit Weglassung
des cintigen Gliedes (n= n'—=n"—0, k =i).

Ertheilt man hierauf dem Index i der Reihe nach die Wertho 0,

1,....N, #0 ergeben sich die vollstindigen Bedingungen fir das
Gleichgewicht des Systems P.

IL

Da das relative Gleichgewicht von P der Voraussetzung gemiss
stabil ist, so kann man seinen Punkten 20 Kleine relative Ortsinde-
rungen und Geschwindigkeiten ertheilen, dass dieselben in der nach-
folgenden Bewegung unsufhdrlich innerhalb belicbig enge gewiblter
Grenzen beharren.

Man kann also bewirken, dase jede relative Ortsinderung fort-

wihrend unendlich Klein bleibt. Dann lassen sich die beschleunigenden

Krifte in jedem Augenblicke durch die Ortsinderungen linear aus-
dritcken. Folglich sind die Bewegungen in unendlich kleinen relativen
Ortsinderungen superponirbar.

Bezeichnet man zur Zeit ¢ die zu den Axen parallelen Ver-

schiebungen
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fe)
[He Panklos me durch Eee= Bo ter= Mi Be = fo[ae rake Mem eeniren durch By ty bs

so erhilt man aus den Gleichungen (1.) die am Punkte m},,. zur
Zeit ¢ wirkenden Componenten, wenn man auf der rechten Seite tiber-

all und fr jeden 2; — ay 9 —%y sm durch #)— 2,48) — byHtty H+ EE, onelat, also ai, y, #, bentiglich um
Bb th— no & —& wachson Tisst.

Daraus ergeben sich die Gleichungen flr die superponirbaren Be-
wegungen des Systems P in folgender Gestalt:

ier fC
moe ae Wt a+ Let],
Otte we ii OER) OUR) pe8) me arash Wt Tw a) + Fae 8],
2B ate HUE gry) 4 MHWOOt EL wn) +Fe)

Dieselben miissen fir alle ganzzabligen Werthe von 1, U, I” und
fir i=0, 1,... N bestehen, Die Bedingung, dass bei den Summa-
tionen das Glied (n—n'=n"—=0, k=i) weggelassen werden soll,braucht jetzt nicht mehr beriicksichtigt zu werden, da bei diesen
‘Werthen der Summationsindices die Factoren §; — &, u. 8. w. sich auf
‘Null reduciren.

UL

Seit den Untersuchungen Cauchys ber die reticularen Systeme
pflegt man den Anfangszustand eines solchen Systems durch stetige
Fanctionen der Coordinaten auszudriicken, welche nicht bloss den ma-

teriellen Punkten des Systems, sondern auch den sie umgebenden
massenfreien Punkten Anfangsverschiebungen und Geschwindigkeiten
anweisen.

Indem man hierauf die Differentialgleichungen der Bewegung auf
alle Punkte des Raumes ausdehnt, bestimmt man mittelst des Fourier-

schen Satzes eine Bewegung des continuirlichen Raumes, an welcher die
in ihn eingetauchten materiellen Punkte ihrem Orte gemiiss theilnehmen.

Bei diesem Verfahren wird die Bewegung des materiellen Punkt-
systems abhingig gemacht, nicht bloss von seinem eigenen Anfangs-
zustande, was fir jeden einzelnen Punkt desselben in irgend einem Um-
fange der Fall sein muss, sondern auch noch vom Anfangszustande des
massenfreien Raumes, was in Wirklichkeit nicht der Fall sein kann.
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Von diesen, der Lésung nothwendig fremden Elementen kann dieselbe
nur durch die Reduction der vielfachen Integrale befreit werden, welche
durch den Fourierschen Satz eingefihrt worden sind.

Um diesen Usbelstand zu vermeiden, geben wir den Anfangs-
mustand des Systems P unmittelbar durch die Verschiebungen und
Geschwindigkeiten seiner eigenen Punkte. Sei

a 36 at 4flrt=0, pe b= Te, haat,
“ ior 8m _ gts(4) ter UAV Gere

is2 3b_ giee
ferha Pre Bmore

Dann lisst sich das zu Ideende Problem wie folgt aussprechen:

Es sollen, fir alle ganzzabligen Werthe von 1, , 1" und flr
i=0,1,0..¥

Bers Tees Ser

als Functionen der Zeit ¢ und der Anfangswerthe V und G den
Gleichungen (3: und (4.) gemiss bestimmt werden,

Iv.

Unsere nichsto Aufgabe besteht darin, zu ermitteln, in welcher
Weise die gesuchten Functionen von den Anfangswerthen abhingen.

Zn diesem Zwecke Inssen wir an Stelle des durch die Gleichung (4)
dargesteliten Anfangszustandes einen andern treten, in welehem nur
der Punkt

Mayreriter

in seinem Gleichgewichte gestért worden ist, und auch diesem Punkte
nur unendlich Kleine Verschiebangen und Geschwindigkeiten <V, 27’,
@¥” und 2G, 2G’, 2G” ertheilt worden sind. Aus dieser Gleich-

gowichtestérung entepringt eine Bewegung des Systems P, in welchem
wir die Verschiebungen des Punktes

Mee

zur Zeit ¢ durch X, Y, Z bezeichnen wollen.

Wir wollen zweitens voraussetzen, dass man zur Zeit t= 0,

ohne das Gleichgewicht der tbrigen Punkte des Systems zu stéren,
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die Verschiebungen @V, @V’, @V” und die Geschwindigkeiten 2G,
2@', 2G" dem Punkto

mre

ertheilt habe. Bezeichnet man alsdann in der hieraus erfolgenden Be-
wegung des Systems P die Verschiebungen des Punktes

Me

zur Zeit t durch ¥, ), 8, 80 muss wogen der Einrichtung des Systems P

X=%, Y-9, 27-8

sein. In der That werden die im zweiten Falle gemachten Voraus-
setzungen mit den auf den ersten Fall bezglichen véllig identiseh,
wenn man das System P ohne Drehung so lange verschiebt, bis der

Punkt mi. nach mt, 14,247 Fckt, wobei dann jeder Punkt mi,,..
nach ms rsnareer und insbesondere m{,, nach m‘,,. geschoben wird.

Far die Gréssen X, %, Y,... lassen sich aber leicht bestimmte

Ausdrlicke finden. Superponirt man nimlich jeden der beiden An-

fangsmustinde, aus denen sie entspringen, mit dem durch die Glei-
chungen (4.) bestimmten, so werden im ersten Falle die Anfangewerthe

(P%, G4, V8,gnaee tm a, 2G, 2V’,..., und in Folgedessen die Verschiebungen (£, 7, $f, um X, Y, Z vermebrt; im
sweiten Falle, wo die Aenderungen cV, 2G, ¢V', ... den Anfangs-
werthen (V*, G%, V%+1,...),,.,. ertheilt werden, indern sich (&, % Dep
um X, 9, 8.

Drickt man demnach die Verschiebungen X, %, ¥, ... durch die

Differentiale der Gréssen Ei, Eye, irs --- nach den geinderten
Anfangswerthen aus, so ergiebt sich aus ibrer Gleichheit 2. B.

Bie ; aber tire 7Km t gag C+ ie “OV te
OVE reraer Gi renee VR eeraee

2 t00 B00 - my 3-z- tho ay 2 “2G Seo BV penBar OF Fate + ap +

und allgemein, wenn man einen der Buchstaben £, 9, § durch (&, 1, 6),
und einen der Buchstaben V, G durch (V, @) bezeichnot

6) 2bBirr 2G oo,
IM aenaree OM Oar’
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fir i=0,1,....N,j—0, 1,...3N+2, und alle ganzzahligen Werthevon a, 2%, 4", 1, 0, 0".

Wir setzen von jetzt an

Boo aes. Otiwo pasty Ao _ paves
wo Whe Mitte Gye Rae Gye Bae

ito gins Athen guerny ton guenns
BGfyn SEY Zap, Ses Zqpee Ses

und werden im folgenden art. zeigen, wie sich die Bestimmung der
Functionen £, 7,{ vollstindig auf die Ermittlung der Functionen Rund § zuriickfahren last.

v.

Zuniichst ergiebt sich aus den flr ¢—0 stattfindenden Gleichungen

Rao— Vth, i — C2,bo Vas" 8. mit Hole derGleichangen(6.),
dase fir t—0, mit einziger Ausnhme von

mn

Rei und oe (j=0,1,...8N +42),
welche gleich 1 werden, alle abrigen Functionen R, 8, 4%, SF
verschwinden.

Ferner erhilt man aus den Gleichungen (3.), indom man sie nach
einem Anfangewerthe differentiirt, mit Hilfe der Gleichungen (6.)
Differentialgleichungen, denen dio Functionen R und $ gendgon missen.

Beachtet man, dass nach (5.) und (6.) auf Grund der in art. I
eingefthrten Bezeichnung

BGO; AmB mrewsranr OE mE
WO ewrenvee COLrer WO newirw

(PM, PE, PED anaes
AtmOs psy paerns parenTWHvareceee , deve

ist, wo P durch R oder S zu ereotzen ist, jenachdem man nach V oder

G differentiirt, 40 erkennt man sofort, dass man, um die Gleichungen(3.)nach (V, Gy, 4ra¢e 20 differentiiren, nur néthig hat, dort dberall
Baty & durch Pits PA Pie?
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. und die Differenzen

Bb ttm &—&
durch

PacerPeBPIae ge = PitBee,
PEMaura Panty= penne?mi ersetzen.

Bebilt man diese Bezeichnung zur Abkirzung bei, so ergiebt
sich also

artis. BFE) ganas UHL pens sacs OUR) genes. scen]
[eRe Caes OF caray BN galas BENOre BEE] gpanse y OE) pareysigs 4 OUR paresis@

if ae DL Lesa Bet Gye Btn Faas Bee,erie! BUH) gyanseg 2H] gpanssscer y SAL gpsnes, seesmseLaatbag BEgag BUT ilgee ed)
Fagt man zu diesen Gleichungen die Bedingung, dass

flr #—0 und j-0,1,...3N+2
apg(8) Pah, aa8

werde, und alle dbrigen Functionen P und 4? verschwinden,
so wird offenbar

L P—R, wenn man alle —1, alle B/ —0 setzt;
IL P=S, wenn man alle &/—0, alle B/ —1 setzt,

gleiche Indices bei P, R und S vorausgesetat.
Diese Bedingungen zeigen, was auch flr sich klar ist, dass die

Functionen R und S von den Anfangswerthen V und G unabbingig

sind; also sind (5.) und (6.) dieVerschiebungen §, 1 und { lineare Fane-
tionen derselben. Da diese Functionen verschwinden, wenn man alle

Anfangswerthe auf Null reducirt, so erhiilt man aus den Gleichungen
(6) und (6)

(9) YttreaeVisursrarset Ste”Gly waeeagelsAS
tee=Visurenarget Site Gay rerareels$
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wo von den beiden Summationen sich die erste ther alle ganzzabligen

Werthe von 2, 2’, 2", und die aweite sich ther die Werthe j=0,1,2... 3N+2 erstreckt

vi.

Man kann eine Particularlésung der Gleichungen (7.) finden, in-

dem man jede Funktion P,,,, ur Exponentialgréase ¢!¢*@+/0OV=1
proportional setzt, wobei u, 1, u” Constanten bedeuten, welche will-
Ktirlich bleiben. Durch Superposition solcher Particularléeungen muss
‘man hierauf den Anfangsbedingungen (8.) Genilge leisten.

In Folge der besondern Beschaffenbeit dieser Anfangsbedingungon
ist es leicht, im Voraus das Resultat der eben bezeichneten Super-
position zu erkennen. Es sei @ cine Function der Variabeln ¢, «,

w, w', welche ebenso wie ihre erste Derivirte °° fir t=0 von w, w,
w” unabhingig wird. Entwickelt man diese beiden Functionen fir alle
zwischen —2% und x enthaltenon Werthe von u, w, w” nach Ex-
ponentialgréBen o@"*#**+2Y-1, go verschwinden flr t=0 alle Coef-ficienten in diesen Entwicklungen bis auf diejenigen, welche der Vor-
aussetzung 2—2/—2"—0 entsprechen, Dies ist genau die von den

Funetionen P,,,. verlangte Eigenschaft. Wir setzen demnach

(40) Phe hyfatvatertenyteutwant
wo jede Integration awischen den Grenzen — x und x suszufthren ist.

Dann verlangen die Anfangebedingungen (8.), dass man flr
t=0 habe

(a1) iat, 2g, atmo, Ao,
wenn A vonj verschieden ist.

Femer ergisbt sich aus (10.)

1 gps fautVAE, glee Voyoul au
Wir setzen diese Ausdriicke in die Gleichungen (7.) ein, und bedienen
uns folgender abktrzender Bezeichnung:

ene eeey at
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ferner in der ersten Gleichung

SSS

an [is] [a :

Pe8 -0= (81,31), DB 0 8i,88),
ai ania : ait .DD ie Fea, 0 i8i41), -De -o=(8i,3k+1),

DDH -D HG 0-4, 3542), DD Fay 0 Gi k+2),
in der sweiten

i ao ; ek

Pa Pr-@=(8i+1,84), ~Dieee 0 Bit 1,3%),(12) 7 - ti

HET 0 Gist 8i+0), — SM) 0Gi+1,3k+1),
aDg 0-Bi41,314+2), — DF-o=(Bi+1,8k+2),ye OFe how %

jund in der dritien

(i (6 ; ane

DLA -D Hay o- Gi+2, 34), - Die -@=(3i+2,3%),
DDHDF), 0 i+2,31+1), - Dae o=(8i+2,3k+1),
DDB - DAG -0-i+2,31+2), —DBE o=(Bi+2,38+2),
wo die Gleichungen der zweiten Verticalreihe k und i als von einander
verschieden voraussetzen,

Unterscheidet man in den Gleichungen (7.) die beiden Fille, wo

k=i oder k von 4 verschieden ist, so erkeont man, dase dieselben sich
mit Holfe der vorstehenden Bezeichnungen in die folgenden verwandeln,
in denen

ipTOON yeu au" = 2Byee
gesetzt ist:

o-fiEye [m on ta(6482 4B5,3k+ A 48i,8h+90) |,
eastets0fe, yyme + (Git, sh" 4 6i+1,3k+1) 244 Bix, BkrD AHN),
2804890-feOF me oe +2 (Gi42,8248i42, 5 NAMHAY B42,3AM)|,

wo k bei der Summation die Werthe 0, 1, ... N durchléuft
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Diese Gleichungen missen flr alle ganzzahligen Werthe von 2, 2,
2” bestehen. Da aber die in den eckigen Klammern stehenden Func-

tionen von 2, 2', 2” unabbingig sind, so ergiobt sich aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen, dass sie gleich Null sein mitssen fir alle
zwischen —x und a liegenden Werthe von u, w, w", d. b. fir alle
Werthe, welche diese Variabeln wihrond der Integration durchlaufen.

Jede der vorstehenden Gleichungen liefert also cine Differential-

gleichung zwischen den einzelnen Functionen . Setzt man der Sym-
tmetrie wegen in der ersten m‘= w,,, in der zweiten mé— uy,,,, in der

dritten m= 4y,,, 0 dass man flr i=0, 1,... N hat
_ 8) Hae Hace = aces =

so treten diese Gleichungen simmtlich in die niimliche Form; man er-
halt far

hj=0,1,...3N4+2

pan OSA(14) wae + (hg)= 0.
Auf diese Weise ist das urspriinglicho Problem auf die Integration

des vorstchenden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen mit
Riicksicht auf die in (11.) gestellten Anfangsbedingungen zurlckgefuhrt,
Zu dieser Integration sind indessen einige Vorbereitungen erforderlich.

VIL

Vor allem ist es notwendig, gewisse Eigenschaften der Coefficienten
(hg) festzustellen.

Zuniichet ergiebt sich aus ihrer Entstehung, dass sie nicht blose
von der Zeit ¢ unabhingig sind, sondern auch von der Stelle, welche

der Punkt mi,,, im System II, oder P einnimmt.
Eine zweite Eigenschaft ergiebt sich unmittelbar aus den Glei-

chungen (12). Sie ist in der Gleichung

(Bi + 1, 3k + 0) = (Bi + 0, 3k + 2)

enthalten, wenn g und z nach Belieben aus den Zahlen 0, 1, 2 aus-
gewihlt werden.

Die dritte Eigenschaft, deren Kenntnis nothwendig ist, besteht
darin, dass die beiden Gréssen (gh) und (hg), welche im Allgemeinen
complexe Werthe haben, stets zu einander conjugirt sind.

Zam Beweise dieser Behauptung werden wir in den Ausdrticken
der verschiedenen Gréseen (gh) die Vorzeichen der Indices n, n’,n” indern,
was auf den Werth dieser Ausdriicke offenbar keinen Einfluss hat.
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Dann erkennt man zunichst leicht, dass die Grissen (31+, 3i+0)
simmtlich reell sind. Da ausserdem (3i+7, 3i +) = (3i+@, 3i+z)ist, so wird in diosem Falle der obigen Behauptung nicht widersprochen.

Wir wollen nun unter der Voraussetzung, dass k von i ver-
schieden ist, die beiden Factoren untersuchen, welche im Ausdrucke
von (3i+ 7, 3k +) unter dem Summenzeichen stehen.

Da man nach art Lund Il.
Hazy —atanda'n pa"n", 2 — 2a — atanto

hat, und dhnliche Gleichungon fr die anderen Coordinatendifferenzen

gelten, s0 folgt, dass x, —z,, y, — yy, #,—#, durch Aenderung des Vor-
zeichens von n, ', n" in —(2\—¥), —(yj—dh)» — (6,— 4) vOr-
wandelt werden. Gleichzeitig gehen also die Ausdricke

Hieraus folgt, dase in den Gleichungen (12:) der Zeichenwechsel
der Indices n,n’, n” nur sur Folge hat, dass auf der linken Seite
1) die Zablen i und & vertauscht werden, und 2) in der Exponential-

grosse @ = e-«+IV=1 die Y—1 das entgegengesetzte Zeichen er-
hilt. Dadurch wird aber die Grosse (3i+z, 3k +0) ohne Aenderung
ihres Werthes in die Conjugirte von (3k +z, 31+ 0) = (3k-+0, 3i+2)
verwandelt, w. z. b. w.

Man kaon endlich noch eine vierte Higenschaft dieser Grésson
(gh) bemerken; dieselben sind nimlich in Bezug auf jede der drei
Variabeln u, w, u” periodisch, mit der Periode 2x. Daraus zicht
man leicht den Schluss, dass die durch die Gleichungen (11.) und (14.)
bestimmten Functionen 2 die nimliche Periodicitit darbieten mUssen.

Vu.

Setzt man

w=Sane, =Sea,
D

so kann man die Gleichungen (14.) in folgende Form bringen:

@ (ae) , av(5) (8) +2%-0, h=0,1,...8N42
Da diese Gleichungen linear, und ihre Coefficienten constant sind,

so biingt ihre Integration, wie bekannt, nur von der Untersuchung der
Determinante der bilinearen Function

wv —29!

und ihrer Unterdeterminanten ab.
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Vergleicht man aber die Ausdriicke der Functionen y und g/ mit
denjenigen, welche in der Abhandlung tber die Verallgemeinerang
einiger Theoreme des Herm Weierstrass (p. 126) durch y und p be-
zeichnet wurden, so erkennt man sofort, dass die dort gemachten
‘Voraussetzungen im gegenwartigen Falle erfUllt sind.

Setzt man nimlich [hh] —, und, so lange g von h verschieden
ist, [gh] =0, 80 wird

oD en, .

und es sind nun (gh) und (hg), sowie [gh] und [hg] 2u einander con-

jugirt, wie dort verlangt wurde. Setzt man ferner 2*/ — x, + iy,,
Hh =x, —iy,, 00 wird g — Sp,(2i+y}). Dies kann, da siimmtliche
@ als Massen materieller Punkte positiv sind, nur verschwinden, wenn
alle rellen Variabeln x und y sich zugleich auf Null reduciren.

Bezeichnet man daher durch

{0 er (01)...
4(e)=) (10) (1)— we. |

die Determinante von y— zg’, und durch 4,,(z) die aus einer Aenderung
des Elementes (ik) entspringende Unterdeterminante von 4(z), so folgt

1, dass alle Wurzeln der Gleichung 4(z) — 0 reell sind.

Bezeichnet man die von einander verschiedenen Wurzeln dieser

Gleichung 3+ 3° Grades durch

80 folgt weiter,

TL dass man durch Zerfillung in Partialbriiche

4a) _ Ab

erhiilt, wo die Factoren A von x unabhingig sind, und die Summation
sich ber die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 4(z) = 0 erstreckt.

Endlich zieht man aus den Gleichungen (9.) der angefihrten Ab-

handlung fir den vorliegenden Fall die folgenden:

bm po

° a 2 ag
Basin Agee

welche bei jeder Bedeutung der Grissen 2°/, Q'/, ... stattfinden.
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Setzt man also

as) 4,28 =Do.di,a4= 2,
0 folgt aus den Gleicbungen (IIL)

wD,
(17) °

sav

Dagan

Dies fostgestellt, multipliciren wir die Gleichung (15.) mit A%,,und addiren hierauf die aus ihr fr h—= 0, 1,... 3N+2 entspringen-
den Gleichungen zu einander; dann folgt

araens n
aa + je 0.

Da man aus (16.) und (11) far ¢=0

’ ant ’Rehm wyAM Ge — wy
erhilt, 80 ist also fr cin belicbiges¢

+ Ty singyt
4— 4,8) [const 8],

mithin, wegen der Gleichung (17.)

7 ofa saut),=m) D4, [Wreoss,e+9/ 2]
Ix,

Aus dem eben gefundenen Ausdrucke der Functionen 2 ergiebt
sich mit Rcksicht auf die Gleichung (10.), dass man, wenn

sins aasresrey=

as) eds Bt fete aya a = Ti
acuWu <xgesetzt wird,

atthePhe mo [WEE+ OTs]
erhilt, Da ferner (art. V, I. und IL) P gleich R oder S ist, je nachdem
man fir jedesj © = 1, B=0 oder W/—0, B—1 setzt, so folgt:ath,Bie type, StarwyTha
Durch Einseteung dieser Ausdriicke erhilt man aus den Gleichungen (9.)
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die Lésung des vorgelegten Problems. Sei zur besseren Uebersicht
fir g@—0, 1,2

ae) pan

so folgt:

Bee = Gite + SEE

AB,(20) ther — Glew + Bes

OB.See = Gre + Gen
Die Einfachheit dieser Formeln lisst nichts zu wiinschen brig.

Es scheint indessen schwer zu sein, aus ihnen unmittelbar cine Vor-

stellung von der durch sie dargestellten Bewegung zu gewinnen. Da-
gegen bieten sie fur angeniherte Bestimmungen eine véllig zuverlissige
Grundlage dar, bei welcher es nicht, wie bei der directen Behandlung
der urspringlichen Differentialgleichungen, zu befirchten ist, dass durch
wiederholte Vernachlissigungen schliesslich alles verwischt wird, was
den Charakter des urspriinglichen Problems ausmacht.



VII.

Ueber die Bestimmung der Gestalt einer krummen Oberflache

durch lokale Messungen auf derselben.

lournal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. 64, 1865, S. 198—209,)

Die bisherigen Untersuchungen ber die Gestalt der Erde gehen
simmtlich von der durch hydrostatische Griinde nahegelegten Vorans-
setaung us, dase dieselbe bis auf geringe und nur zufillige Ab-
weichungen ein Sphiroid ist, welches seine Drehungsaxe mit der Erde
gemein hat. Dieses Sphiroid, welches man zum Unterschiede von der
wirklichen die wahre Oberfliche der Erde nennt, wird dadurch bestimmt,
dass die auf der ersten wirklich ausgefthrten Gradmessungen durch
miglichst wenig botrichtliche Abinderungen der Beobachtungeresultate
mit den auf der letztern ihnen entaprechenden in genaue Ueberein-
stimmung gebracht werden

Das in Rede stchende Problem lisst sich indessen auch noch von

einem aweiten Gesichtspunkte aus behandeln, welcher von jeder will-
Kiirlichen, wenn auch noch so annehmbaren Voraussetzung aber die

zu ermittelnde Gestalt der Erde unabhingig ist, und aus diesem Grunde
aur Entscheidung tber die Zulissigkeit einer solchen Voraussetzung
fihren kénnte.

Es versteht sich von selbst, dass auch bei dieser Untersuchung
das Studium spezieller Terrains von der Bestimmung der Erdoberfiiche
im Allgemeinen getrennt werden muss. Aus diesem Grande wird es

keine willkirliche Voraussetzung in sich echliessen, wenn man als die
zu bestimmende Gestalt der Erde, mit Beriicksichtigung unserer vor-
Vaafigen Kenntnis von ihrer allgemeinen Wélbung, diejenige allenthalben
gewolbte und stetig gekriimmte Oberfliche E bezeichnet, welche mit
der wirklichen Erdoberfliche nach Beseitigung ihrer lokalen Hebungen

und Senkungen vollstindig zusammenfillt. Es muss hinzugefligt werden,
. dase die in der letzten Bedingung liegende Unbestimmtheit wegen der

relativen Geringfgigkeit der zu beseitigenden Unebenheiten als that-
siichlich gar nicht vorhanden betrachtet werden kann.
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Zur Orientierung ther die Lage eines Punktes m auf der Ober-
fiche E sind die an die tigliche Bewogung der Himmelskugel ge-
knipften sphirischen Coordinaten desselben im vorliegenden Falle
nicht goeignet, weil sie von der Beschaffenheit der Fliche E in der
Nao des Panktes m unabhingig sind, also auch flr sich alloin keinen
Rickechluss auf dieselbe gestatten. Ich bediene mich aus diesem
Grunde zur Bestimmung der Lage von m auf E der sphirischen Co-
ordinaten eines Punktes, den ich das wahro Zenith der Fliche E im

Pankte m nenne, und verstehe hierunter denjenigen Punkt m der un-
endlich entfernten Himmelskugel, in welchem diese von der in m auf
der zuginglichen Seite von E errichteten Normale geschnitten wird.

Dies festgestellt, erhiilt man aus den folgenden Untersuchungen
fr den vorliegenden Fall den Satz:

‘Wenn die Oberfliche E eines sich nicht ins Unendliche er-

streckenden Kérpers allenthalben gewdlbt und stetig gebogen ist,
ferner in keinem Punkte derselben ein Hauptkriimmungshalbmessor
unendlich gross oder unstetig ist, endlich flr jedes wahre Zenith,
unabhiingig davon, welcher Punkt der Fliche ihm entsprechen
mag, die Summe der in letzterem stattfindenden Hauptkrimmungs-
halbmesser gegeben ist, so ist die Fliche selbst und ihre Lago in
der Himmelskugel véllig bestimmt, bis auf einen belicbigen mit

ihr verbundenen Punkt, dber dessen Ort im absoluten Raume noch

verfligt werden kann.
In Folge dieses Satves kaun die Gestalt der Fliche E mit jeder

belicbigen Genauigkeit bestimmt werden, wenn man im Stande ist, fur
eine gentigende Anzahl von Punkten derselben, aber deren gegenseitige
Lage keine anderweitigen Angaben erforderlich sind, 1) die sphiri-
schen Coordinaten ihres wahren Zeniths, und 2) die Summe der in
ihnen stattfindenden Heuptkrimmungshalbmesser zu ermitteln.

In der That kann man unter dieser Voraussetzung die Summe
der beiden Hauptkrimmungshalbmesser als Function der Coordinaten
des wahren Zeniths darstellen, wobei man nur darauf Ritcksicht zu

nehmen hat, dass der bei der Interpolation zu Grunde gelegte Ausdruck
in keinem Zenith unendlich oder unstetig wird, und einer im art, VIL
nither zu bezeichnenden Bedingung gentigt. Durch den numerischen
Verlauf dieser Function und die dbrigen Bedingungen des Satzes ist
aber die Fliche E vollig bestimmt.

Es muss hier unerértert bleiben, in wie weit sich diese Resultate
tur wirklichen Ausfibrung eignen. Die Grundlage zu dereelben ist in
dem Satze zu suchen, dass ein stetig gekrimmtes, hinlinglich Kleines
Sttck jeder beliebigen Oberfliche als einer Fliche zweiten Grades an-

nt
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gehdrig betrachtet werden kann. Die letztere muss flr jedes passend
gewihlte Stick 7 der zur Untersuchung vorgelegten Fliche durch

= Messungen von derselben Art bestimmt werden, wie man sie bisher
zur Bestimmung des ganzen Erdsphiroids ausgefdhrt hat, und liefert
dann flr die Punkte des genauesten Anschlusses an 7’ das wabre
Zenith und die Summe der beiden Hauptkrimmungshalbmesser,

L

Dem vorliegenden Zwecke gemiss beschrinken wir die nach-
folgenden Untersuchungen auf den Fall, wo die vorgelegte Fliche E
sich weder ins Unendliche erstreckt, noch auf ihrer zuginglichen Seite
in verschiedenen Punkten gleichgerichtete Normalen hat, noch in Zu-
sammenhang, Biegung oder Krimmung irgendwo eine Unstetigkeit dar-
biotet. Zur Vereinfachung scbliessen wir Uberdies den Fall aus, wo
cin Hauptkrimmungsbalbmeseer auf E unendlich gross wird; es mag
indeasen beiliufig bemerkt werden, dass simmtliche Resultate giltig
bleiben, wenn dieser Fall in einer begrenzten Anzahl von Punkten ein-

tritt, sobald nur nicht das Product aus einem Hauptkrimmungshalb-
messer und jeder Potenz der Entfernung von einem dieser Punkte,
deren Exponent kleiner als 1 ist, in demselben unendlich wird
(art. Vb. und VI).

Die nichste Folgerung, welche wir sus diesen Einschrinkungen
ichen, besteht darin, dase nicht bloes 2u jedem Punkte m der Fliche E
cin einziger Punkt m als wabres Zenith, sondern auch umgekebré zu
jedem wabren Zenith nur ein einziger Punkt der Fliche E gehirt.

Dies festgestellt, sei C der Nordpol der Himmelskugel, A der
Durchschnitt des ersten Meridians mit dem durch C bestimmten Aequator,
B der von A aus auf letzterem um einen Quadranten dstlich entfernte

Punkt, In dem hierdurch gegebenen Coordinatensystem soll die nach
Osten wachsende Linge von m durch p, seine nach Norden wachsende
Breite durch 4 bezeichnet werden.

Zor Bestimmung der Lage des entsprechenden Punktes m im
Raume bediene ich mich rechtwinkliger Coordinaten z, y, 2, welche
in den durch die unendlich entfernten Punkte A, B, C bestimmten

Richtongen wachsen. Ueber ihren Anfangspunkt, der vorliufig nicht

in Betracht kommt, kann erst spiter (art. VIII) verfigt werden.
‘Nach dem, was oben festgestellt wurde, sind die rechtwinkligen

Coordinaten von m durch die Linge und Breite von m vollstindig be-
stimmt. Da ausserdem wegen des ununterbrochenen Zusammenbanges
und der stetigen Biegung von Z beide Punkte zugleich ihren Ort nach
der Stetigkeit indern, endlich nach der Voraussetzung kein Punktm im
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Unendlichen liegt, 0 sind x, y und # einwerthige, endlicho und stetige
Functionen der Variabeln @ und g, und letztere von einander unab-

hingig.
Da aber g und @ nicht bloss die Lago von m, sondern auch die

Richtung der Tangentialebene von E in diesem Punkte bestimmen, #0
sind sie rickwirts von den’ verschwindenden Aenderungen abbingig,
welche z, y und # durch eine unendlich kleine Ortsinderung des
Punktes m auf E erleiden. Aus diesem Grunde erlangen x, y und 2,
wenn sie als Functionen von @ und @ dargestellt werden, bestimmte

Eigenschaften, welche die Grundlage unserer Untersuchung bilden.

I

Es seien az, dy, 28 die Zunahmen, welche die Coordinaten von m
beim Uebergange zu einem auf E unendlich benachbarten Punkte m,
erlangen. Projicirt man das Linienclement mm, auf die Normale mm,
und bezeichnet die Winkel zwischen dieser und den Richtungen der
wachsenden Coordinaten durch (mA), (mB), (mC), 80 folgt:

x cos (mA)+ ay cos(mB)+ 7s cos(mO)= 0;
hier ist, weil p und @ die Lange und Breite von m sind,

cos(mA)= cos pcos, cos(mB)— sin gcos 0, cos(mC) — sin0.
An Stelle von @ fibre ich eine neue veriinderliche Grésse @ mittelst

der Gleichungen 5,
1) cos8—2, sind—o % ©

cin, wo C und $ den hyperbolischen Cosinus und Sinus bedeuten, also

epee at@) Q- ft, 3-255
ist. Damit also @ seine Werthe von —}x bis + $a der Reihe nach

erlange, muss @ die reellen Werthe von —co bis + oo durchlaufen.
Daraus folgt

(3) con(mA)= 22, cos(mB)—“"F, cos(me) = 5,
wenn zur Abkarzung C und S statt C, und S, gosetzt wird, also weiter

tam — 82 ce — BE ay,endlich
a4 22, ing 2

“) ene”

ae 1 ar ng

Fe— 3 (Como 55 + sing F)-
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Da aber die Variabeln p und @ von einander unabhingig sind,
also jede Aenderung der einen die andere und ibr Differential unge-
ndert list, o muss man gleiche Resultate erhalten, wenn man von
den vorstehenden Gloichungen die erste nach g, die zweite nach @
differentiirt. Moltiplicirt man vorher mit S, und subtrabirt nach dem

Differentiiren die erste von der zweiten, so folgt

5 ae 1 (ging 2 ay

) ag ~~ 0(awe— om 54)Za diesen Gleichungon kommen noch andere, welche sich aus der
Untersuchung aber die Krimmung von E ergeben.

mL.

Um bei der Bestimmung der Krimmungshalbmesser von E jede
Unsicherheit in Bezug auf die Bedeutung der Zeichen austuschliessen,
aihlen wir auf jeder Normale mm Abscissen R, welche im Fusspankte
m Null sind, und in der Richtung nach dem Zenith m hin abnehmen,
also auf der unzuginglichen Seite von E positiy werden.

Bezeichnet man nun durch w, o, w die rechtwinkligen Coordinaten
eines der auf mm liegenden Krimmungsmittelpunkte von F, und durch

R seine auf dieser Normale geziblte Abscisse, also abgeschen vom
Zeichen den ihm entsprechenden Krimmungshalbmesser, so ist far
jedes Vorzeichen von R

Fp —cos(mA), Y 2° = cos(mB), 75," — cos(mC).
Ertheilt man aber den Gréssen @ und ¢ verschwindende Aenderungen
ag und Ze, welche so gewahlt sind, dass m an dem zu R gehérigen
Krimmungskreise entlang rickt, so bleiben u, v, und R ungeindert,
und es folgt

x= Récos(mA), cy — Re cos(mB), és— Ré cos(mC).
Von diesen drei Gleichungen, ebenso wie von den vorigen, folgt jedes-
mal eine aus den beiden ander, Fuhrt man rechts die in (3) ge-
gebenen Werthe ein, so ergiebt sich

sing , az Seong | a2(BEG +ag)+ (BP Gr? + 34) ee =ocorp _ dy Ssing , ay),— (8%? — 38) cp + (REY + 24)c0-0,
a oy (2 _ B)osee? + (secre = 0

‘Von diesen Gleichungen dienon zwei zur Bestimmung von R und

dem zugehérigen Werthe von 3. Eliminirt man den letztern, auf
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dessen Bestimmung es hier nicht ankommt, so erhilt man ohne Muhe

aus den beiden ersten Gleichungen mit Rucksicht auf (4.) die folgende

‘én 4 éz ay’ Caz dy dy dzW— ROLF —o (vin 9 5p e959) 1+ 5 Gan — apde)~Bessichnet man daher die beiden Hauptkrimmungshalbmesser
von E im Punkte m durch R, und R,, indem man diese Grossen noga-
tiv oder positiv nimmt, jenachdem der zugehdrige Krimmungsmittel-
punkt auf der zuginglichen oder der entgegengesetsten Seite von E
liegt, 80 folgt:

Chaz by _ dy a2"@ BRS(55 56 — S996)
WV.

Durch Aufldsung der Gleichungen (4,), (6.) und (6.) erbilt man

© [- 3 Seong — 22 Csing,JE -  HCring— Z Seosp—*F Fring,

» Go FE Seng + 7 Coorg,(9%) 4 seine +B
FE —— Fi Coop — 2 Saing + ™$™ cong,

‘und wenn man dieso Werthe in (7.) einsetzt, oder auf anderem Wege,

ae a8), (on 28)*(10) RR— (B+ R)OrZ + (07 $2)" (08 $2)" 0.
Bezeichnet man durch 4 die Y—1, und setet zur Abktirzung

ttiy=2,

0 Inssen sich die Gleichungen (8) und (9) in die beiden folgenden
usammensichen:

28 _ oi(_g 2 4 502Fe (8 Hts)»
28 (i028 — g 8) 4 ar bth,Gena (-ick — 958) +i BS

Durch Gleichsetzung der beiden hieraus fir ,7°9 folgenden Ausdrdcke
erhilt man, als Bedingung daflr, dass die Gleichungen (8.) und (9)
die vollatindigen Differentiale von 2 und y liefern, die Gleichung

a Oe 1 8 (+R© get 37 Oe)
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Sodann erhilt man

PO gg (BE, OF). 5 8 (gi4BGer + Sgt SOS + Fyn)+ iy (MG),
oder wegen der vorigen Gleichung

8B (gi Bt) 4 5 2 (gi Bt
Darch ‘Trennung des Reellen vom Imaginiren ergiebt sich endlich

ae, te 8 8 RR) 2 (in BARGU) Ft Be — 0 ae (PME) — ap (ine ME)
ayy 8 2 gg hth, 2 RtRyGL) + Get oe (ine MG) + gy (rw G™)-

v.

Die im vorigen art. gefundenen Differentialgleichungen gewahren
das Mittal aur Lésung der Eingange gestellten Anfgabe, die Fliche E
mit Ricksicht anf die dbrigen von ihr verlangten Kigenschaften unter
der Vornussetzang zm bestimmen, dass an ihr entlang far jode Rich-
tang der Normale, unabhingig von der Lage ihres Fusspunktes, dic
Somme der beiden Hauptkriimmangshalbmesser, d. h. letztere als Func-
tion jener gegeben ist.

Unsere nichste Aufgabe besteht nun darin, ans den von der Fliche
E verlangten Eigenschaften fir die Fanctionen 2, y und # diejenigen
Gronz- und Stetigkeitebedingungen abzuleiten, welche zu ihrer villigen
Bestimmung durch die Differentialgleichungen (1), (IL) und (IL) er-
forderlich sind.

‘Zu diesem Zwecke betrachte ich e und @ als rechtwinklige Co-

ordinaten in einer Ebene, wobei dann zu beachten ist, dass, weil g dio

detliche Lange des wabren Zeniths bedeutet, von dieser Ebene nur der

durch die Ungleichheit 0< @ <2z begrenste Streifen in Betracht kommt.
a, Zuniichst ist die schon frther gemachte Bemerkung zu wieder-

holen, dass in Folge jener Bedingungen x, y und # allenthalben ein-
worthige, endliche und stetige Functionen von 9 uni g sind.

b. Da fermer R, und R, der Voraussetzung gemiss nirgendwo un-
endlich werden, s0 folgt aus der oben gefandenen Gleichung (10.),

22! RAR), (py 22\*_(R—R)*(ors ay (ag a)

duss ong und ox nirgendwo, auch flr @ = +00 nicht, tber alle
Grenzen wachsen. In der That erkennt man leicht, dass o# numerisch

. nie grésser als die halbe Differenz der beiden Hauptkriimmungshalb-
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messer wird, und in Folge dessen C*2! stots zwischen den Grenzen R,
und R, eingeschlossen bleibt.

Mit Rocksicht auf die Gleichungen (8) und (9) folgt hieraus,
dase die ersten Derivirten von z, y und # in keinem Punkte unendlich

werden, und wenn der numerische Werth von uber alle Grenzen

wichst, so stark abnehmen, dass die Producte

ae a ae a2 ay oy
(ser de) (Ger der Ger Ze)

simtlich unterhalb endlicher Grenzen bebarren.

¢. Hieran achliesst sich der Satz, dass es in der Ebeno der e,

keine Linie giebt, auf deren beiden Seiten eine der ersten Derivirten
von 2, y, # verschiedene Werthe hat.

Zoniichst sind z, y und s wegen ihrer Stotigkeit auf beiden Seiten
einer boliebigen Linie die nimlichen Funktionen ihres Bogens ¢, also

such ihre Derivirten 22, 2, 2* auf beiden Seiten dieselben.
Errichtet man ferner im Anfange des Bogenclementes 26 ther ihm

die Normale én 0, dass én und ‘@ denselben Winkel wie 0 und c¢
einscbliessen, 0 ist

a1 i 20, 9820 at_ dn de ds 0@6~ dede * tp de’ Bn~ By de de de?
welche Gleichungen auch fr x und y gelten. Folglich erhilt man aus
don Gleichungen des art. IV, indem man 2 durch seinen Werth ersetzt:

He+iv — oyi(_ 9284 cede Rt B20),fa mer 9 55 + OR + AE)
Diese Gleichung zeigt wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von R, + Ry,

dass auch 3 beim Durchgange durch 2g keine Unstetigkeit erleidet.
Da hiernach die ersten Derivirten von # sich beim Durchgange

durch Zo nach der Stetigkeit aindern, so gilt dasselbe wegen (8.) und
(@) auch von den ersten Derivirlen der beiden andern Coordinaten
zand y. .

4. Da die Lage des ersten Meridians auf der Himmelekugel nach
Belieben gewiblt werden kann, und durch eine Aenderung derselben g
nur um eine constante Grésse, sein Differential gar nicht geindert
wird, so folgt aus dem Vorangebenden, dass z, y und r nebst ihren
ersten Derivirten beim Durchgange durch denselben stetig bleiben.

Daraus folgt fir die Ebene e, g, dass jede dieser Functionen fir
donselben Werth von ¢ auf beiden Begrenzungslinien @ = 0, p — 2

denselben Werth erlangt.
e Den Polen der Himmelskugel enteprechen swei Punkte der
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Fliche £, in denen die Linge @ jeden belicbigen Werth bat, ohne
dass ihre rechtwinkligen Coordinaton unbestimmt werden. Folglich
worden letztere von g unabhingig, wenn ¢ unendlich grosse Werthe
erlangt.

Diese Satze enthalten fr dio hier zu lésende Aufgabe alles, was

aur vélligen Bestimmung der Functionen z, y und # ausser den Diffe-
rentialgleichungen I, II. und Ill. an Grenz- und Stetigksitsbedingungen
erforderlich ist, soweit diese Functionen nicht von der bis jetzt ver-
filgbar goblicbenen Lage des Coordinatenursprungs abbingen.

VL

Zur Bestimmung der Functionen 2, y und s suchen wir die Lisung
dor folgenden Aufgabe, aus welcher sich jeno durch Particularisirung
exgicbt.

Es sei u cine Function von r und f, welche fiir alle reellen Worthe
von r und von f=0 bis f= 2x den folgenden Bedingungen gentigt.1, m und seine erston Derivirton sind dherall einwerthig, endlich,
und ersteres in keinem Punkte, letztere an keiner Linie entlang unstetig.

2, uw gentigt der Differentialgleichung

Ot gan Fe.

3. Far den nimlichen Werth von t erhalten u und $% an der
Grenze f = 0 dieselben Werthe, wie an der andern Grenze f= 2x.

4. Pur unendliche Wertho vont verschwindet x 2, u selbst wird
von f unabhiingig.

5. Die Summe der beiden flr t= +00 und t= — oo eintreten-

den Werthe von u ist gegeben,
Die au léeende Aufgabe besteht darin, 1) die Funétion u zu be-

stimmen und 2) die Beschrinkungen anzugeben, denen die gegebene
Function F(r, f) vermige der u auferlegten Bedingungen unterworfen ist.

Die erste Frage erledigt sich durch die Bestimmung desjenigen
Werthes u, den die Function u in einem beliebig gewilten Punkte
t=0, fg erlangt. Um denselben mu finden, multiplicire ich die
Gleichung (2.) mit dem Factor

o = Llg(Cr—@) — cosf— 9)
und dem Elemente @taf einer um den Punkt 9,  herumfihrenden
Fliche 7, deren innerer Rand cin um diesen Punkt mit dem Halb-

‘messer ¢ beschriebener Kreis K ist, und deren nachher zu bestimmen-
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der iusserer Rand S heissen soll. Beide Rinder sollen sich innerhalb

des hier allein zu betrachtenden Streifens 0 <f-< 2x halten.
Man erhiilt diesen Factor @, indem man mittelst des von Herrn

Riemann (Inauguraldiss. 8. 13—14) angegebenen Factors 71g((t—)*
+ ((—g)) muniichst den gesuchten Werth « durch Begrenzungswerthe
yon u und seinen ersten Derivirten ausdrickt, und dann diese letzten

nach dem von mir in meiner Inauguraldiss. 8. 38 angewandten Ver-
fabren mit Hilfe von Bedingungsgleichungen climinirt, welche sich
mittelst desselben Factors ergeben, wenn man seinen Unstetigkeits-
punkt @, aus dem Streifen 0<g<2zx hinaus verlegt, also p durch

einen ausserhalb dieser Grenzen liegenden Werth g, ersetzt. Mit Rck-

sicht auf die Bedingung (3.) findet man leicht, dass fir 9, — 9 alle
Vielfachen der ganzen Breite jones Streifens genommen werden milssen,
und gelangt nun durch Verbindung dieser Multiplicatoren 2a dem nach
f periodischen Factor o.

Durch Integration ther die Fliche 7’ erhilt man

So G+ i) cxar— [Fe noser.
Da auf 7 aberall {F + $790 ist, oo lisst sich dio linke Seite in
die Form

2 (92% 428) 4 2 (g28_ y2e\)a.SK (@H — 38) + (054 — 0G) over
bringen, und es hat hiernach der Factor o die Kigenschaft, die Inte-
gration ohne vorliufige Kenntniss der Function u zu ermbglichen,
4h. die Elimination aller zwischen den Rindern von 7’ stattfindenden

Werthe dieser Function zu bewirken. Dass dieser Factor ausserdem

die Eigenschaft besitzt, bei gehdriger Erweiterung der Fliche 7’, auch
alle Ubrigen unbekannten Werthe, bis auf den gesuchten Werth u, zu
dliminiren, also diesen zu bestimmen, wird sich aus dem Folgenden
ergeben.

Sind cdo und 2 die stets positiven Bogenelemente von K und $,
und bedeutet 2n das erste Element der uber 2S aus 7’ hinaus errichte-

ten Normale, so ist nach einem bekannten Satze, sobald P und Q zwei

auf 7 dberall einwerthige und endliche Functionen sind, welche héch-
stens in einzelnen Ponkten, aber an keiner Linie entlang, unstetig

werden, Seer fr ees (ree,
20. .

Serer fortes forers.
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Die linke Seite obiger Gleichung geht hiernach Uber in

Sled —u2e)es—f(0%t — 022) coo.
Der Werth des uber K erstreckten Integrals ergiebt sich fOr ver-
schwindende Werthe von ¢ wie folgt. Statt der im Bogenelemente cio
stattfindenden Coordinaten t, f fhre ich den Winkel o mittelst der

Gleichungen f—@ ~ccoso, re —csing ein; dann wird dort
tie (tet

o= Gla(pe—qccos2s...),
1 os,

ae_ a Se tentede"? ts ,
ot Leteonte...

woraus flr ein verschwindendes ¢ lim co — 0, lime32 = folgt. Da
gleichzeitig $% nicht unendlich gross wird, u dagegen ohne Unstetig-
eit in den festen Werth u bergeht, so folgt

tim — f (03 — 138) cou.
In der hieraus folgenden Gleichung

(a) wm fers — 038) e+ [Po nest
int das erste Integral zur Rechten Ober den ganzen Umfang der Curve S,
das andere ber die von ibr eingeschlossene Fliche zu erstrecken, und

die Summe beider von der Gestalt der Curve S unabhingig, so lange
sie den Pankt ¢, @ einschliesst.

Dies festgestellt, ersetze ich S durch ein den Punkt e, g ein-
schliessendes Rechteck mnop, dessen Seiten mn, no, op, pm der Reihe
nach durch die Gleichungen t =—g, f—2x, t=h, f=0 gegeben
sind. Dann zerfillt das Gber S erstreckte Integral in vier Theile, die
ich (mn), (0), (po), (mp) nennen will. Es wird aber

4 a

"go, aw “(82 2 a(mp) + (0) -Sc 197+ O87) 6 +f(9 Fare 2
also diese Summe gleich Null, weil die entsprechenden Elemente beider

Integrale sich wegen der auch durch @ und ar erfillten Bedingung (3.)
gegenseitig aufheben. Sodann erhiilt man
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a

eo én)two) =f(_ G8-088)_22h
to(ond

— fae 09),. 5thoder .

Loo eTL)= f(t b=) same ~ FT aeee
x S@+e) © an)(me) of le 09s tye panes ae

Lisst man nun g und h Gber alle Grenzen wachsen, so verschwindet

im beiden Integralen der Subtrahend wogen der Bedingung (4.), da -~-

fund %, wio leicht aa sehen ist, beide gogen die Grenze ,'. convergiren.
Ferner haben die Factoren von ,". die Kinheit zur Grenze, wihrend u
in beiden Fallen von f unabhiingig wird.

Ist also w’ der flr r—+ 00, u, der fir r——oo eintretendefeste Werth von u, so wird, wenn g und h dber alle Grenzen wachsen,

Tim (po) + (mm) = “4.
Durch die nimliche Erweiterung des Rechtecks mnop geht also

die fir w gefandene Gleichung in die folgende aber
.

av) wn tm SI F(t, Norte,
welche den gesuchten Werth u durch bekannte Gréssen ausdrickt,
also die Lésung der ersten Aufgabe enthiilt.

Die vorstehende Gleichung muss fir @—-+00, w=; flr @=— oo,
=, also in beiden Fillen w’—, durch ein Integral suagedrickt
liefern, Zu dem nimlichen Resultate gelangt man bequemer, und
ohne der Lésung der zweiten Aufgabe vorzugreifen, indem man die

Gleichung (2) mit —,\.reecf maltiplicirt, und dann zwischen den-
selben Grenzen, wie in IV. integrirt. Man findet sofort

wW) “sue -AS fre nrerar.
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Vu.

Wir gehen jetzt cur zweiten Frage ber, ob die Function F bis
auf die in IV. und V. hervortretenden Convergenzbedingungen voll-
kommen willktrlich gegeben werden kano, oder ob die der Function
auferlegten Bedingungen noch weitere Beschrinkungen in der Wabl
von F nach sich ziehen.

Beschrinkungen dieser Art, falls sie Uberhaupt existiren, mUssen
in Gleichungen bestehen, welche keinen Aufschluss Uber die Funetion
mebr enthalten, also ans (2.) durch Elimination simmtlicher Werthe

von u gefunden werden.
Um diese Elimination 2u bewirken, multiplicie ich die Gleichung (2.)

mit einem gecigneten Factor © und mit 7t2/, und integrire dann ther
alle Werthe von r und f. Damit hierdurch zuniichst alle innerhalb

der Begrenzung stattfindenden Werthe von u eliminirt werden, muss
nebst seinen ersten Derivirten zwischen den Gronzen einworthig, end-
lich und bis auf einzelne Punkte auch stetig bleiben, und der Difle-

rentialgleichang 24 +29—0 gontgen, weil jede mit den brigen Be-dingungen vertrigliche Verletzung einer derselben eine Theilung des
Integrationsgebietes néthig macht, und en einer Gleichung swischen
den an der Theilungsstelle stattfindenden Werthen von u flbrt. Damit
ferner die an den Grenzen 0, f — 2x stattfindenden Werthe von

sich wegheben, missen auch @ und [% fur das niimliche t an beiden
Grenzen dieselben Werthe erlangen.

Sind diese Bedingungen erfUllt, so wird
1

foreneer = {[28—w2I ca.
Ausserdem ergiebt sich aber aus denselben, etwa indem man die Glei-
chung (IV.) auf 2 anwendet, dass , ausserhalb etwa vorhandener Un-
stetigkeitepunkte, in seinem ganzen Verlaufe durch einen nach den
Cosinus und Sinus der Vielfachen von f fortachreitenden Ausdruck dar-

geatellt werden kann, von dem es in jenen Punkten nur um messbare

Grésson abweicht, und man erbilt dann aus der Differentialgleichang

Qm A+ Ae cos(f—a,) + Aye cos (2/—a)...

+ Bye-*con(f—b,)+ Bye-**cos (2f—by)-.
Dieser Ausdruck zeigt sofort, dass die noch riickstindige Elimi-

nation der flr r=+ 00 eintretenden Werthe von 9 und u, wenn man
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sich jeder neuen Bedingung aber die dort verschwindenden, von / ab-
hingigen Theile von u enthilt, nar dann gelingt, wenn der Ausdruck
for Q auf sein erstes Glied A reducirt wird.

Far Q—1 fillt die rechte Seite véllig weg, und es ergiebt sich
als einzige, der Funktion J aufzuerlegende Bedingung die Gleichung

(VL) JS[Re Neret=0.

Da dieses Resultat von der Geschwindigkeit, mit welcher34 imUnendlichen verschwindet, unabhingig ist, 0 gilt es auch fir die bei
der Bestimmung von x, y, # fir F 2u wihlenden Functionen.

VIL.

Seien jetat o’ und o, diejenigen beiden Punkte der Oberfliche E,
deren wahre Zenithe der Nord- und Stdpol der Himmelskugel sind.
Den bisher verfgbar geblicbenen Anfangspunkt der Coordinaten 2, y, £
verlegen wir in die Mitte zwischen o' und o,, 80 dass, wenn die Co-
ordinaten dieser Punkte bezichungrweise 2’, y', s/ und 2, y,, 4, sind,

r+a—0, ¥t+y—0, f+H=0wird,
Bezeichnet man daher die Werthe, welche R,, R, S und C fir

et, p—f annchmen, durch ®,, 8, G und G, so folgt aue IV.
mit Rucksicht auf die durch die Gleichungen (L), (IL), (IIL) jedesmal
gegebene Bedeutung von #’, wenn wie oben

o = 21g (Cir— 9) — cos(f—9))gesetzt wird,

S 8 (og f®$B) — 2 (gin pBHM)2a S[- FF (om)— J (sar E*)]oaeer,
© 2 (gin RAM) 4 8 (ang (+B) To ce9 JRE(iar 2%) + 5(oof ED ocrer,18

+R,fe KOT) oorar,
wo, wie auch in den folgenden Formeln, nach t von — co bis oo,
nach f zwischen den Grenzen 0 und 2x au integriren ist.

Ersotzt man hier @ durch —;, so erhilt man nach V., weil

£54 = 2’ int, die Coordinaten desjenigon Punktes 0, der sein wabres
Zenith im Nordpol der Himmelskugel hat. Wegen der Stetigkeit
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von ®, +8, fallen die Glieder mit den nach f genommenen Derivirten
weg, und es folgt:

vif ea 7

foal ECE emrerer,
pod ff © 2AR) cin rorsy -if Cae) Faint,
at 18 +R).’ -if-eke eo) teres,

Ersetzt man endlich @ durch die Kinheit, so erhalt man mit Rack-

sicht auf VI. die den rechten Seiten von I, I. und Ll. aufsmerlegenden
Bedingungen, welche sich suf die folgenden redaciren:

Sa

sé ZA) cosserer 0,
SSE CE) sin rarer =o,

18 RAR) se

SEzCE exer 0.
Da R,+ R, als Function von @ und @ gegeben oder durch Interpola-
tion dargestellt werden muss, so enthalten die vorstehenden Gleichungen
cine bei der Wahl dieser Function massgebende Bedingung, obne deren
Beriicksichtigung die dbrigen Bedingungen des Problems untereinander
in Widerspruch gebracht werden.

Die simmtlichen auf 2, + R, bezUglichen Bedingungen lassen sich
shin zusammenfassen, dass diese Function nirgendwo unendlich oder
unstetig werden darf, und dase in ihrer Entwicklung nach Kugelfunc-

tionen der cos (mA), cos (mB), cos (mC) das aweite, nach diesen Co-
sinus lineare und homogene Glied fehlen muss. In der Tat fUhren
die vorstehenden Gleichungen unmittelbar auf diese letzte Bedingung,

wenn man die Derivirto von "9% durch theilweise Integration weg-
schafft, und dann an Stelle von t das Complement der Breite 0 einfubrt.

IX.

Far ein abgeplattetes Sphiiroid S, dessen Umdrebungsaxe zur
s-Axe parallel ist, hat man

a 8 /_conotBy + Ba— saocond a(S)
wenn die Warzel positiv genommen wird, und a den Halbmesser des
Acquators, + die Excentricitit der Meridianellipse bedeutet, also die Ab-

plattung a = 1—V1—2 ist.
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‘Umgekehrt kann nach den obigen Resultaten cine Fliche E,
welche der vorstchenden Gleichung gemiss verliuft, nur dann von dem
Sphiroid S verechieden sein, wenn sie entweder auf ihrer zuginglichen
Seite in verschiedenen Punkten gleichgerichtete Normalen hat, oder
sich ins Unendliche erstreckt, oder Stetigkeitsunterbrechungen in Zo-
sammenhang, Biegung oder Kriimmung darbietet, wobei jedoch von der
Frage, ob bei obiger Gleichung auch jeder von diesen Fallen méglich
sei, Abstand genommen ist. Sind aber alle diese Fille ausgeschlossen,
80 fallt die Fliche H entweder mit $ zusammen, oder sie kann mit S

durch eine Verschiebung ohne Drehung zur villigen Deckung ge
bracht werden.

Wenn daher die obige Gleichung bei passender Wahl von a und «
in einer genligenden Zahl von Punkten der Erdoberfliche erfUllt wirde,
‘so wiire dies allein schon hinreichend, um die Identitiit der letztern mit
dem Sphiiroid S sicher 2u stellen

Abgesehen von den Schwierigkeiten, welche die hier geforderte
genaue Bestimmung des wahren Zeniths und der entsprechenden Haupt-

krimmungshalbmesser darbietet, gewahren die obigen Resultate den
Vortheil, eine stufenweise und nur durch die notwendige Unvollkommen-
heit der Messungen begrenzte Anniherung an die Wirklichkeit zu ge-
statten, indem die geschlossenen Ausdriicke flr die Coordinaten x, y, #
die Werthe der Function R, + R, nur linear enthalten, also fr jedes
Glied, welches zur genaueren und vollstindigeren Darstellung dieser
Function in ihren Ausdruck neu aufgenommen werden muss, cin von
den bereits vorhandenen Ausdricken flr die Coordinaten unabhiingiges
Correctionsglied 2u denselben liefern.

Zarich, 10. December 1864.

E.mobrietottel, Oommnetts Abbandonges. 2



IX.

Ueber die Dispersion des Lichtes.

(Annalen der Physik und Chemie, Bd. 124, 1865, 8. 53—60.)

In den Comptes Rendus vom 13. Juni 1864 S. 1111 hat Hr.
Mascart neue Bestimmungen Uber die Linge der Lichtwellen und die
Brechungsindices der entaprechenden ordentlichen Strahlen im Doppel-
spath veréffentlicht, welche sich in ungefihhr gleicher Ausdehnung, wie
die Beobachtungen Esselbach’s (diese Ann. Bd. 98, 8. 513) dber das
gewohnlich sichtbare und das ultraviolette Spectrum verbreiten. Bei
der grofeen Genauigkeit dieser Angaben schien es mir winschenswerth,
dieselben mu einer nochmaligen Prifung der Dispersionsformel 2u be-
nutzen, welche ich aus Cauchy's Theorie abgeleitet habe (diese Ann.
Bd. 117, 8. 27 8. 0, 8. 113).

Leider mufste such bei dieser Gelegenbeit auf die Vortheile ver-
ichtet werden, welche sich darbisten, wenn man die Rechnung direct
‘an die vollstindigen Originalbeobachtungen anknOpfen kann. Denn
wenn auch jedes Priifungsverfahren zu einer Bestitigung der zu pri-
fenden Formel fhren kann, sobald nur jede einzelne Abweichung von
den Beobachtungen, welche es verlangt, klein genug ist, so ist doch
nur die Ausgleichung der vollstindigen Originalbeobachtungen nach
der Methode der kleinsten Quadrate im Stande, die Entacheidung Ober

die Richtigkeit der Formel zu liefern, ohne sie von jeder einzelnen Ab-

weichung, also von der zufilligen Vertheilung der Beobachtungsfebler,
abhiingig zu machen.

Die Priifung durch die Originalbeobachtungen wiirde sich nach
. folgenden Grundsiitzen zu richten haben. Da im vorliegenden Falle

‘simmtliche Beobachtungen in Winkelmessungen bestechen, also von
gleicher Art sind, so berechne man aus ihnen nach den bekannten

Regeln die Pricision einer cinzigen Beobachtung vom Gewichte 1 von
awei verschiedenen Gesichtspunkten aus, zuerst, indem man die der

unmittelbaren Messung unterworfenen Winkel als von einander unab-
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hhingig betrachtet, was sic bei der Beobachtung auch wirklich sind,
und zum zweiten Male, indem man sie in die von der Dispersionsformel
verlangto Abhingigkeit von einander versetzt. Bezeichnet man alsdann
die Pricision im ersten Falle durch A, im andern durch H, so liefert

der Quotient 7 die verlangte Entscheidung in folgender Weise
Nach dem Grandprincip der Methode der Kleinsten Quadrate mute

sorgfiltigen und vollstindigen Beobachtungen ein méglichst grofses
Zutrauen eingeriumt werden. Folglich verdient von beiden Ausglei-
chungen diejenige den Vorzug, welche den Originalbeobachtungen die

grofvere Pricision auschreibt. Wenn daher > 1 ist, so verdient die
aweite Ausgleichung den Vormug vor der ersten, d. h. die Annahme,

dafe die Formel véllig genau sey, ist wahrecheinlicher als die An-

nahme des Gegentheils. Findet sich <1, 0 ist man um umge-

Kehrten Schlusse gendthigt. Es versteht sich von selbst, wie diese

Betrachtung sich modificirt, wenn man etatt der Gréfaen H und i ihre
wahrscheinlichen Grinzen einfhrt.

Im gegenwirtigen Falle lagen nicht die Resultate der unmittel-
baren Messungen selbst, sondern nur die aus ihnen berechneten wabr-
scheinlichsten Worthe der Indices und Wellenlingen vor; tber die

wabrscheinlichen Fehler der letatern ist nichts mitgetheilt. Es mulste
hiernach von der Methode der Kleinsten Quadrate ginzlich Abstand
genommen werden, da selbst in dem Falle, wo man die Indices und
Wellenlingen wie unmittelbar gemessene GréBen bebandeln wollte,
schon aus Grinden der Homogenitit die ihnen beizulegenden Gewichte,
oder die au letztern umgekebrt proportionalen wahrecheinlichen Febler
bekannt seyn mifaten

Ich habe dsher ein anderes Ausgleichungeverfabren angewandt,

welehes sich dorch die Bequemlichkeit der numerischen Rechnung

empfiehlt, und durch die Kleinheit der von ihm verlangten Abweichungen
die Ueberzeugung gewihrt, dafs die Anwendung der obigen Grund-
sitze wegen der Gite der Beobachtungen und der Genauigkeit der
Formel gerechtfertigt, und uberdiefs ohne beschwerliche Rechnungen
Gurchzufithren seyn wirde. Dasselbe besteht in folgendem.

Es seyen n,, 443 m) 445... die aus Beobachtungen bestimmten
Werthe der Elemente einer Reihe von Strablen, wobei n den Brechnngs-
index, 4 die entsprechende Wellenlinge bedeutet.

Zn jedem dieser Elemente fge ich eine nach folgenden Bedingungen

gewilte Correction:
aa
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A. Die corrigirten Elemente

Nean+4n, 4—1442
gentigen in aller Strenge der Dispersionsformel

Me 9 (Mt. (4\2(R)-2 G+ 4-0. Q
B. Die Summe der Quadrate aller logarithmischen Correctionen

ant (ah

v—((2)+ (@)]
wird durch passende Wabl der mit Ricksicht auf A noch verfigbaren
Correctionen und der Constanten Ny, 4, zu einem Minimum.

Teh setze nun voraus, dafe man sich vorliufig angentherte Werthe

‘ty ty Yon Ng, 4p verschafft habe, was erfahrungsgemifs durch directe
Berechnung derselben aus den Elementen zweier Strahlen (s. u. Form. 9)
erreicht wird, und setze .

Meg BOM My, fur 6 0,1,,...5 ®)
dann kann man mit Bestimmtheit darauf zihlen, dafs alle gesuchten
Correctionen sich auf héhere Decimalstellen werfen, mithin die Qua-

drate und Producte aller z und y wegen ibrer Kleinheit sufser Betracht
fallen.

Schafft man nun aus (1) mittelst der Gleichung (2) alle corri-
girten Elemente weg, und setzt von hier ab

Gy Gy, ©saa cpa
SC) NIC) ie) IC)

80 erhiilt man nach Beseitigung aller nicht linesren Theile die fir alle

Strahlen giltige Gleichung

Sttm—rtriw—9)=0, @
wihrend V in

Va[e+y)

‘ibergebt, wo jedoch das Glied xf + yf feblt.
Bezeichnet man daher durch 4, #4, -.. vorléufig unbestimmte

Factoren, so erbilt man als Minimumsbedingungen zu den Glei-
ehungen (4) noch die folgenden

2 =p, y—ru for jeden Strobl,
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forner

[x] = 9, [ru] = 0,

welche letzten sich auch in dio Form

[2]=0, J -90 6)
‘setzen lassen.

‘Aus den beiden ersten und aus (4) ergiebt sich

en aD teth, ym re. (6)
Setzt man daher

1 r rr

frral-4 Gee]-% [Fe]-¢
t rt o

fael-@ [eFa]-r

0 folgt aus (6) Amy + By t+ 4(B—p)=0
Bayt Cy+ 4(C— 7) = 0,‘also schliofaich

BO-)—CB—H B@-p—A(o-»

cnn?(se (7 Cs
‘Aus (8) sieht man noch die Gleichung

(my, (ee

sy)
mt?
1]

welche 2u einer flr die numerische Rechnung wichtigen Folgerung
fihrt. Da nimlich alle Elementenpaare n, 2 der Gleichung (1) an-
nihernd gentigen, so ist hier der Zibler sebr klein, wibrend der Nenner
in den bisher beobachteten Theilen des Spectrums stots Uber 3 bleibt.

Folglich ist r, von ¢,, also auch jedes Glied von B und C nur sehr
‘wenig vom enteprechenden Gliede von und 7 verschieden, was beim
Anfeehlagen der Tafoln sobr zu Statten kommt. Sodann aber ergiebt
sich hieraus, dafs in den Zablern von z, und y, aus den Minuenden
und Subtrahenden die ersten Ziffem sich grofsentheils wegheben, und
aufser den durch die Ungensuigkeit der Tafeln becintrichtigten End-
ziffem nur wenige auverlissige Stellen brig bleiben. Diefa hat zur
Folge, dafs man, obgleich alle x und y hdchatens auf awei Stellen
genau zu berechnen sind, bei der Berechaung von r, f, B, 8, C,y si¢ben-
stellige Tafeln mit aller Sorgfalt anzuwenden hat

Die Constanten m, 4) werden am zweckmiligaten aus den Ele-
menten 1m, 2,5 m,) 2, tweier Strablen nach den Formeln
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Boy emot—mCreeee aeaera ®yp ae

berechnet, wobei jedoch die beiden Strahlen nicht 2u nahe bei ein-

ander gewihlt werden dirfen. Vernachlissigt man diese Vorsichte-
mafsregel, so bleiben, namentlich bei schwach dispergirenden Sub-
stanzen in den drei Differenzen, aus denen ni und 42 sich zusammen-
setzen, so wenig feblerfreie Decimalstellen iibrig, dafs besonders die
Bestimmung 4% hichst unsicher wird.

Ich wiirde dieses Umstandes nicht erwihnen, wenn er nicht bei
der tiblichen Prifung der von Cauchy selbst gegebenen Formel durch
die fortlaufende Proportion

1a

momibobe...

giinzlich Uberschen wirde, und gerade bei schwach dispergirenden
Substanzen, auf welche diese Formel sich anwenden liifst, am meisten

berticksichtigt werden mufs.
Die folgende Tafel enthilt die Resultate meiner Rechnung. Zur

Vergleichung habe ich noch die Indices nach Rudberg und die

‘Wellenlingen nach Esselbach hinzugefigt, bemerke aber in Betreff
der letztern, dafs Hr. Mascart durch M, N,... bis S nicht die nim-
lichen Streifen wie Esselbach bezeichnet zu haben scheint.

Zu den Streifon A, S, 7 hat Hr. Mascart nur die Indices be-
stimmt, Ich habe die zugehdrigen Wellenlingen, die sich unter 4
finden, nach meiner Formel berechnet. Die entsprechenden Werthe,
welche man unter den Wellenlingen nach Esselbach findet, hat
Hr. Helmholtz (Berl. Monatsber. 1855, S. 760) angegeben. Die Be-
rechnung von Wellenlingen aus den 2ugehdrigen Indices ist sehr mifs-
lich, namentlich wenn jene sebr grofs sind, da in diesem Falle in der
Wirklichkeit, also auch nach jeder der Wirklichkeit sich anschliefsenden

Formel unmerkbare Aenderungen der Indices schon betrichtliche
Aenderungen der Wellenlingen nach sich ziehen. Nimmt man als
Feblergriinze des Index von A nur flnf Kinheiten der letzten Stelle,
so wird die Fehlergrinze der zugehdrigen Wellenlinge nach der
Formel = 0,0184.

Die Constanten N, und 4, sind bis in die letzte Stelle genau,
wovon ich mich durch eine 2weite Ausgleichung mit Zugrandelegung

der durch die erste corrigirten Constanten m, 4, dberzeugt habe. Sie
stimmen mit den Werthen

nny— 23185 und 2,= 0,1748,4,,%"= 0,06548 1,5 Par. Zoll,
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welche ich in meiner ersten Arbeit sus den Rudberg’schen Indices
B, G abgeleitet habe, sehr nahe Aberein.

Die Correctionen der Indices sind unbedeutend, im Ultravioletten

sogar auffallend gering, wihrend sie im gewohnlichen Spectrum die
Abweichungen der Rudberg’schen Indices von denen des Hn. Mascart
durchgingig dbersteigen.

Die Correctionen der Wellenlingen sind simmtlich so klein, dafs
die ausgeglichenen Wellenlingen mit den beobachteten vollig identisch
werden, wenn man sie suf gleiche Stellenzahl reducirt. Diese Er-
scheinung erklirt sich der Hauptsache nach dadurch, dafs im wirklichen,
wie in dem nach der Formel (1) entworfenen Spectrum die Wellen-
Vingen sich von einom Strahl aum andern weit stirker indern, als die
Indices. Da hiernach kleine Aenderungen der Wellenliingen auf die
Indices keinen merklichen Einflu® haben, so wirde man, um die Cor-
rectionen der Indices auf Kosten der Wellenlingen hinabzudriicken,
letztere unverhiiltnifsmilsig grofen Aenderungen unterwerfen missen,
was durch obige und ahnliche Minimumsbedingungen verhUtet wird.
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xX.

Zur Theorie der einwerthigen Potentiale.

lournsl for die reine und angewandte Mathematik, Bd. 64, 1865, 8. 821-368.)

Die Eigenschaften der Potentiale von Massen, welche korperliche

Riume oder Oberflichen stetig erflllen, sind seit den Untersuchungen
von Gauss und Green und den Entdeckungen Dirichlets so voll-
stindig festgestellt, dass eine auf diese speciellen Functionen beschrinkte
Untersuchung fast ausschliesslich auf die Reproduction bekannter Resal-
tate angewiesen sein wirde.

Die eben bezeichneten Potentiale sind aber weder die einzigen,
welche in der Lehre von den nach dem Nowtonschen Gesetze wir-

Kenden Anzichungskriften in Betracht zu zichen sind, noch von aus-
scbliesslicher Bedeutung fir die Anwendungen. Vielmehr missen 2u
ihnen, wie aus der Theorie des Mognetismus und der linearen elektri-
schen Strime bekannt ist, noch andere gefligt werden, bei denen die
Anzichung von einzelnen Punkten oder den Kleinsten Theilen einer
Linie aus wirkt, und von denen namentlich die auf den letzten Fall

beztiglichen, in hinlinglicher Allgemeinheit aufgefssst, jenen an Wich-
tigkeit kaum nachstehen ddrften.

‘Man erkennt indessen sehr leicht, wenn man nur den Unterschied

awischen dem Potential eines schweren Massenpunktes und demjenigen
eines magnetischen Elementes beachtet, dass die Eintheilung der
Potentiale nach fingirten Massenvertheilungen keinen Ueberblick Ober
den Umfang dieser Functionengattung gewahren kann, ganz abgesehen
‘von den Schwierigkeiten, welche sich darbieten, wenn man die charak-
teristischen Eigenschaften solcher Potentiale an ihren, durch die vor-

ausgesetzte Massenvertheilung bedingten Ausdriicken selbst aufeucht.
Um dieso Fragen zu erledigen, bin ich dsher in der folgenden

Arbeit nicht von gegebenen Ausdrilcken der einzelnen Potentiale aus-

gegangen, sondern von einer Definition derselben, durch welche die
allen einwerthigen Potentialen susserhalb ihrer Unstetigkeitastellen ge-
meinsamen Eigenschaften (art. I) und ihre ausnahmslose Darstellbarkeit
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durch convergente Rechnungsoperationen (art. VL) zu Merkmalen dor
ganzen Gattung gemacht werden. Von diesem Standpunkte aus besteht
das Ziel der Untersuchung darin, die ganze Functionengattung nach
Massgabe der mit den genannten Bedingungen vertriglichen Unstetig-
eiten in ihre charakteristischen Unterabtheilungen u zerfillen, und
die analytischen Formen zu entwickeln, durch welche die Functionen
jeder Abtheilung dargestellt werden.

Es kann als cin Vortheil dieser Behandlungsweise bezeichnet
worden, dass sie bei jeder Gattung von Potentialen die wesontlichen

Eigenschaften derselben ihrem vollen Umfange nach hervortreten life.
In der That findet sich unter den bekannten Sitzen ther die Potentiale

von Kérpermassen und Flichenschichten (art. V.¢., IX. m., XIL q.),

auf welche die folgende Untersuchung ihrer Natur nach ebenfalls
fhren musste, keiner, der nicht von Beschrinkungen befreit worden
ist, die sich zwar beim directen Nachweise dieser Sitze an den Aus-

driicken jener Potentiale durch doppelte und dreifache Integrale nicht
vermeiden lassen, aber nur aus den hierbei verfligbaren Hilfemitteln
ontspringen.

Die Gleichungen III. (0.) und IV. (3.) sind echon mehrfach auf-

gestellt, aber noch nicht zu den Folgerungen benutzt worden, die hier

aus ihnen gezogen werden, wozu allerdings in den schwierigern Fallen
die Halfesitze d. und e. des art, VII. erforderlich sind. Mit Racksicht

auf die Wichtigkeit dieser und ahnlicher Formeln durfte eine voll-
stindige Begrindung der erstern nicht Ubergangen werden. Um in
den art, VIL, XL, XIL den Gang der Untersuchung nicht unterbrechen
za milssen, habe ich den Beweis einiger dort benutzter Hilfesitze an
den Schluss der Abhandlung in besondere Noten verlegt.

L

Wir bezeichnen durch x, 9,§ die rechtwinkligen Coordinaten einesPanktes o im unbegrenzten Raume ®, und durch o° den in ihm statt-
findenden Werth einer gegebenen einwerthigen Function, welche, mit
Ausnabme von isolirten Punkten, Linien und Flichen, nirgendwo un-
bestimmt oder unstetig ist, und nur in isolirten Punkten q unendlich
wird. In der Nihe der letztern beschrinken wir das Anwachten von

@' durch die Bedingung, dass das Product

Fe,

wenn t die Entfernung von o bis q bedeutet, bei jeder Richtung von
t mit r zugleich verachwindet, sobald fur k ein passender, von 1 ver-
schiedener positiver echter Bruch gesetzt wird. Endlich setzen wir,
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wenigatens vorliufig, fost, dase o’ ausserhalb eines gegebenen Raumes
W,, der keine unendlich weit vom Coordinatenanfange entfernten Punkte
enthilt, gleich Null sein soll.

Unter diesen Voraussetzungen untersuchen wir diejenigen Func-

tionen » von f, 9, j, welche den folgenden Bedingungen geniigen:

U. Im ganzen Raume ®, mit Ausnshme gegebener Punkte p,
Linien { und Flichen f, sind v und soine ersten Derivirten ein-

werthig, endlich und stetig.
. Ausserhalb der in Qf. bezeichneten Stellen besteht zwischen don

aweiten Derivirten von v die Gleichung
at atv atv a

Sat Get gen fee:
©. Den Fall, wo eine erste Derivirte von v oder v selbst an einer

Flache entlang unendlich oder unbestimmt sind, schliessen wir
aus.

Nihere Bestimmungen ber die Zahl und Beschaffenheit der Aus-
nabmestellen p, {,f und das Verhalten von » an denselben bleiben derspiteren Untersuchung vorbehalten.

UL.

Durch conforme Umbildung des Raumes § ist man zunichst im
Stande, jede Function » suf eine andere Function » von derselben Art

zuriickzufihren, die an eo enge gezogene Bedingungen gebunden ist,

dass sie einer weitern Behand- 4
lung auginglich wird.

Neben dem unbegrenzten o
Raume § denke man sich einen °

zweiten, ihm in den Kleinsten 4
Theilen ahnlichen Raum R, und .
in demselben drei rechtwinklige ‘s
Axen; die Coordinaten eines R  *!

angehdrigen Panktes o in Bezug .
auf diese Axen sollen z,y,2 °
heissen. Es seien ferner p’ und p’
awei in ® und R nach Belieben angenommene Punkte, deren Coordinaten,
jedesmal mit Bezug auf die dem betreffenden Raume angehirigen Axen,
1, m, n und J, m,m sind. Bezeichnet man nun die Entfernungen op’ und
op’ durch 8 und s, so wird nach einem Satze des Herm Liouville')

1) Journ. de M. Liouville, XV. Wegen des Ucberganges von » und ¢ zu
und ¢ und der sich hieran knipfenden Relationen vergl. die wichtige Abhand-
lung des Herm Liouville im nlmlichen Journal XII. 286—288,
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die verlangte Beziohung zwischen den entsprechenden Punkten o und 0
beider Riume auf die allgemeinste Weise durch die Gleichungen

@) -1-(6)'@=0, y— m= (Su—m, 5-2 (SJe—m
oder die aus ihnen folgenden

at sat pom yom pon_amnaa
dargestellt, vorausgosetzt, dass die Achnlichkeit entaprechender Figuren
bei belicbiger Grisso derselben und imaginire Bezichungen ausge-
schlossen werden,

Die letzten Gleichungen lassen die geometrische Bezichung zwi-
schen den entsprechenden Punkten beider Riume unmittelbar erkennen,

wenn man einen dieser Riume solange verschiebt und dreht, bis die
Ponkto p’ und p’ und die Richtangen der wachsenden Coordinaten u-
sammenfallen, wobei der Fall, dass dies letztere nicht angeht, susser
‘Acht gelassen werden kann. In der That geht dann die Verbindungs-
linie zweier enteprechender Punkte 0, o stets durch den Punkt (p', '),
und ihre von diesem Punkte ausgehenden Radienvectoren 8, s werden
zu einander umgekehrt proportional.

Nennt man p’ und p’ die Mittelpunkte der beiden Riume % und
R, so folgt aus der Gleichung 5 —a', dass im Mittelpunkte des einen

Raumes die unendlich entfernten Theile dee andern abgebildet sind.
Ausserhalb p' sind z, y, # einwerthige, endliche und stetige Functionen
yon f, 9, j, und umgekebrt letztere ausserhalb p’ in gleicher Weise mit
jenen’ verbunden, Folglich gehdrt ausserhalb der Mittelpunkto zu
jedem Punkte des einen Raumes ein einziger, ihn abbildender Punkt
im andern Raume; wenn die Entfernung eines Punktes vom zugehdrigen
Mittelpunkte messbar, d. i, weder unendlich gross, noch unendlich
Klein ist, so gilt dassolbe von seiner Abbildung im andern Raume;
endlich worden zusammenhingende Ocrier in der Abbildung nicht ge-
trennt, unterbrochene nicht ausammengefigt.

Gleichzeitig mit dieser Umbildung von ® fuhre ich zwei auf R
bezogene Funetionen und ¢ ein (vergl die oben erwahnte Abband-
jung von Liouville), welche die conformen Umbildangen von v und g”
heissen mogen, und mit Ricksicht auf die in (1.) festgestellte Be-
ichung zwischen den Variabeln g, 9, und zy,# durch die Gleichungen
2) v=4tv, e=(4)'e,
oder die folgenden

« ay

ong en(Se
bestimmt sind.
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Dies festgestellt, gehon wir daza ber, dio im vorigen art. fir o”
and » gestellten Bedingungen auf @ und v au Ubertragen, und wihlen
2a diesem Zwecke den Mittelpunkt p’ von 8 ausserhalb 9’ und simmt-
licher Ausnahmestellen p, {, f.

Dann kann die Abbildung R’ von & in welcher alloin @ von Null
verschieden ist, weder den Mittelpunkt p’ von R enthalten, noch bis
ins Unendliche reichen, ersteres, weil §' nicht bis ins Unendliche

reicht, letzteres, weil p’ nicht im Innern von ®' liegt. Da hiernach

= (4)"e' im Punkte p’, ungeachtet des dort ins Unendliche wachsen-
don Factors &* gleich Null bleibt, so kann es nur mit @° zugleich un-
bestimmt, unstetig oder unendlich werden, ersteres also nur in isolirten

Punkten, Linien und Flichen, lotzteres nur in solchen Punkten 4, welche

den Pankten q von % entsprechen.

Ist r die Entfernung von q bis 0, und bedouten 8,, s, die Ab-
stinde der Pankte q, q von den zugehérigen Mittelpunkten, 0 folgt
‘aus der, durch die Gleichungen (1.) und die Proportion 8:8, = 8:8
leicht zu beweisenden Aehnlichkeit der Dreiecke p’0q, p’go, ah
also santtom (5) (a):He:
Lisst man 0 mit q, als auch o mit q zusammenfallen, 80 verschwindet

auf der rechten Seite der Factor to’ nach art. L, der andere Factor

wird —(%)°" also nicht unendlich gross. Folglich verschwindet
e unabhingig von der Richtung von r, sobsld o mit g zusammen-
fillt. Die fiir g eintretenden Bedingungen sind also von derselben Art,
wie die in art. I. fir 9” gestellten.

Anders verhilt es sich mit v; die ber die Lage von p’ getroffene
Bestimmung filhrt eine wesentliche Beschrinkung in der Lage der Aus-
nahmestellen von v und eine Zerlegung von &. in zwei Bedingungou
herbei, von denen dio eine sich auf das Innere von R, die andere sich
auf die unendlich entfernten Theile dieses Raumes bezicht.

Da die Ausnahmestellen p, {,f von » ausserhalb p' liegen, so liegen
ihre Abbildungen p, 1, f simmtlich in einem endlichen Bereiche von p’,
derart, dass man sie mit p’ in eine Fliche S einschliessen kann, die
keine unendlich weit von einander und von dem willkirlich za wih-

lenden Coordinatenanfange entfernten Punkte enthilt. In p, l,f ver-lieren v und seine ersten Derivirten der Definition gemiss die Kigen-
schaft, zogleich einwerthig, endlich und stetig 20 sein; dasselbe gilt im
Allgemeinen auch noch vom Punkte p’, aber von Keinem anderen
Punkte des Raumes R.
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In der ‘That liefert jeder im Unendlichen liegende Punkt p des

Ranmee ® einen mit p’ zusammenfallenden Punkt p; jeder Linie { und

jeder Fliche f, die in bis ins Unendliche reich, entapricht eine Linie ¢
und eine Fliche f, die sich in p’ schliesst. Enthalt § keine Ausnahme-

stelle von im Unendlichen, so wird p’ gleichwobl eine Aumahmestelle
von werden, sobald 8 mit & zugleich Uber alle Grenzen wiichst,

Bezeichnet man durch «, f, 7 die Cosinus der Winkel, welche die
Richtang von p’ nach o mit den Axen der x, y, 2 bildet, so wird 2. B.

= *7!, und man erhilt aus (1.) und (22)
ose av tran ap av av)

GE 0227 Bae 2a(e oe + OatH):

‘Nennt man daher die festen Werthe, welche ae, age , ae in pt
erlangen, P, Q und R, und lisst nun o in der durch «, 8, y bestimmten
Richtung ins Unendliche ricken, wobei dann schlieBlich 0 mit p’ zu-

sommentillt, so folgt der Satz, dass s* °° gegen die festo Grenze
P—2a(eP + BQ + /R) convergirt. Achuliches gilt von s* = und
oe.

Da aber hiernach s* °° bei unbegrenzter Zunahme von s nicht
Aber alle Grenzen wichst, 00 muse s“*°= 5? 224 sve an der Gronze
verschwinden. Bezeichnet man daher durch Mf den festen Werth, den
av — so inp’ erlangt, so folgt unter derselben Voraussetzung, wie vor-

hin, lim so — 2, lim #22—— Ma; und man sicht leicht, dass man
hier s durch die Entfernung r zwischen o und einem beliebigen, in
endlicher Entfernung von p’ liegenden Punkte O ersetzen kann, weil

der Quotient + im Unondlichen = 1 wird. Folglich haben wir den Satz:
Sind «, B, 7 die Cosinus der Winkel, welche die Richtung von
einem feston Punkte O nach o mit den Axen bildet, und ist r die
Entfernung beider Punkte, so gelten fir die von O uncudlich weit
entfernten Punkte o des Raumes die asymptotischen Ausdriicke:

vaM Oo_ Ma ae MB ov Mya nsi he
Wir siehen endlich aus dem Vorstehenden noch die fir unsere

; ae ae 20spitern Zwecke ausreichende Folgerung, dass v, 2°, 752 und + 2°
im Unendlichen verschwinden, ohne vorher ihre Stetigkeit 2u unter-
brechen.
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Schliesslich wird (vergl die Abhandlung von Liouville)

a, ty aD s\'pete | Be ateae + yt ap ~ (a) [ast oy + Ges)
also, wenn man den rechts in Klammer stehenden Ausdruck wie Ub-

lich durch 4e bereichnet, 40 ——42(4)'e' = — 40
Die Functionen v genigen daher den folgenden Bedingungen:

A. ov und seine ersten Derivirten sind, mit Ausnahme gewisser
Stellen, im ganzen Raume R einwerthig, endlich und stetig.

B. Ausserhalb derselben Stellen besteht zwischen den zweiten

Derivirten von o die Gleichung

Av = —4x0.

C. Hine Ausnahme von diesen Bedingungen wird nur in be-
stimmten Punkten p, Linien 1 und Flichen f gestattet. Diese
Ausnahmestellen sind so im Raume vertheilt, dass man sie in

eine Fliche $ einschliessen kann, welche keine unendlich weit

‘yom Coordinatenanfange entfernten Punkte enthilt.
Den Fall, wo v oder eine erste Derivirte von v an einer

Fliche entlang unendlich oder unbestimmt wird, schliessen
wir aus.

D. Istr die Entfernung von o bis ru irgend einem festen Punkte 0,
0 convergiren

ao ao ae* Faz Tay? "Ge

ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen Null, wenn o, ohne $ zu
Aiberschreiten, in beliebiger Richtung ins Unendliche rickt.

E, Die fix g glltigen Bedingungen sind die nimlichen, wie die
in art. I flr @' gesteliten.

Folglich ist v cine Function derselben Art, wie v, jedoch von spe-
ciellom Charakter, da alle Aumahmestellen ins Endliche gertckt sind,
und flir die unendlich entforten Theile des Raumes die Dirichlet-

sche Bedingung D. cingetreten ist. Wir haben daber den Satz, dass
jede Function » sich aus einer solchen speciellen Function o durch

conforme Umbildung des Raumes R und der Functionen v und ¢ ergiebt.
Die Functionen » unterscheiden sich von cinander 1) durch die

Zabl und Beschaffenheit ihrer Ausnahmestellen und 2) durch die Ge-
seize, nach denen sie und ihre ersten Derivirten dort anwachsen oder

unstatig werden. Was den ersten Punkt betrfft, so werden wir im

Folgenden stots die Grenzfille ausschliessen, wo die Anzahl der
Punkte p, die Lange einer Linie 1 oder der Inhalt einer Fliche f un-
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endlich gross ist. Diese Beschrinkung der Aufgabe ist keine wesent-
liche, und hat nur den Zweck, von der Untersuchung der Hauptfalle
Convergenzfragen fern 2u halten, welche bloss auf den Uebergang zu
den Grenzfillen Bezug haben, und in jedem einzelnen Falle besonders
au erledigen sind (art. XIIL).

mL.

Wir denken uns einen zusammenhingenden Theil V des unbe-
grenzten Raumes, in desson Innerem sich Hohlungen befinden, welche
simmtliche Ausnahmestellen von v enthalten, und nennen S die Ge-

sammtoberfliche dieser Hohlungen, S, die iussere Oberfliche von V,
so dass die vollstindige Begrenzung dieses Raumes durch die Flichen
S und S, gebildet wird. Die Elemente der drei Gebiete V, S, und S
werden wir durch @V, 7S, und 2S, ihre Coordinaten ohne Unterschied
durch z, y, 2, dagegen die Coordinaten eines in V festgewilten
Punktes O durch X, ¥, Z bezeichnen.

Um diesen Punkt O als Centrum legen wir eine Kugel K, deren
Halbmesser c wir so Klein wihlen, dass alle Punkte von K ins Innere

von V fallen, und eine aweite Kugel K,, deren Halbmesser dio Lingen-

einheit ist. Ist alsdann Zo ein Oberflichenelement von K,, und sind
&, 1, $ seine Coordinaten in Bezug auf drei durch O in gleicher Rich-
tung mit den urspringlichen gelegte Axen, so sind in Bezug auf die-
aelben Axen ct, cm, cf die Coordinaten seiner Centralprojection auf K,
und ihr Inhalt co ist das Oberfiichenelement der letztern.

Wir errichten endlich ther @S und 2S, Normalen, die erstere
nach V hinein, die andere aus diesem Raume hinaus, und nennen die

ersten Elemente dieser Normalen ép und p,, so dass z. B. = den
Werth bedeutet, welchen die Derivirte von @ nach der aber 2S er-

richteten Normale in ihrem Anfongspunkte auf 2S hat.

1. Multiplicirt man die Gleichung 4o——4x0 mit — 2", wor
die Entfernung von O bis zum Elemente 2V ist, und integrirt Uber
alle Elemente von V mit Ausschluss der in K enthaltenen, so ergiebt

1
at

sich mit Hulfe der Gleichung * ay = 2(2 Hot) o> und mit
1

at

Ricksicht darauf, dass der Ausdruck + a vy und die beiden abn-
lich gebildeten withrend der Integration einwerthig, endlich und stetig
bleiben nach dem Greenschen Saize
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1 1
7 ae a

wr 1 (100 *) of (22 *)J? f(sapap, Setae) \eip—?ap) 8

1@ol(iow.
wo mur Linken der Accent am Integralzeichen bedeutet, dass das Vo-
Jumen der Kugel K vom Integrationsraume ausgeschlossen ist.

Setzt man zur Abktrzung
1 1

a= res

r ao r anBS 88-0, eS (eights
10 folgt hierans:

a

y vLSCes+)e0-SX +9).
In dieser Gleichung lassen wir ¢ verschwinden, und werden be-

vweisen, dass unter diesen Umstinden beide Seiten gegen feste Grenzen
convergiren, und auch beim Ubergange zur Grenze c= nicht auf-
héren, einander gleich zu sein.

Das Integral 1;Je229 ist numerisch Kleiner als das Product ous *

at ‘cd6—c und dem gréssten numerischen Werthe, den
ae ae ae ao

mengtee
auf K erlangt. Da aber {+1! + {? den unverinderlichen Werth 1hat, so kann dieses Product wegen A. durch Verkleinerung von ¢ unter

jede Grenze gebracht werden, folglich convergirt 7.S5 36 mit ab-
nebmendem c obne Stetigkeitsunterbrechung gegen Null.

Nennt man ferner 1, den Werth; den die einwerthige Function o

in O erlangt, und ersetzt das Integral 7. [ove durch v9 + A fo-aee,
s0 convergirt der zweite Summand wegen der Stetigkeit von v mit ab-
nehmendem ¢ stetig gegen Null.

Folglich convergirt bei unbegrenzter Abnahme von c die linke
Seite obiger Gleichung ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen die festo
Grenze 5.

‘Auf der rechten Seite indert sich wihrend dessen nur das erste

Glied, und zwar ist der Zuwachs, den sie erlangt, wenn c in den
RB. Obrlatottel, Gesamte ADhandingen. 18
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Mleineron Werth b abergeht, gleich [rerf9eo. Solange O in mess-
barer Entfernung von allen Punkten g liegt, in denen ¢ unendlich

wird, verschwindet dieses Integral offenbar mit c zugleich; ist dagegen
selbst einer dieser Punkte, so setze man dasselbe, bei passender Wahl

des von 1 verschiedenen positiven echten Bruches k gleich f'r'-*anfr4ea0.
Dann kann man ¢ 20 klein wiblen, dass rp wibrend der Integration
numerisch kleiner als eine beliebig gegebene Zahl A bleibt, also das

Integral, abgesehen vom Zeichen, Kleiner als

ferrerf ace nae OR
wird. Folglich convergirt dieses Integral auch im gegenwirtigen Falle
mit ¢ und dem kleineren } zugleich stetig gegen Null.

Man kann daher ¢ so klein wahlen, dass jeder Zuwachs, den die

rechte Seite obiger @leichung durch fernere Verkleinerung von ¢ noch
erhalten kann, unter eine beliebige Grenze godrickt wird. Da aber die

_
rechte Seite, solange ¢ von Null verschieden ist, einen vallig be-
stimmten, endlichen Werth hat, so folgt hieraus zuniichst, dass sie bei
unbegrenzter Abnahme von c ohne Stetigkeiteunterbrechung gegen eine
feste Grenze convergirt, welche dadurch erhalten wird, dase man in
ihrem ersten Gliede die Integration Uber das ganze Volumen V ausdehnt.

Da endlich die obige Gleichung fur ein beliebig Kleines c besteht,
solange nur ¢ von Null verschieden ist, und dio letzten Aenderungen,

welche ihre beiden Seiten erleiden, wenn man ¢ vollends verschwinden
lisst, selbst verschwindend Klein, also nicht um messbare Gréssen von
einander verschieden sind, so kann die Gleichheit auch durch den

Usbergang zur Grenze c= 0 nicht aufgehoben werden, und es ergiebt

sich nun folgende, bei jeder Lage von O im Innern von Vgiltige
Gleichung:

av(0, nnf 4-6).
1

i rx ior2, Hitte man die Gleichung 4o——4x0 mit “TX eV— fgg
multiplicirt, und die Integration im frttheren Umfange ausgefthrt, 20
wirde sich

aeESE EB ere ~ Seager+ WY 8.y
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ergeben haben, wo (S)' und (S_)' die Integrale bedeuten, welche man

us den vorhin durch ($) und ($,) bezeichneten erhilt, wenn man +
1

at

durch 5 ersetzt, d. h. unter dem Integralzeichen nach X differentiirt.
Im Elemente c2o wird nach der oben eingefihrten Bezeichnung

2—Xact, 7% — 4, also ist die linke Seite gleich
1 ae are " "a(ote’)

BLE 98(eee =[Ake 20.
Bezeichnet man sber durch ¢K das Volumenelement von K, so ist

wegen der Stetigkeit von 0 ScK=ffv&cteo. Lisst man hier c um

ée wachsen, und hebt in den Anderungen beider Seiten mit 4xctac
‘weg, 80 folgt

1 (005, _ afoteras _ (a(ote) 5sad d2°9 ~ “Gaetde ~ J anctae °*
aa CE wabrend der Integration weder unendlich noch unbestimmt
wird. Also haben wir

1

1 co ey s a a
LS tea Sogiev+ - (8.

Die linke Seite ist ein Mittel aus den Werthen, welche 2° auf K er-
langt, und geht dahor wegen der Stetigkeit von 22 mit abnelimendem ¢
stetig in den festen Werth 2 uber, welchen diese Derivirte in O hat.

Kénnen wir daher beweisen, dass auch die rechte Seite mit ab-

nehmendem ¢ ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen eine feste Grenze
convergirt, so folgt, dass die Gleichung such noch an der Grenze ¢=0besteht.

Liisst man c in den kleineren Werth b tbergehen, so erhilt die
rechte Seite den Zuwachs

‘. (ar1 fotae— [Xf rotes.

Solange O in messbarer Entfernung von jedem Punkte q liegt, ver-
echwindet dies mit ¢ zugleich; fallt.O mit einem Punkte ¢ zusammen,

s0 wird fir ein hinlinglich Kleines ¢ wihrend der Integration /r+tae
numerisch kleiner als f'A2o—4xA, weil§ xwischen —1 und 1 liegts

1
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‘ch wied . fae ecto

folglich wird jenor Zuwachs Kleiner als 4x4 ff = 424° =",

und verschwindet daher auch jetzt noch, wenn ¢ und das Kleinere }

im Null dbergehen. Daraus folgt:
1

an a . .(o) ee f osteV+(S— (Sy.
Zugleich ist der Nachweis geliefert, dass das erste Glied zur Rechten
einen vollig bestimmten, endlichen Werth hat, was von den beiden
andern Gliedern ohne Weiteres einleuchtet.

Iv.

Lisst man die Fliche S, sich immer mehr erweitern, so dass sie
fortwihrend neue Teile des iusseren Raumes in ihr Inneres aufnimmt,

ohne bereits dberschrittene Theile auszuscheiden, so kann sich auf der

rechten Seite der Gleichung

v(0) wn f+ o-6)
das erste Glied nur solange indern, als es ausserhalb S, noch Stellen

giebt, in denen g von Null verschiedene Werthe hat. Von dem Augen-
blicke an, wo S, diese Stellen simmtlich aberschritten hat, wird das

IntegralJ227 von der ferneren Umgestaltung der Fliche S, anab-

Dasselbe tritt cinmal ein, wenn @ xwar im ganzen Raume Werthe
haat, jedoch so verliuft, dass das uber den ganzen Rauin erstreckte

Integral f22Y von der Anordnung der Integration unabhiingig con-
vergirt, ‘In der That kann man unter dieser Voraussetzung dem Inte-
grationsraume, ohne dabei Begrenzungstheile ine Unendliche zu verlegen,
einen solchen Umfang ertheilen, dass Keine ferere Erweiterung dee
selben den Worth des Integrals um eine beliebig kleine, gegebene
Grosse zu indern mehr im Stande ist.

Fur den Fall, dass g nicht bloss in einem begrenzten Raume

von Null verschiedene Werthe hat, setzen wir diese Bedingung ale
erflllt voraus.

Liisst man daher alle Punkte der Fliche S_ ins Unendliche riicken,
wobei nach den einmal gestellten Bedingungen in V keine Ausnahme-
stelle von » aufgenommen werden kann, so wird vorstehende Gleichung
eine, fir alle ausserhalb $ liegenden Punkte O gilltige, convergente
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Darstellung von % stete und auch nur dann liefern, wenn (S,) obne
Stetigkeitsunterbrechung gegen eine feste Grenze convergirt, die von
dem Gesetze, nach welchem die Umgestaltung von S, erfolgt, unab-
hingig ist.

Die Fliche S. schliessen wir in eine Fliche S ein, deren Ele-
ment wir 8S! nennen; das erste Element der Gber 25%, aus dem von
beiden Flachen begrenzten Raume hinsus errichtaten Normale soll

durch 2p’, bezeichnet werden. Sei wo cine zweite, nebst ihren ersten
Derivirten in diesem Raume einwerthige, endliche und stetige Function,

welche der Gleichung Jw —0 geniigt. Integrirt man nun die Glei-
chung 04t0— wom J. (38 —w 22) +... 4zew Uber den zwischen
S, und S; liegenden Raum W, so folgt, wenn mit 4x weggehoben wird

1 aw av ood ow ao0)Efe)a8.~ bf Oe—wae) 5.4 fowow.
Sotat man hier t+, und lisst nun die Flichen S, und S;

unabbiingig von cinander ins Unendliche ricken, so convergirt der
oben gestellten Bedingung zufolge {wW stetig gegen Null. Wenn
daher gleichzeitig die linke Seite gegen cine feste Grenze convergirt,
0 int dies auch die Grenze des ersten Gliedes zur Rechten, nimlich

von (S,). Nimmt man aber fir S eine um O als Centrum mit dem
Radius r beschriebene Kugel, so wird die linke Seite

1

oF 1a. . ovweit) neon di fett rite tee eis
Dieselbe ist also numerisch Kleiner als die Somme aus den gréssten

numerischen Werthen, welche v, r 22, z, 2% auf 8. annchmen.
Da jeder von diesen vier Summanden wegen D. durch Vergrésserang
von r unter jede Grenze gebracht werden kann, so convergirt mit
wachsendem r die linke Seite obiger Gleichung stetig gegen Null; dies
ist also auch, nach dem vorhin Bemerkten, der Werth, in welchen (S,)
stotig thergeht, wenn alle Punkte der Fliche S, ins Unendliche ricken.
Wir haben demnach den Satz:

a, Sobald o im ganzen, die Fliche $ umgebenden Roume den

Bedingungen 4., B., D. gentigt, und das Integral J22 an
abhingig von der Anordnung der Integration convergirt, ist
in jedem Punkte O von V.

4) aa fe +9
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Vv.

Die Untersuchung der Gleichung
1

ata
r, . .(o) ay - fers (8.

1
at

erledigt sich auf demsolben Wege. Setzt man in (3.) w— 55 und
nimmt fir S, wieder eine Kugel vom Radius r und dem Centrum 0,

1
ah

so wird auf ihr 57 = 4, also folgt ous (3.)
at

a a ie r.

at1 freee ae, av, dey, 7--ift: tye tn te asityeceJantew.
Auf der rechten Seite convergirt das erste Glied wegen D. mit wachsen-
dom r notwendig gegen Null; wenn daher auch das zweite Glied bei
unsuegesetzter Erweiterung der Flichen S, und S: verschwindet, so
gilt dasselbe von (S,). Daraus folgt der Satz:

b. Sobald » im Raume V susserhalb S den Bedingungen A, B,
1

at

D. genigt, und das Integral Sezer unabhiingig von der
Anordnung der Integration convergirt, ist in jedem Punkte O
von V

an _ teSa—J esxe +)

Durch Verbindung dieses Satzes mit dem vorigen folgt weiter:

¢ Wenn » im Raume ausserhalb S den Bedingungen ., B., D.
1

at

gendgt, und die beiden Integralefx ,Seay can
hiingig von der Anordnung der Integration convergiren, erhiilt

man 3% aus dem Ausdrucke von v, durch Differentiiren unter
dem Integralzeichen.

Durch diese Sitze ist die Frage nach den ersten Derivirten von
vollstindig auf die Ermittelung der Ausdritcke zurickgefthrt, durch
welche v selbst dargestellt wird, wesbalb wir uns im Folgenden nur
noch mit den letzteren zu beschiiftigen haben.
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VL

Durch die Gleichung (4.) wird jede den Bedingungen 4., B., D.
genigende Function » im ganzen, ausserhalb S liegenden Raume V
durch convergente Rechnungsoperationen dargestellt.

Da aber S aus den Oberflichen S,, S, ete. der einzelnen Héhlungen
rusammengesetzt ist, in denen die Auenahmestellen p, 1, ete. von » ein-
geschlosson sind, #0 ist in dieser Gleichung unter

at )1 r 1 @o),=Se op 7 op) Ss
eine Summe von Integralen (S,), (S,) ete. derselben Form zu verstehen,
von denen jedes sich Uber eine der Oberflichen §,, S, ete. erstreckt.

‘Lasst man nun die Oberfliche einer dieser Héhlungen, etwa 8, sich
immer mehr um die entsprechende Ausnahmestelle p zusammenzichen,

#0 kann dies in (4.) den Werth der rechten Seite nicht indern, solange
v den Bedingungen des art. II. geniigt Da aber gleichzeitig wegen

der flr @ gestellten Bedingungon f22 ‘bei dieser Erweiterung seinos
Integrationsraumes gegen eine feste Grenze convergirt, und ausser

diesem und (S,) alle Ubrigen Glieder der rechten Seite von (4.) un-
geindert bleiben, 80 convergirt auch (S,) gegen eine feste Gronze.

Folglich milssen umgekehrt die an den Ausnahmestellen von 9

eintretenden Bedingungen fr o und [° so gewihlt werden, dass bei
fortgesetzter Verengerung der Integrationsfizchen S,, S, ete. jedes der
Integrale (S,), (S)), ete. fir sich gegen cine feste Grenze convergirt.
Ist dies erreicht, 20 wird vy durch die Gleichung (4.) an der Grenze

im ganzen Raume ausserhalb seiner Ausnahmestellen dargestellt.
Damit ist jedoch der Fall nicht ausgeschlossen, dass der hiermit,

gewonnone Ausdruck der Function v in einer Ausnahmestelle Werthe
angiebt, welche von dem der Function an dieser Stelle vorgeschriebenen
‘Verlanfe unabhiingig sind.

Man weiss, dase solche lokale Abweichungen einer Function von
einem sie sonst darstellenden Ausdrucke in manchen Fallen nur von

der Form des letatern abhingen und durch eine Aenderung derselben
gehoben werden kénnen.

Wir echliessen nun alle Verstésse gegen die Bedingungen 4. und
B. aus, deren aie Functionen » wegen ©. fahig sind, ohne dass die
oben gefundenen, im ganzen abrigen Raume giltigen Ausdriicke dieser
Functionen an ihnen Theil nehmen kénnen.

Die Functionen, welche nun noch brig bleiben, und die aus ihnen
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durch conforme Umbildung folgenden Functionen (art, II.) begreifen
wir unter dem Namen der einwerthigen Potentiale.

Die folgenden Sitze bezichen sich ausechliesslich auf die den Be-
dingungen C. und D. genigenden Potentisle, welche wir zur Unter-
echeidung von den dbrigen wie bisher durch » bezeichnen.

vu.

Hilfssatz. Sei R eine positive Variable und /(R) eine Function
von R, die nebst ihrer ersten Derivirten /“(R) oberhalb R= 0 bis zu
einem gegebenen Werthe R—a hin weder unbestimmt, noch unend-
lich, noch unstetig wird, wihrend ihr Verbalten im Punkle R= O selbst
noch dahin gestelit bleiben mag.

Dann besteht swischen dem Verlaufe der beiden Functionen /(R)
und /'(R) in unendlicher Néhe von R= 0 ein Zusammenhang, in Be-
treff dessen wir folgende Sitze hervorheben.

4, Wenn fir ein positives & und jede unbegrenzte Abnahme
von R R'+1/"(R) ohne Unstetigkeit gegen eine feste Grenze A

convergirt, so convergirt Rt/(I) stotig gegen die Grenze — 4;
wichst unter derselben Voraussetzung Rt+1/'(R) Ober alle
Grenzen, so ist dasselbe mit R‘(R) der Fall.

¢ Wenn bei jeder unbegrenzten Abnahme von R Rf‘(R) ohne
Unstetigkeit gegen eine fest Grenze A convergirt, to bat such

gs den Werth A zur Grenze; wiiehst unter derselben Vor-
sussetzung R/(R) ber alle Grenzen, so findet dasselbe mit
1)

log R statt.
Beweis. Ist 0< Ry < R,<a, so folgt

4 3

eR1(Ry) = (Ry) = JR (BR) gp%

a f(R) awischen R, und R, weder unbestimmt, noch unendlich, noch
‘unstetig ist. Da ferner zwischen denselben Grenzen R'+1/‘(R) stetig

und za von Zeichenwechseln frei ist, so kann man, wie klein auch
Fy soin mag, sum Mindesten auf eine Art R, zwischen Ry und R, 20
wiiblen, dass die rechte Seite

&

ranfewird. *
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(@) Solange nun k > 0 ist, folgt hieraus

ERY(R) — ERR) — REF BDL — (Fe)']-
In diesor Gleichung lassen wir Ry und R, abnehmen, jedoch 0, dass
wenn a und b zwei ohne Ende abnehmende Zablen bedeuten, Ri fort-
wihrend unterhalb der kleinsten von den ebenfalls abnehmenden Zahlen

Fae %04 ORE bleibt. Dann werden Ri/(R) und (ey Bruehtheile
von a und 6, ersteres etwa — a, letzteres — 0,0, und R, in stetiger
oder sprungweiser Abnahme der Null immer niher gebracht. Es folgt

kOa — KR (Ry)— Ri**f'(R,)U — 6,0),
wo man sich die Gréssen a, b, Ry, Ry und R, in der angegebenen Ab-
pahme zu denken hat.

Wenn daher —kR&/(R,) bei abnehmendem Ry tber alle Grenzen
wichst, oder gegen eine feste Grenze convergirt, so kann man die Ab-
nahme von R, nach einem solchen Gesetze erfolgen lassen, dass
RY+/(R,) in gleicher Weise verliuft.

Wenn aber umgekehrt Ri+*/((R,) unter allen Umstinden zuletzt

unendlich gross wird, und nicht etwa bloss dann, wenn 2, lings einer
besonders ausgewahlten Werthenreihe abnimmt,so muss auch — k R&/(R,)bei verschwindendem Ry unendlich gross werden; convergirt Ri+#/"(R,)
bei jeder unbegrenzten Abnabme von F, gegen eine feste Grenze A,
so hat auch —kRf(R,) diesen Werth A zur Grenze, w. z. b. w.

(@) Fur k=0 folgt ebenso

1B) By) _ lg 7,fog8, ~ fog ~ F(R)[1— eee]
Lisst man auch hier R, und 2, verschwinden, jedoch so, dass logR
numerisch oberhalb der grossten von den wachsenden Zahlen 128%,
1) bleibt, 20 bedarf es zum Beweise von ¢, nur einer Wiederholung
der eben angewandten Schlisse.

Diese beiden Sitze lassen sich verallgemeinern, jedoch ohne Hin-
rufligung neuer Bedingungen, durch welche ihre Brauchbarkeit beein-
triichtigt wird, nicht umkebren.

f. Lehrsats, Ein einworthiges Potential » und seine ersten Deri-

virten kénnen in einem von jeder andern Ausnahmestelle ge-
trennten Punkte m weder unendlich, noch unbestimmt, noch
anstetig sein, sobald die Producte

de de de

me, we, we
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bei jeder unbegrenzten Abnahme der Entfernung R vom

Punkte 2, y,# bis zum festen Punkte m stetig gegen Null
convergiren.

Beweis. Fande das Gegentheil statt, so wiirde m zu den Aus-

nahmestellen von  gehdren. Wir scheiden demnach aus dem Raume

V einen abnehmenden Raum V,, aus, welcher m enthilt, und nennen
S, die um die tibrigen Ausnahmestellen von v gelegte Fliche.

Nun sei w ein zweites einwerthiges Potential, welches sich von v

nur dadurch unterscheidet, dass es im Innern von V,, den Bedingungen
‘A. und B. geniigt, wihrend es ausserhalb V,, genau denselben Be-
dingungen wie » unterworfen ist, derart dass, wenn auch noch in V,,
den Bedingungen A. und B. geniigte, in V dberall » — w wire.

Dann reicht es zum Beweise des Satzes hin, zu zeigen, dass der
Unterschied der beiden Ausdriicke, durch welche » und w im Raume

V dargestellt werden, ausserhalb V,, tberall — 0 ist, und dass dies gilt,
wie klein auch V,, sein mag.

Ist dies niimlich bewiesen, so fihrt die Annahme, es sei im ab-

nehmenden Raume V, selbst v von w verschieden, zur Folgerung, dass
die Fonction » im Punkte m einen Verstoss gegen die Bedingungen

A, und B. begeht, dessen ihr, flr den ganzen tbrigen Raum Vgiltiger
Ausdruck w unfihig ist. Es witrde also » keine der Definition des
einwerthigen Potentials genigende Function sein, und nur dadurch in
eine solche verwandelt werden kénnen, dass man in V,, ihren Verlauf
den Bedingungen A. und B. gemiiss abiinderte.

‘Aus (4) ergiebt sich auniichst unter der Voraussetzung, dass O
ausserhalb S, liegt,

w=fee*+ (8),
wo (S,) das frilher durch (S) bezeichnete Integral, ausgedehnt tber die
Fliche S,, bedeutet.

Der Ausdruck fir vp ergiebt sich flr den Fall, dass O ausserhalb
S, und V,, liegt, durch folgende Betrachtung. Man lege um m ale
Centrum eine Kugel K vom Radius R, welche den abnehmenden Raum

V,, Vollig einschliesst, und wihle R so klein, dass O und S, ausser-
halb des Volumens Vx dieser Kugel liegen. Dann kann man fir die
Function » die Fliche $ zusammensetzen aus S, und der KugelfiicheK.Dies festgestellt, ist der von S, herrihrende Theil der Voraussetzung
gemiss in den Ausdriicken fir vy und w, der nimliche. Dasselbe gilt
von dem tber V nach Ausschluss von Vx erstreckten Integrale von
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e2Y  Scheidet man daher aur Bildung von v, aus V das Volumen Vr
aus, und figt zu S, die Oberfliiche dieses Volumens, so wird

aa

Ve ay 5

Da der Voraussetzung gemiss 1°25 — 6.782% + 9 Re +eRe,
also nach d. auch Rv und Ko mit R augleich verschwindet, und r
wihrend der Integration von Null verschioden bleibt, so convergirt das

ther die Oberfiiche von Vx erstreckte Integral mit R augleich stotig

gegen Null; dasselbe beweist man von dem Integrale Svet auf dem
in art, IIL eingeschlagenen Wege.

Solange also die Entfernung von O bis m von Null verschieden
ist, wie Klein dieselbe Gbrigens auch sein mag, ist vy — 1g, w. 2. b. w.

Dieser Beweis kommt darauf hinaus, zu zeigen, dass die Bedingung,
v oder seine ersten Derivirten sollen in m unendlich, unstetig oder

unbestimmt werden, jedoch so, dass R*5, Re und RS? mit R
zugleich stetig verschwinden, suf denselben Ausdruck fr v fUbrt, wie
die Bedingang, dass A. und B. in m gar nicht verletzt werden. So-
lange also cin in m stattfindender Verstose gegen diese Bedingungen
sich innerhalb der im Lehrsatze verlangten Grenzen hilt, ist er ein
soleber, dessen jeder in (4.) enthaltener Ausdruck unfihig ist, und
den wir dsher bei der Definition des einwerthigen Potentials aus-
schliessen.

g. Lehrsatz. Bin einwerthiges Potential v und seine ersten Deri-

virlen kénnen anf einer Linie von endlicher Linge, die von
jeder anderen Ausnahmestelle getrennt ist, weder unendlich,

noch unbestimmt, noch unstetig sein, sobald die Producte

ae pie poe

ne, Ri, Ree
bei jeder unbegrenzten Abnahme der kirzesten Entfernung R
vom Punkte x,y, bis zur festen Linie stetig gegen Null
convergiren.

Beweis. Was such an dieser Linie 1 stattfinden mag, #0 erhiltman doch stets einen Ausdruck fir die Werthe, welche v ausserhalb 1

und S erlangt, wenn man 1 mittelst einer Fliche S, aus V' ausschliesst
und wie eine Ausnahmestelle behandelt, Nennt man das von S, ein-
geschlossene Volumen V,, so wird durch den Ausschluss von V, die
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Gleichung (4.) nur eo weit geindert, dass auf ihrer rechten Seite noch
der Ausdrack

1

ah1 r_ 100), LA

hinzutritt; derselbe ist, wie aus (3.) leicht folgt, von der Gestalt der
Fliche S, unabbingig.

Bei anbegrenzter Verengerung von §, convergiren beide Theile
dieses Ausdruckes stetig gegen Nall.

Far den sweiten Theil ergicbt sich dies unmittelbar aus den tber

@ und die Linge von 1 gemachten Voraussetzungen. Um das Nimliche

fir den ersten Theil zu beweisen, nennen wir R die ktrzeste Ent-
fernung von 2S, bis aur Linie 1, (rp) den Winkel zwischen r und ap,

woraus % = —cos(rp) folgt, und setzen
at

R(,2r_ 1 a0)_ 1p, coir) 1 pea(i-a RG) -&
wodurch derselbe dio Form foo%' amnimmt. Ist daher unter den
absoluten Werthen, welche @ withrend der Integration erlangt, 2 der

as,

grisste, so ist dieser Theil numerisch kleiner als @fca
Liiest man aber alle Elemente 26, immer niher an J heranricken,

sven R2®, Ret. poe ae 2° setto convergiren RG", REE, RSE, also auch RGE und R2E stotig
gegen Null. Dies ist nach ¢, nicht anders méglich, als dass zugleich

logk Ud umsomehr Ro— Rlog R-7-2p verschwindet. Solange also© nicht unendlich nahe an einem Punkte von J liegt, convergiren
mit R zugleich alle Werthe von @, also auch @ stetig gegen Null.

Ertheilt man der Fliche S, die Gestalt einer Rohre), deren zu 1
sonkrechter Querschnitt ein Kreis vom constanten Radius R ist, wih-
rend sein Centrum suf J liegt, und scbliesst die Robre durch zwei

Hialbkugeln, deren Mittelpunkte den Anfang und das Ende von J bilden,
s0 wird [052014 422, wenn 1 die Linge der Linie 1 be-
deutet; also wird bei verschwindenden Werthen von R an der Grenze

‘a8,S pi 2a

1) Note 2
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Folglich wird S‘oA! numerisch Kleiner als das Product xweier
Grossen Q und 2x/, von denen die erstere verschwindet, wihrend die

andere nicht Uber alle Grenzen wachst, woraus das Behauptete folgt.
Unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes wird also v in jeder

messbaren Entfernung von ! durch denselben Ausdruck dargestellt, den
man erhilt, wenn » such an I entlang den Bedingungen A. und B.

geniigt Folglich ist dieser Ausdrack, und mit ihm o als einwerthiges
Potential an I entlang jeder mit den dbrigen Voraussetzungen des
Lebrsatzes vereinbaren Verletzung von A. und B. unfihig.

A, In art IL. C. ist der Fall ausgeschlossen worden, wo v oder
‘eine seiner ersten Derivirten in allen Punkten einer Fliche unendlich

‘oder unbestimmt wird. .
Der Grand hiervon ist folgender. Legt man um die Fliche f eine

von S$ abgeliste Fliche S,, so wirde man unter der Voraussetzung,
an f entlang werde eine erste Derivirte von v oder v selbst unendlich

oder unbestimmt, im Ausdrucke von v ein Glied (S,) erhalten, in
welchem die unter dem Intogralzeichen stehende Function bei fort-

gesetzter Verengerung von S, schliesslich aufhirt, die Integration zu
gestatten.

Daraus darf man indessen nicht schliesson, dass es keine Aus-

driicke gebe, welche susserhalb der Fliche f ein einwerthiges Potential
 darstellen, aber an ihr entlang unondlich oder unbestimmt werden.

In den bis jetzt untersuchten Fallen muss diese Erscheinung jedoch als
eine wirkliche Divergent des Ausdrucks von o bezeichnet werden, da

sie bloss an der Form des Ausdruckes haftet, und durch Aenderung
dieser Form beseitigt werden kann. Beispiele dieser Art erhiilt man,
wenn man den aus art. V. }. folgenden Ausdriicken fir die Derivirten
der in art. XIL r. bezeichneten Potentiale auch noch an den Ausnshme-

stellen eine Bedeutung einriumt.
‘Aus den vorstehenden Lehrsitzen ergeben sich als Corollare die

folgenden, in denen die jedesmalige Bedeutung von R aus dem Vor-
hergehenden erhellt.

i, In einem Punkte oder einer Linie von endlicher Linge, die

einer anderen Ausnahmestelle sngohdren, kann cin cinwerthiges

Potential oder eine seiner ersten Derivirten niemals unstetig oder un-
bestimmt werden, ohne dass eine der letzteren unendlich wird.

k. Wird das einwerthige Potential » oder eine seiner ersten Deri-
virten in dem, von jeder anderen Ausnahmestelle getrennten Punkte m

tunendlich, so kann mindestens eine der Gréssen 222, we, wee
nicht bei jeder Richtung von R mit R augleich verachwinden.
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1. Wird das einwerthige Potential v oder eine seiner ersten Deri-

virten in jedem Punkte einer Linie unendlich, die weder von unend-
licher Lange ist, noch einer anderen Ausuahmestelle angehért, 00 kann

mindestens eine der Gréssen R a, R oy RZ nicht bei jeder unbe-
grenzten Abnahme von R gegen Null convergiren.

VUL.

Wenn wir daher die einwerthigen Potentiale » nach ihren Ver-
stéssen gegen die Bedingungen A. und B. ordnen, so bleiben folgende
Fille brig:

1. Diese Bedingungen werden im ganzen Raume erfallt (art. IX.).
2 Ausmahmepunkte. Das Product aus einer der ersten Derivirten

‘yon » und dem Quadrate der Entfernung K von einem festen Punkte p
convergirt nicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von R gegen Nall
(art. X.).

3, Ausnahmelinien. Das Product aus einer der ersten Derivirten

von » und dem kirzesten Abstande R von einer Linie1 convergirtnicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von R gegen Null (art. XL).
4. Ausnahmeflichen. Beim Durchgange durch eine Fliche von

endlicher Ausdehnung erleiden v oder seine ersten Derivirten plotaliche
Aenderungen (art. XIL).

Wenn die Fliche S sich mit Ausscheidung aller Theile deo
Raumes, in denen die Bedingungen A. und B. erfdllt sind, immer enger
an dio Ausahmestellen anschliosst, so zerfallt sie zuletzt in soviele

von einander getrennte Theile, als Ausnahmestellen vorhanden sind.
Jedem dieser Theile entspricht im Ausdrucke von o ein Glied, welches
einer der drei zuletzt genannten Gattungen von Potentialen angehdrt.
Folglich kann jedes Potential » durch eine Summe von Potentialen der
vorbin bezeichneten vier Gattungen dargestellt werden.

IX. Erster Fall.

m. Wenn den Bedingungen A. und B. im gavzen Raume, ohne
Ausnahme irgend einer Stelle, Gentige geschieht, so ist in
jedem Punkte O des Raumes

sobald das Integral zur Rechten unabhiingig von der Anord-
nung der Integration convergirt.

In der That fillt jetzt aus der Gleichung (4.) das Integral (S) weg, da
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es nicht mehr nétig ist, aus V einzelne Theile wogen einer dort statt-
findenden Verletzung von A. oder B. auszuscheiden.

Es folgt hieraus, dass man jedes einwerthige Potential v durch

Subtraction eines IntegralsS2 in ein anderes, 1, verwandeln kann,
welches ausserhalb der Ausnahmestellen der Bedingung 4w—0 ge-
niigt, wihrend die an diesen Stellen selbst stattfindenden Verstésse
gegen A. und B. ganz ungeindert bleiben.

X. Zweiter Fall. Aumahmepunkte,

Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen A. und B. nur in
einem einzigen Punkte p statt, und ist @ dberall — 0, so wird ausser-
halb der den Punkt p einschliossenden Fliche S

% = (S),

und dieser Ausdruck ist, wie man aus (3) flr @—0 und w—+
schliesst, von der Gestalt der Fliche S unabhiingig, solange sie p ein-,
O susschliesst.

Nimmt man daher filr $ eine Kugel vom Halbmesser R und dem
Centrum p, so wird

1

at1 + _ 190) mywad (ee - 135) mie,
solange R kleiner als die Strecke Op ist, und die rechte Seite von R

unabhingig.
Soll in p tberhaupt eine Verletzung von A. und B. méglich sein,

0 darf sich dieselbe nicht innerhalb der in f. angegebenen Grenzen
halten. Stellt man also die Bedingung, dass

0 pie pede

Re Bay Ra
bei abnehmendem R nicht aber alle Grenzen wachsen, dass dies aber

bei jeder Verkleinerung von » eintritt, so darf v jedenfalls nicht kleiner
als 2 sein. Nennt man die zunichst ber » liegende ganze Zabl
n+3, so kann » nur eine der Zablen 0, 1, 2... bedeuten, und es
verschwinden

es2e, Reed, ess22, and wegen d. auch R40
mit R zugleich, wihrend

+108 +108 1 OP
RS, RS, Rese
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‘ber alle Gronzen wachsen. Es findet sich im Folgenden, dase
y=n+2 sein muss,

1. Nimmt man zunichst fir n seinen Kleinsten Werth Null, und

lisst R abnehmen, so reducirt sich die rechte Seite der aus der obigen
folgenden @leichung

1

a1 205544 F , —mR ae),4 aad fidget bf (weiss +coat) eg
in welcher r, die Entfernung von O bis p bedeutet, an der Grenze

auf ihr erstes Glied, da R*£% der Voraussotzung gomiss, also nach d.
auch Rty und, weil die Difforenz der Dreiecksseiten r, r, kleiner

als die dritte Seite R ist, (r—r,)R°2% verschwindet, Der Factor

[iq ree = [308 muss nach dem Obigen einen von R oder der
Gestalt von S unabbingigen Werth — 4aM haben.

x. Sobsld im ganzen Raume @ =O ist, und aussorhalb des
Punktes p nirgendwo ein Verstoss gegen die Bedingungen A.
und B. statifindet, ferner bei unbegrenzter Anniherung an p

320 av av
Regt, west, eee

verschwinden, und

‘ae.

sot, folge Sies-- set
in t, folg u

ue

Bei der Anwendung dieses Satzes auf die Umformung von + kann
man ausser den Bedingungen des Satzes noch beliebige andere Eigen-
echaften dieser Function benutzen, da diese mit jenen nicht im Wider-
sprache stehen, sondern aus ihnen folgen.

2. Fur den allgemeinen Fall, wo n eine belicbige positive ganze
‘Zshl ist, mag Folgendes gentigen.

Entwickelt man + mittelst des binomischen Satzes oder auf andere
Weise nach steigenden Potenzen der Unterschiede z—1, y—m, s—n
zwischen den Coordinaten z, y, 2 des Flichenclementa R*26 und den

Coordinaten Z, m,n von p, ao erhilt man eine Reihe
aby ER,
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in welcher 7, ein homogenes Polynom yw" Grades jener Coordinaten-
differenzen ist. Da die Nenner von z, y, # unabhingig sind, so ist far

jedes u 4T,—O0, folglich, wie aus (3) flr 9 =O und w= Z, folgt,
das Integral

1 [7,2% _ p 2),un/0 THs
von der Gestalt der Fliche $ unabhingig, solange sic den Punkt p
cinschlissst. Sein Werth bleibt also ungoindert, wenn man flr S dio
im vorigen Falle construirte Kugel nimmt, und R nach Belicben ab-

nehmen lisst, at
Vereinigt man nun in den Reihen fur + und 5% alle Glieder,

welche im Nenner eine héhere Potenz von r, enthalten, als die (n+ 1)",
in einen Rest, #0 fallon bei fortgesetzter Verkleinerung von R ‘aus
dem Ausdracke flr vy, unter den obigen Vorsussetzungen die von den
Resten beider Reihen herrithrendon Glieder weg, und es ergiebt sich

wn et ht
Die Factoren M,, sind belicbige Kugelfunctionen pt Ordnung der
Winkel, welche dio Richtung pO bestimmen. Die in ihnen verfllg-
aren Constanten bestimmen sich bei den Anwendungen meistentheils

us den in der Regel bekannten Zeichenwechseln von 2% und seinem
Verhalten bei wachsenden und abnchmenden Werthen von ¢,, wobei
nach dem Obigen cine ungefihre Schitzung des Werthes von »
hinreicht.

8, Auch in dem Falle, wo die ersten Derivirten von v bei unbe-
grenzter Anniherung an p rascher anwachsen, als jede Potenz der
reciproken Entfernung von diesem Punkte, stellt das Integra

1

a=1
F190) ms,inn (os =) mee

noch immer » im ganzen Raume ausserhalb der um p gelegten Kugel
dar, und zwar ist sein Werth vom Halbmesser R dieser Kugel véllig
unabhiingig.

Wenn tberhaupt ein Integral der vorstehenden Form [p] mit ab-
nehmendem R gegen eine von Null verschiedene feste Grenze conver-
girt, 90 geht os dort als einwerthiges Potential in ein solches aber,

welches in p, aber nicht ausserhalb dieses Punktes cine Aumahmestelle
E-B.obristottel, Onmammulie AMbandienges. Z 1“
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besitzt. Liegt in einem solchen Felle p auf ciner Ausnahmelinie oder

Fliche von », s0 sagen wir, os finde in p ein Verstoss gogen die Be-
dingungen A. und B. statt, welcher such in einem isolirten Ausnahme-
punkte méglich ist

Jodes cinwerthige Potential © lisst sich daher durch Subtraction
von Integralen der obigen Art in ein anderes, 1, verwandeln, welches
yon allen in isolirten Ausahmepunkten méglichen Verstéssen gegen
A. und B. bofreit ist. Dann muss das, mittelst dieses Potentials w

gobildete Integral [p], wo immer der Punkt p gewablt worden mag,
bei unbegrenzter Abnahine von R entweder von R abhingig bleiben,
oder wenn es eine fest Grenzo hat, mit R qugleich verschwinden.
Denn wenn [p] bei sbuchmendem R zwar von R unabhingig wirde,
aber nicht gegen Null convergirte, so wire p einem isolirten Aus-
nahmepunkte gleich zu achten.

XI. Dritter Fall. Ausnshmelinien.

Findet ein Verstoss gegen dio Bedingungen A. und B. nur auf
einer Linie 1 von endlicher Linge statt, und ist @ dberall —0, so ist
ausserhalb der J einschlicssenden Fliche S

% = (5),

und dieses Integral ist von der Gestalt der Fliche § unabhingig, so-

lange sie 1 ein-, und O susschliesst
Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, dass dio Linie 2 nicht

aus getrennten Stiicken besteht, und dberall stetig gebogen ist. Diese
‘Voraussetzung bildet keine wesentliche Einschrinkung der Untersuchung.
Besteht nimlich 7 aus mebreren von einander getrennten, aber stetig
gebogenen Theilen, so setzt sich (S) aus ebensoviel Integralen von der
Art zusammen, auf welche wir uns hier beschrinken; hingt ! zusammen,

jedoch so, dass stetig gebogene Theile bei ihrem Zusammentreffen Ecken
bilden, so kann man dies so anschen, als ob zwei stetig gebogene Linien
einen Endpunkt mit einander gemein haben.

Stellt man nun die Bedingung, dass die Gréssen

0 pede pee

Re, RE, Re

bei unbegrenzter Abnshme der kiirzesten Entfernung R vom Punkte
z, y,# bis zor Linie J niemals ber alle Grenzen wachsen, dass aberjede Verkleinerang von v dies zur Folge habe, 20 darf v nicht <1

sein, weil sonst nach art, VII. g. an J entlang jeder Verstoss gegen
A. und B. unméglich sein wirde, Ist m+2 die zunichst Uber v
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iegende ganze Zahl, also m cine der Zahlen 0,1, 2,..., so ver-
schwinden hiernach die Grdssen

weends, eeedt, RAZe, und wegen d Reto .
mit R ugleich an J entlang, wihrend von den Gréssen

ae mde made

mit, mit, mit
mindestens cine Ober alle Grenzen wichet.

Wir schlieasen den Fall sus, wo in einzelnen Punkten von 1 solehe
Verstésse gogen A. und B. stattfinden, wie sio nach dem vorigen art,
such in isolirten Punkten méglich sind.

Dann ist » bis auf cine begrenzto Anzahl von Gréssen bestimmt,
Aber dio zu seiner vollstindigen Definition noch in jedem einzelnen

Elemente von 1 verfiigt werden muss, (Vergl. unten ()).
Far die folgende Untersuchung ist es zweckmissig, der Fliche S

die folgende Form iu geben. Wir bezeichnen die Endpunkte von1durch a und ¢, zwei benachbarte Pankte von I durch a, und ¢, und
setzen non $ zusammen aus einer um a,¢, als Axe gelegten Rébren-
fiche 5) vom Halbmesser R, und zwei ther a und ¢ hinausreichenden
Verschlusestiicken S,, 8, von denen jodes sich mittelst eines der
Normalebene von J angehérigen Streifens an S, senkrecht ansetzt. Die
spiter ra benutzende Folge dieser inrichtung besteht darin, dass ver-
schwindende Aenderungen von R die Endpunkte der Axe ,¢, von 5,
ungeindert lassen.

Bezeichnet man die Theile von (S), welche von der Integration
fiber die Sticke S,, $,, 8, von S herrtthren, durch (@), (0) und (¢),
so! wird

m=@)+O+.

Wir beginnen nun mit der Untersuchung des Integrals (J) fir ein
ohne Ende sbnehmendes R.

Ist q cin zwischen @ und ¢ liegender Punkt von J, s die Linge

des Bogens aq, so dass ¢ zu- oder abnimmt, jenachdem q an 7 entlang
nach ¢ oder a rickt, und ist és das von q ansgehende Bogenelement
von 1, P der Krimmungsradius in q, 6’ der Winkel zwischen P und
einem von q ausgehenden Halbmesser der Rébrenfliche 5, so wird das

Element 25, der letzteren — R(1— 23") go’as, und da R ma ihm
senkrecht steht,

1) Note 2.
ue
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wo der Accent om Integralzeichen bedeutet, dass die Integration nach
sich von a, bis ¢, erstreckt.

Scien 2, y, # die Coordinsten von g, die wir als Functionen von s
betrachton, und 2’, y/, «’ ihre ersten, x”, y’, 2” ihre zweiten Derivirten
nach s. Durch g legen wir drei rechtwinklige Axen qT; qP, ¢N, vou
denen die erste in die Verlingerung von @s fillt, die zweite nach dem
Kriimmungseentrum und die dritte so gerichtet ist, dass sie zusammen
durch blosse Drehung beziehungsweise in die Richtung der wachsenden
2, y, 6 gebracht werden kénnen. Setzt man nun

Yeaty'-A, Fa'-eP-B, ey'—y2-C,

so werden die Cosinus zwischen diesen und den positiven Axen der

2, y, # folgende:

Richtongscosinus von g7': 2) fs’

Richtungscosinus von gP: Pz” Py” Ps”

Richtungscosinus von gN: PA PB PC.

Bezeichnet man ferner durch r, die Entfernung von q bis Q, und durch
@, b,c ihre Richtungswinkel, so wird

cosa—= sy, COSb—= ay, coscmaz,
wenn X, Y, Z wie friher die Coordinatenvon O sind.

Dies vorausgeschickt, lisst sich die Entfernung r von 0 bis zum
Elemento 7S, in eine flr den gegenwirtigen Zweck passende Form
bringen. Bezeichnet man nimlich durch o den Endpunkt von r suf

28, #0 sind r, R und r, die Seiten des Dreiecks ¢Oo, also wenn @
den r gogentberliegenden Winkel 090 bedeutet, r=r3—2r,Roos +R.Zur Bestimmung von @ seien ferner 4 und i’ die Neigungswinkel von

, und R. gegen q7, 6 und nach dem bereits oben Festgesteliten 6° die
Neigungswinkel der durch 7° und die Geraden r,, R gelegten Ebenen
gegen die Kriimmungsebene 7qP; dann wird

08 @ — 008 4 cos 4’+ sin A sin 2’ cos (— 6),
oder cos@ = sin 4 cos (#—6), da R zu qT senkrecht steht, also2'= 90 ist. Daraus folgt

=r} — 27,R sind cos (0'— 0) + FY,
wihrend 4 und @ durch die Gleichungen
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cost—2’cosa +yfcosb +4" cose,sin 1 cos= Pz" cona + Py” cosb + Ps’ cone,sin sind — PA cova+ PB cob + PC cose
bestimmt sind.

In diesem Ausdrucke von r hingen r,, 4 und @ nur von der Lage
der Punkte q und O ab, aber nicht vom Halbmesser R und auch nicht

von 6. Da r,>R ist, 60 folgt
1

FOZpri Pe

wo unter P,, die Kugelfunction P, (sin 1 cos ('— 6) 2u verstehen ist.
Fabrt man dies in den Ausdrack von (J) ein, und setzt zur bessoren
Uebersicht

1 fae an8e 17 28082 fe ryBm oy, Bore Bt = ty,
1 [a0 08 3800 14 cos6 800BSFPe SS le & Soke SH = Pow

80 wird
.

O=-SmRU,, —SFU,
¢ +

—SmkV +SRV,

Da in den Ausdrticken U und V die Integration zwischen endlichen
Grenzen stattfindet, die nach dem Obigen bei vorschwindenden

Knderungon von R ungeindert bleiben, und rwischen denselben 25
nicht unendlich oder unbestimmt wird, s0 ist

2U ma 2% aley a ae

Solange aber der Endpunkt O von r, susserhalb der um 1 mit dem
Halbmesser K beschriebenen Robrenfizche liegt, werden U,,, und seine
Derivirte U,, oberhalb R=0 weder unbestimmt, noch unendlich, noch‘unstetig; dasselbe gilt von V,,, und V,. Folglich kann man auf diese
Funetionen von R den Lehrestz d. des art, VII. anwenden, und erhilt,
wenn der Fall, wo Re+1U,, oder R=+*V, bei verschwindendem R un-
bestimmt, unendlich oder unstetig wird, ausgeschlossen wird, fllr m > 0

limmE*U,, ——limR*'U,,

Jim mRY=— So lim BH 7
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Da fernor wegen der fir 2% geatellton Bedingungen in der ersten von
den vorstehenden Gleichungen beide Seiten fOr m >, in der zweiten
fir m-+1>n verschwinden, 80 folgt

at .Vim () = tim [S282 Bes 7, — RU, — 2SRu,],o°™ +

oder geordnet .

(«) lim() =1im [- BY+ 2S (24S* BHT, —meg.)
Dies vornuageschickt, unterwerfen wir v an 1 entlang der Bo-

dingung, dase bei unbegrenster Abnahme von R in jedem Punkte ¢,

fir jeden Werth vonp und fir m—0,1,...%
(B) Yim Re+8 [25 con m6"— 8) 26’— — 4x (Ay conf + B, sin)
sei, wo A, und B, von f unabbingige Functionen des Bogens s sind,
welche die Integration an J entlang in dem zur Bildung von lim (0)
erforderlichen Umfange gestatten.

‘Aus dem bekannten Ausdrucke fir die Kugelfunctionen

P,, (cos4 cos 4’ + sin4 sin2’ cos(6’— ®)
erhilt man filr 2'— 90°

P, (sin 4 c08 (0 — 6)= 1,P, (sin A 008 (0'— 6)) = sin cos (6'— 0)und allgemein

P, (sin 4 c08 (0'— 0) = 4,008 m (7—6)-+.4,,, 008(m—2)(0'—8)++,
wo

2 OM! vein amn= 2 Ggweypisind
ist. Die dbrigen Factoren 4 sind ebenfalls von 6’ und 0 unabhingig,
kommen aber bei der folgenden Untersuchung nicht in Betracht.

Wendet man nimlich den vorstehenden Ausdruck von P,, suf die

Bestimmung des li RettSf;Coim BO 22 Peo
n, indem man von m=0 an aufwirts achlieast, so zeigt sich sofort,dass P,, durch sein erstes Glied ersetzt werden kann, und es ergiebt sich

im 2 [2 pagfir m= 0 lim225R20 — 4,
flr m=1,2,...0 lim FM [2p ——A,(AqcosmO+B,sinm6).
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Ebenso findet sich firm —1,2,...0

Rett eo yo, atim f 2p, -cosl 2'=— $4, ,(A,,c08(m—1) 0+B,,sin(m—1)6).
Daraus ergeben sich die folgenden Ausdricke, ous denen in («) der
Grenzwerth von (0) zusammengesetzt ist:

lim—RU, Sf
im— Rett, ag (2m! ['sind™(Aqcormd+ Basins)(Hm NT?ah a ad

tg RT go AMD, [satin 1+Bain)Fm Tae) Pr %
die Accente an den Integralzeichen bedeuten, dass die Integration an J
entlangvon a, bis ¢, zu erstreckenist. .Liisst man daher die Flichen S, und 8, sich bis zu den Punkten
4, und ¢, erstrecken, und ersetzt sie nun der Einfachheit wegen durch
Kageln mit den Halbmessern aa, —¢,, e¢,—¢, und den Mittelpunkten
@ und ¢, 0 gehen im Ausdrucke von vy (a) und (¢) in Integrale [a]
und [¢] (voriger art.) tber, und es folgt

v9 = [a] + lim @) + [e).
Dieses Resultat umfasst verschiedene Fille.

1. Wenn die durch A, und B,, bezeichneten Functionen von s 80
beschaffen sind, dase von don Integralen (), aus denon lim() besteht,einzelne divergent werden, wenn man sie bis zu den Endpunkten a

‘und ¢ von J erstreokt, so bilden die Integrale [a] und [c] wesentliche
Bestandtheile des Ausdruckes von v, indem sie zur Ausgleichung der,
bei abnehmenden Werthen der Halbmesser c, und ¢, eintretenden
Divergenz von lim({) dienen.

2. Wenn dagegen die Functionen A und B dio Integration such
bis an die Enden von J hinan gestatten, so kann man c, und ¢, ver-
schwinden lassen, und verlangen, dass such [a] und [e] verschwinden.
Denn da in diesem Falle jedes der Integrale [a] und (¢] flr sich gegen
‘eine feste Grenze convergirt, 80 wiirden sie, falls diese Grenzen von
Nall verschiedon wren, in den Ausdruck von v zwei Glieder liefera,
welche man nach dem Schlusse des vorigen art. auch dadurch ein-
fihren kann, dass man einen isolirten Ausnahmepunkt nach a und

einen nach ¢ riicken lisst, und welche ebenso durch Beseitigung dieser
Ausnahmepunkte ohne eine Abinderung in den dbrigen Bedingungen
‘entfornt werden Kénnen, wie es oben als geschehen vorausgesetzt
worden ist. Daraus folgt der Sate:

a>



216 X. War Theorie der einwerthigen Potentale,

0. Ex sei o cin einwerthiges Potential, welches nur suf einer un-
unterbrochen zusammenhingenden und stetig gebogenen Linie
von der messbaren Linge 1 gegen die Bedingungen A. und B.
verstisst, und auch suf dieser von allen in isolirten Aus-
nahmepunkten méglichen Verletzungen dieser Bedingungen
befreit ist. Wenn slsdann im ganzen Raume e —0 ist, und
an I entlang bei unbegrenzter Abnahme von R

i ae i ze im pre 8®1) limm+s$2—0, limR4520, limw+*s2 0,
2) fir m=0,1,...0 lim Re! [2 0s mi o— — 4A,
8) fir m=1,2,...0 lim Bos [25 sin mg'00— — 4B,
ist, so ist fir jeden Pankt O susserhalb 1 = lim(1) oder

y=ffAyae
2, (am) sin 2"(4,, con md + Bysin m6)+3a2 a

__ sin 271(4,,con(m — 1)6-+ Bu tin (mw — 1) 6)Pr es,
vorausgesetzt, dase die Functionen A,, und B, die Integration
fiber die ganze Linie 1 hinweg gestation.

Mittelst der hier anwendbaren Sitze d. und ¢. des art. VIL. or-

geben sich aus den Bedingungen 2) und 3) folgende Kigenschaften
dee vorstehenden Potentials:

limain for --424,
Tim mF* fv cos mo‘eo— 4x4, fir m= 1, 2,-0.0.
Jim me fosin m0 oof — 4nB,

Dieselben kénnen ebenfalls dazu dienen, um zu einem gegebenen Aus-

dracke von v die Gréssen A und B zu bestimmen.
Einfache Beispiele zu beiden Fallen erhilt man durch conforme

Umbildang einwerthiger Functionen von ¢ + i9, welche mur in einer end-
lichen Anzahl von Punkten der z,9 Ebene unendlich werden, oderihrer reellen Bestandtheile. Betrachtet man nimlich eine solche als

Function von %, 9, j, 80 verhilt sie sich wie cine den Bedingungen dee
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‘art. I fr g’ gleich Null gentgende Function v, die nobst ihren ersten

Derivirten $?, 32 anf geraden Linien, die mur j-Axe parallel sind, un-
endlich wird, und susserhalb derselben endlich und stetig bleibt. Diese
Linien worden durch die conforme Umbildung in Kreisbégen ver-
wandelt, deren Enden im Mittalpunkte des Raumes z, y, 7 zusammen-
stossen. Die rationalen Functionen liefern Beispicle zum zweiten Falle,

log YET fann zur Erliuterung des andem diog YE rar Erliuterang des andern dienen.

3, Wenn die ersten Derivirten von » an J entlang unendlich grossvon unendlich hoher Ordnung werden, so stellt der Ausdruck
(S)=@©+(@+(© noch immer v susserhalb der Fliche S dar, und
sein Werth ist auch jetzt noch vom Halbmesser R und der Form von

8, und S, unabhingig. Allgemein geht jeder Ausdruck dieser Form,
der von der Umgestaltung der Fliche S unabhingig wird, wenn sie
sich immer enger um 1 zusammenzicht, an der Grenze als cinwerthiges
Potential in ein solches Uber, welches susser der Linie 7 keine andere
Aumahmestelle besitzt. Man kann daher durch Subtraction von

Potentinlen dieser Gattung jedes cinwerthige Potential v in ein anderes,
1, verwandeln, welches so beschaffen ist, dass der mittelst der Werthe
‘von 1 gebildete Ausdruck (S) fiir jode belicbige Linie 7 bei fort-
gesetzter Verengerung der Fliche S entweder von der Gestalt dieser
Fliche abbingig bleibt, oder falls er cine feste Grenzo hat, an der-
selben verechwindet,

XIL Vierter Fall. Ausnshmefiichen,

Die Bedingungen A. und B. werden nur an einer zusammen-
hingenden Fliche f entlang verletst, von welcher wir voraussetzen,

1) dass sie keine unendlich weit von einander entfernten Punkte
enthilt, und dase die Linge ihres Randes, wenn ein solcher
vorhanden ist, nicht unendlich gross ist;

2) dass die Anzahl ihrer Ecken und Kanten, so wie die Zabl
ihrer Durchschnittspunkte mit Geraden von verschwindender
Linge und mit Curven, die 2u ihrem Rande oder 2u einer be-
stimmten, auf ihr verzeichneten Linie 1 (vergl unten 3)) in
unendlicher Nahe parallel sind, nicht unendlich gross ist.

Wir setzon ferner voraus, dass ¢ im ganzen Raume ausserhalb f

gleich Null ist. In diesem, wie in den froheren Fallen darf aus dem
Umstando, dass 40 auf f selbst nicht gleich Null gosetzt worden
kann, nicht goschlossen werden, @ habe dort von Null verschiedene
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Werthe, weil auf f selbst von der Bildung des Ausdruckes 4» dber-
haupt keine Rede sein kann.

Den Fall, wo » oder eine seiner ersten Derivirten in allen Punkten

eines Flichensticks von endlicher Ausdehnung unendlich oder un-

bestimmt wird, haben wir bereits ausgeschloseon. Wir fgen hierm
noch weitere Beschrinkungen in den an f entlang vorauszusetzenden

Vorstéssen gegen A. und B. Diese Verstisse bestehen nach art. VIII.
in blossen Unstetigkeiten, welch v oder seine ersten Derivirten beim
Durchgange durch f erleiden, und welche, abgeschen von einzelnen auf
f liegenden Punkten und Linien, mit keinem Unendlichwerden dieser
Funetionen verbunden sind. Die Beschrinkungen, denen wir dieso Un-
stetigkeiten unterwerfen, betreffon 1) die Geschwindigkeit, mit welcher
» oder seine ersten Derivirten anwachsen dirfen, wenn man solchan

Punkten und Linien von Ausen her, und 2) die von jener wohl zu
unterscheidende Geschwindigkeit, mit welcher ihre Springe wachsen
trfen, wenn man diesen Stellen an der Fliche f entlang immer
niher rickt,

‘Wenn die Unstetigkeiten von » oder seinen ersten Derivirten sich
bia an den Rand 4 der Fliche f erhalten, eo werden diese Functionen

auf dem Rando selbst unbestimmt, indem sie beim Umbiegen um den-

selben alle beim Durchgange durch f dbersprangenen Werthe in stetiger
Reihenfolge durchlaufen. Folglich gehort der Rand 4 im Allgemeinen
ebenfalls zu den, auff noch besonders zu unterscheidenden Ausnahme-stellen, von denen er bloss durch seine Lage auf f unterschieden ist.

Wenn suff in irgend einem Punkte oder an einer Linio entlangeine, auch in isoliorten Punkten oder Linien mdgliche Verleteung
von A. stattfindst, so kann man dieselbe ohne eine Aenderung in den
‘tbrigen Bedingungen dadurch vollstindig beseitigen, dass man aus dem
Ausdrucke fiir v eine von den im zweiten und dritten Falle auftreten-

den Formen ausscheidet. Wir setzen dies als geschehen voraus, und
beschriinken dem entaprechend das Unendlichwerden von v und seinen

ersten Derivirten durch die unten folgende vierte Bedingung.

Dies festgestellt, betrachten wir f als einen Spalt im Reume, und
bezeichnen einen Punkt o von f, jenachdem er als auf der einen oder
dor andern Seite des Spaltes liegend betrachtet wird, durch o, oder 04,
die Werthe von » in diesen Punkten durch v,, % und unter der Vor-
aussetzung, dass man beim Differentiiren von o, und o, aus auf den,
‘ber beiden Seiten des Spaltes von ihm abwirts errichteton Normalen

fortschreitet, seine Derivirten durch BS und a Dann stellen sich die
an f entlang 20 erfilllenden Bedingungen wie folgt:
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8) Mit Ausnahme von isolirten Punkten m, einer Linie 1 (vergl.
oben 2) und dee Randes 4 sind » und seine ersten Derivirten
auf beiden Seiten von f nirgendwo unendlich oder unbestimmt.
Die Punkte m sind nur in begrenster Zahl vorhanden, und die

Anzahl der Ecken von I und 2, sowie dio Lingevon J istobenfalls nicht unendlich gross.
4) Legt man um jeden Pankt m als Centrum eine Kugelfiiche S,,

und um dio Linien 2 und 4 als Axen Rohronflichen S, und S,,
simmtlich vom Halbmesser c, so soll zugleich mit ¢ jedes der

®
1

at1
r_ 1 aewm eef (opt gos-
. 25,

(| ~axJ \ap— + e/ *|as,
vorschwinden.

5) Beim Durchgange durch f sind v und seine ersten Derivirten
unstetig, und zwar ist im Punkte 0

20, 1 Omfet ipo 4aE,
yy 42,

6) Ist R die geradlinige Entfernung von o bis zu einem Punkte
‘m, und nihert sich o, ohne f zu verlassen, diesem Punkte
auf einer beliebigen Bahn, so verschwinden

RHE, RHQ,

mit R zugleich, sobald fr & cine passonde, unter 1 liegende
positive Zahl gesetet wird.

7) Nahert sich dagegen o, ohne fm verlassen, einem der Linie
oder 4 angehdrigen Punkte so, dass seine Bahn zuletzt in dio
Normalebene dieser Linie fallt, so verschwinden zugleich mit
der geradlinigen Entfernung R beider Punkte die Gréssen

RE, RQ,

wenn k wieder einen von 1 verschiedenon positiven echten
Bruch bedeutet.

In don verschiedenen Fallen, welche sich hier darbieten, kann & ver-
schiedene Werthe haben, welche jedoch simmtlich kleiner als 1 sein
milssen, For unsern Zweck reicht es hin, unter & den gréssten von
allen diesen Werthen 2 verstehen.
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Setzt man nun die um alle Aumshmestellen von » 2 legende

Fliche S musammen aus den Flichen S,, 5,, 5, (siche oben 4)) und
den ausserhalb derselben liegenden Theilen der Spaltfigchen, und be-
aeichnet man durch 2, und @f, die mit dem Elemente af von f 20-
sammenfallenden Elemente der letztern, so geht die fir jeden susser-

halb § liegenden Punkt O giltige Gleichung v,—(S) mit Rocksicht
auf die in 4) eingefthrten Zeichen Ober in

/

1

/

1a> ae1 F_ 12% 1 F_ 10%wok) (i tindine J (ate tit) an
+O4+@+ Dim),

wenn die Summation im letzten Gliede aur Rechten sich ber allo

Punkte m erstreckt, und in den ersten Glider der Accent andeutet,
dase die innerhalb der Kugeln und Rohren liegenden Elemente af von
der Integration ausgeschlossen sind.

In den beiden ersten Gliedern lassen sich zunichst dio enteprechen-
1 1

at a,

den Elemente vereinigen. Berlicksichtigt man, dass in o i --i
ist, 80 ergiebt sich wegen 5)

p im

9aEar Fora@ nf B+ J astortO+@+ zim.
Nennt man ferner @f,, af;, af, die Elemente der ins Innere von S,,
§, 5, fallenden Theile von f, und setzt

Ss ay BahEafe + fiJfienn, Jortinnoy Jas, vam
so kann man endlich schreiben

aBat 7waft Soaaiers %,wenn
T=O+@-E—E,—0,— 0,+ D(lm)— E, — On)

gesetut wird, und das Weglassen der Accente bedeutet, dase die Inte-
gration in den ersten Gliedern ber alle Elemente von f ohne Aus-
nahme zu erstrecken ist,

Dabei ist jedoch vorausgesetzt, dass diese Glieder durch die Er-
woiterung ihres Integrationsgebietes weder unendlich, noch unbestimmt
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worden. Dies ist, wie im Folgenden gezeigt wird, wirklich der Fall,

solange die fr E und 2, gestellten Bedingungen 6) und 7) erfillt sind.
‘Worden dagegen diese Bedingungen #0 abgeiindert, dass dio Inte-

Bar 2 or diner . .gralo J =P und Jf 2,5,"of divergiren, wenn man dio Integrationbis an J, 4, m hinan erstreckt, so muss der urspriingliche Ausdrack
(«) beibehalten werden, indem nun die Glieder (0), (2), [m] mur Aus-
gleichang der bei abnehmendem ¢ eintretenden Divergenz der ersten
Glieder dienen.

Wir werden beweisen, dass bei den obigen Bedingungen jedes ein-
zelne Glied von 7 mit dem Halbmesser ¢ rugleich verachwindet. Da
die Anzahl dieser Glieder wegen 3) keine unbegrenste ist, so ist das-
selbe dann such von ihrer Summe 7’ nachgewiesen.

Nennt man R die geradlinige Entfernung von @f,, bis m, und be-
zeichnet durch den in 6) erwihnten positiven echten Bruch, so ist

1

RYE af,” nasty oF. Ohm2 f 88. ty, oun fm st Bos
1

, RYE cadersetzt man aber die Factoren 7% und R'%9,% durch passende

Mittelwerthe Mf und N, und sot [25 —0, so wird E,— Mo,
0,— No. Da wegen 6) der grisste Werth von M und N, und nach
Note 1. auch @ mit c zugleich unter jede Grenze sinkt, so gilt das-
selbe von E,, und 0,.

Beseichnet man femer durch R dio auf cinem Halbmesser der

Rehrenfliche 5, geziblte Entfernung von @f, bis zur Axe 1, durch k
don in 7) erwibnten positiven echten Bruch, und durch I’, NV’ passende

1
at

Mittel aus den Werthen, welche BE und RQ 5 in E, und 0,
wihrend der Integration durchlaufen, und setzt man JSf on, 90 wird
E,— Mn, 0,—N'n; und de wegen 7) der grosste Werth von Mt’
und N’, und nach Note 3. auch 7 mit ¢ zugleich unter jede Grenze
sinkt, s0 gilt dasselbe von E, und 0,, und aus demselben Grande von
E, und 0,.

Man kann dsher die Halbmesser der Flichen $,, S,, S,, s0 klein
wihlen, dass dio durch ihr vélliges Verschwinden bewirkten Aendo-

angen E,+E,+DE q 0,+0;+50q der Integrate [E20 una
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8Jo252 of Weiner als alles Belisbige werden; folglich convergieren
‘diese Integrale ohne Unstetigkeit gegen feste Grenzon, wenn man sie

bis an J, 4, m hinan orstreckt.
Da sugleich mit ¢ wegen 4) auch jedes der Integrale (1), (2), [m)

vorschwindet, so folgt ferner, dass der Unterechied 7’ zwischen v, und

’ mas
der Summe der beiden Integrale Sm undSiM58of unter jedeGrenze gedriickt wird, wenn man die Halbmesser der Flichen 5, S,,
S,, ohne Ende abnehmen lisst. Daraus folgt:

p. Die Function o ist durch die Bedingungen 4., B, D. des
art, II und 8) bis 7) véllig bestimmt, so lange die Fliche f
den Bedingungen 1) und 2) entapricht, und g gleich Null ist,
und rwar ist flir joden ausserhalb f liegenden Punkt O:

Latz +

‘Aendert man insbesondere die Bedingung 5) dahin ab, dase ont-
weder 2, oder E gleich Null ist, so ergisbt sich:

4g. Ist unter Voraussetzung sller dbrigen Bedingungen o selbst
beim Durchgange durch die Fliche f statig, dagegen

ao, | dmon 42m aad,
wihrend E den in 6) und 7) gesteliten Bedingungen gentgt,
80 ist

Bi

wn f BH.
1. Ist die Derivirte von » nach der Normale der Fliche f beim

Durchgange durch dieselbe nicht unstetig, jedoch

0-0, = 42Q,

wihrend 2, die in 6) und 7) gestellten Bedingungen erftllt,
so ist

Sasswm) ao.
. Diese Siitze gelten selbst dann noch, wenn im ersten Fall v, und

ty, im zweiten a und S in unendlicher Nahe von 2, 4, m einen der
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artigon Verlauf annehmen, dass es nicht mehr gestattet ist, 2, resp.
E an diesen Stellen noch gleich Null mu setzen, wofern nur dort den
Bedingungen 6) und 7) Genige geschieht. In dor Tat kommen hier-
dureh zu vp nur Integrale 0,, 0,, 0, resp. Ey, E,, Eq, welche simmt-
lich Kleiner als jede angebbare oder mit anzugebenden Werthen ver-
gleichbare Zabl sind.

Man kann endlich, ohne dass die vorstehenden Sitze ihre Goltigkeit,
verlieren, die Bedingungen 6) und 7) durch die allgemeinere ersetzen,

dass dio Uber einen belicbigen Theil F von f erstrockten Integrale Sat
1

atundSQa of bei stetiger Erweiterung von F nie unbestimmt, un-
endlich oder unstetig werden, weil diese Bedingung das Verechwinden

von Eq; Om Ey Oy E, und 0; nach sich sieht.

‘xu.

Zu den im Vorangehenden untersuchten Gattungen einwerthiger
Potentisle missen nun noch als besondere Fille diejenigen gefflgt
werden, bei denen die Anzahl der Aumahmepunkte, die Linge einer
Ausnahmelinie oder der Inhalt einer Ausnahmefigche unendlich gross
ist, sowie diejenigen, welche Ausnahmestellen im Unendlichen be-
sitzen,

Wir bemerken in dieser Bezichung sunichst den folgenden Grund-
satz, der mit den ndthigen Modificationen in jedem der eben genannten
vier Félle Anwendung findet.

‘Wenn der Ausdruck o eines einwerthigon Potentials bei un-
begrenzter Erweiterung einer Ausnahmestelle & zuletzt in
cinen, vom Gesetzo dieser Erweiterung unabhingigen Aus-
druck u Gbergeht, 90 stellt u dasjenige einwerthige Potential
dar, welches der ins Unbegrenste erweiterten Auahmestelle
entspricht.

Bezeichnet man diese Letztere durch 1B, so reicht es zum Beweise

des Satzes hin, 2a zeigen, 1) dass w cin einwerthiges Potential ist, 2)
dass es ausserhalb B nirgendwo gegen die Bedingung A. verstéest, und
8) dass u, soweit B mit © cusammenfillt, stets dieselben Unstetig-
keiten wie w besitzt. Das Letztere folgt aus der Form des Aus-
druckes v, welche zur Folge hat, dass aus der Different u— alle auf
© beztiglichen Theile wegfallen; da auseerdem der Unterschied zwischen +
% und » nach den Bedingungen des Satzes durch hinlingliche Er-
weiterung von % im ganzen Raume ausserhalb 8 unter eine beliebige



224 X, Zur Theorie der einwerthigen Potential
Grenzo hinabgedriickt werden kann, und » dort die beiden merst ge-
nannten Eigenschaften besitzt, so kénnen dieselben auch dem Ausdrucke
% nicht abgehen.

xIV.

Nach diesem Satze bleiben nur noch diejenigen einwerthigen Po-
tentiale zu untersuchen brig, welche Ausnshmestellen im Unendlickien

besitzen, ohne dass ihre Ausdriicke sich aus den oben gefundenen durch
unbegrenzte Erweiterung einer solchen Stelle ergeben. Dieselben
milssen nach art. II. und VL aus den bisher betrachteten siimmtlich

durch conforme Umbildung erhalten werden.
Zur leichteren Ubersicht gehen wir auf die in art. I. definirte

Function » zuriick, indem wir 9’—0 setzen, und ausserdem die Be-

dingung stellen, dass » von solchen Ausnahmestellen, die keinen Punkt
im Unendlichen besitzen, befreit ist.

De hiernach die Ausnahmestellen von v entweder vollstindig im
Unendlichen liegen, oder ohne Unterbrechung sus den unendlich ent-
fornten Theilen des Raumes bis ins Endliche reichen, so kann man den
Raum f, 9, § mittelst einer nie in getrennte Sticke zerfallenden Fliche
in zwei Theile zerlegen, von denen der eine alle unendlich entfernten
‘Theile des Raumes und simmtliche Ausnahmestellen enthilt, wihrend

der andere, den wir 8 nennen, von ihnen véllig frei ist. Dann lisst

sich der Werth vp, den » in einem beliebigen Punkte 0 des Reumes
® hat, nach art III. durch ein ther die Oberfliche von B erstrecktes
Integral darstellen, dessen Werth infolge der fur » gestellten Be-
dingungen von der Gestalt dieser Fliche unabhiingig ist, solange in B
keine Ausnahmestellen aufgenommen werden.

Dies festgestellt, legen wir um den Mittelpunkt p’ des Raumes
2,9, (art. IL) eine Kugelfliche @, um jede Ausnabmelinie yon v
eine Réhrenfliche, und unterscheiden bei jeder Ausnahmefidche ihre
beiden Seiten, indem wir sie als einen Spalt im Raume ansehen.

Dann kinnen wir die Oberfliche von @ zusammensetzen 1) aus

demjenigen Theile S, der Kugelfliche &, der ausserhalb simmtlicher
Robren- und Spaltflichen liegt, und 2) aus derjenigen Fliche S, die

durch simmtliche ins Innere von $¢ fallenden Theile der letzteren ge-
bildet wird.

Dehnt man nun die Bezeichnungen des art. III. 1. auf den vor-

liegenden Fall aus, so folgt aus der Gleichung (0.) desselben art.

. %=(8) - G.)-
Laisst man jetzt & oder ©, ins Unendliche riicken, und © sich dem-
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gemiss erweitern, so sind zwei Falle méglich; entweder convergirt das
Integral (6), also wogen der fur v gestellten Bedingungen auch (6)
gegen eine feste Grenzo, oder es ist dies nicht der Fall.

1. Im ersten Falle geht (6) in eines von den im vorigen art. be-
handelten Potentialen tber, und es wird demnach (©,) an der Grenze
ebenfalls cin einwerthiges Potential. Wir verwandeln dasselbe durch
eonforme Umbildung, zu deren Mittelpunkt wir das Centrum p’ von
GK nohmen, in ein auf den Raum 2, y, # beaigliches v. Dann ent-

spricht der Kugelfliche & in letsterem eine neue Kugelfliche K, und
den unendlich entfernten Theilen des Raumes x, 9, 3 das Centrum p’

von K. Man erhilt auf diese Weise (art. IL) ein einwerthiges Potential

o-4G.),

wolches ausserhalb p’ allenthalben den Bedingungen A., B,, D. dos

art, IL flr @—0 gentigt, also zu den im art, X. behandelten gehdrt,
Folglich wird umgekehrt der Gronzwerth von (Sq) im vorliogenden
Falle durch conforme Umbildung der in art. X. bebandelten Gattung
von Potentialen erhalten, was in dem Falle, wo > im Unendlichen

nicht von unendlich hoher Ordnung unendlich wird, auf rationale ganze
Functionen von £, 9, § flbrt.

2. Wenn dagegen bei fortgesetzter Erweiterung von & zwar die
Differenz von (S) und (G,) bei einem festen Werthe beharrt, aber
keines von beiden Integralen flr sich gegen eine feste Grenze conver-
girt, so verwandelt sich » durch die nimlicho conforme Umbildung in
ein einwerthiges Potential v, welches eine nicht bis ins Unendliche
reichende Ausnahmestelle besitzt, die sich im Punkte p' achliesst. Der

Kugel & und dem zur Ausschliessung der Ausnahmestellen von »
dienenden System § von Réhren- und Spaltfigchen’ entepricht im Raume
z,y, # dio Kugel K mit dem Centrum p’ und ein System F von
Flichen, welche die Aumshmestellen von » cinschliessen. Beseitigt
man von beiden Flichen X und F diejenigen Theile, welche ins Innere

der ander fallen, und nennt die abrig bleibenden Theile S, und S,
so wird » nach art. IV. durch die Gleichung

%= (9) + (5)

dargestellt, und es ist nun nach art, II.

©-4FO, -G)-FG.)-

Daraus folgt, dass bei fortgesetzter Verengerung von K oder S, swar
die Summe der Integrale (S) und (S,) ungeindert bleibt, aber keines
von beiden fir sich gegen eine feste Grenze convergirt
EB onsistottel, Oemmmeli ADbandtengen. T 6
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Folglich wird man im gegenwirtigen Falle auf die in art. XL und

XIL erwihnten Fille surickgefthrt, wo zur Vermeidung divergenter
Ausdrficke flr 0 aus einer Linie 7 oder einer Fliche f abnehmendo
Stiicke derselben ausgeschieden, und durch eingeschaltete Kugelfléchen
ersetzt_ wurden.

Die einwerthigen Potentiale zerfallen hiernach in zwei getrennte
Gattungen, von denen die eine durch die, in den art. IX—XIL ge-
gebenen, geschlossenen Ausdricke dargestellt wird, wihrend die andere
die Darstellung durch Formen, deren Elemente von der reciproken
Entfernung sbhingen, nur unter der Bedingung gestattet, dass die
durch dio Wahl dieser bestimmten Formen herbeigefthrte Divergens

durch Ausscheidang von Restglieden gehoben wird. Functionen dieser

Art sind bis jetzt wenig untersucht worden, da sic nach dem eben
Geaagten mit der Lehre von den Kriften, die nach dem umgekshrten
Quadrate der Entfernung wirken, in keiner Beziehung stehen.

Note 1.

Um don Punkt m der Fliche S als Centrum legen wir eine Kugel
vom Radius c, und nennen S’ das in ihr Inneres fallende Stick von S.
Es wird vorausgesetzt, dass S’ durch Gerade, die zu einer Coordinaten-
‘axe parallel sind, hchstens nmal, d. h. nicht unendlich oft geschnitten
wird, Ist jetzt 28’ ein Element von S’, R seine Entfernung von m,
k eine unter 1 liegende positive Zahl, so convergirt das Integral

3
o-Sfay

mit abnehmendem ¢ gegen Null.
Zum Beweise verlegen wir den Coordinatenanfang nach m, und

bezeichnen die positiven Flicheninhalte der Projectionen von 25’ auf

die Coordinatenebenen durch @8,,, 68,,, 08,, woraus

os Sgt Spt Sahfolgt, weil 28’ als Summe der positiven Projectionen von 28,, 25,
88; auf die Ebene von 25’ kleiner als die Summe dieser Grésson selbst
ist, Legt man jetzt aber die ys-Ebene um m als Centrum zwei
Kreise, deren Redion R und R+ 2M Kleiner als c sind, so ist die
Summe aller suf den von ibnen begrenzten Kreisring fallenden Pro-
jectionen 2S,’ kleiner als n-2xR@M, also der von diesen Projectionen

herrihrende Theil von S.ca Kleiner als m-22@®R dividirt durch
den Kleinsten Werth, welcher R'+* in diesen Projectionen beizulegen ist,
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Also jedenfals Kleiner als 22228. thin ia fei com fB
— 287.1. Da dassolbe fr die beiden anderen Integrale gilt, so folgt

o<S"%c-4 So lange also 1—% einen von Null verschiedenen
positiven Werth hat, und m nicht aber joder angebbaren Zahl liegt,
kann man die positive Grésse @ durch Verkleinerung von ¢ unter jede
Grenze bringen, w. x. b. W.

Note 2.

Die Oberfliche eines Raumes, den eine beliebig fortbewegte Kugel
vom constanten Halbmesser R durchdringt, nenne ich eine Réhren-

fiche, R ihren Halbmessor und die Bahn 1 des Kugelcontrums ihre Axe.
Die Curve, in welcher die Kugel K durch eine ihrer fritheren

Lagen geschnitten wird, ist cin Kreis, dessen Ebene zur Verbindungs-
linie der Kugelmittelpunkte in der Mitto senkrecht steht, und den
niimlichen Punkt zum Centrum hat. Liisst man beide Kugeln zu-
sammenfallen, 60 geht ihr Durchechnitt in die Curve Uber, an der ent-
lang K von der Rébrenfiiche $ berihrt wird. Dieselbe ist hiernach
ein Hauptkreis von K, dessn Ebene im Centrum von K zur Axe t

senkrecht steht. Daraus ergeben sich die folgenden bekannten Sitze,
welche hier der Ubersicht wegen zusammengestellt werdch mussten.

1. Die Rhrenfliche S wird von jeder Normalebene ihrer Axe1in einem Kreise vom Halbmesser R geschnitten, den wir den Quer-
schnitt nennen.

2, Alle Halbmesser eines Querschnitts sind Normalen von S; jeder

Quorschnitt int also cine Krimmungslinio von $ und ihr Krimmungs-
radius constant — R.

Durch dio Endpunkte q, q' eines Bogenelementes at der Axe lege
ich die Normalebenen von 1, und nenne die hierdurch auf S be-
stimmten Querschnitte N, N’. Ist nun @l, ein Element von N, 0 sein
Anfangspunkt, und él, das von N und N’ begrenzte Element der
zweiten durch o gehenden Krimmungslinie von S, so sind @l, und él,
za einander, und weil sie in der Tangentialebene von S liegen, auch
beide mur Normale og senkrecht. Folglich ist ausser el auch noch
@h, nur Ebene des Querschnittes N senkrecht. :

8, Jedes Element cl, einer Krimmungslinie der zweiten Schaar
ist mu dem, von den nimlichen Normalebenen der Axe begrenzten
Elemente 21 dieser letzten parallel.

Die Lange von él, berechnen wir mittelst seiner Projection aly
auf die zu al gehdrige Krimmungsebene der Axe. Da dl, 20 dl, also

18
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auch zu dieser Krimmungsebene parallel ist, so ist seine Lange gleich

der Lange 2l; seiner Projection. Letstere ist zu al parallel, und mit
diesem durch dieselben Normalebenen der Axe, also auch durch die-
selben Hauptnormalen von 1 begrenzt. Folglich liegen al und 2h’ auf
zwei concentrischen Kreisen dem nimlichen Centriwinkel gegentber.
Nennt man P den Kriimmungshalbmesser von 1, P’ den Halbmesser

dea anderen Kreiser, so folgt 93 = 2, also at, — al, = al.
Bezeichnet man aber durch 6’ den Winkel zwischen der Richtung

von q nach o und von g an P entiang nach dem Krimmungs-
centrum hin, co dass 6, wenn o an N entlang sich fortbewegt, von
0 bis 2a wachsen kann, so ergiebt sich P’ = P—Reosd, also

ah = (1 25°")at.Lisst man forner 6” um 26’ wachsen, so beschreibt o das Bogen-
clement a1, also ist 2, = R20’.

Das Element der Oberfliche S ist 25 — @l,2h, mithin

as— (1-29) raw.
Int daher 1 die Lange der Axe 1, so ist dio Gesammtoberfliche von S
zwischen dem ersten und letzten Querschnitte gleich

Safe —29°)Roo ~ 2eRl.

Note 3.

‘Auf der Fliche S sei cine Linie 1 verzeichnet, deren Linge und
Eckenzahl nicht unendlich gross sind. Um diceo Linie als Axe logen
wir eine Schaar von Réhrenflichen, und nennen R den Halbmesser

einer belicbigen Rahre 2, c den Halbmesser der weitesten Rahre 2.
Diese letztere schneidet ans $ ein Stick S’ heraus, von dem wir vor-

ussotzen, dass es von jeder goraden Linie und jeder Krimmungslinie
iner der genannten Réhrenflichen héchstens in m getrennten Punkten,
4h. nicht unendlich oft goschnitten wird.

Ist jetat 28’ ein, awischen dio Robren von den Halbmessern R
und R + aR fallondes Element von S', k eine unter 1 liegende positive
Zabl, 80 convergirt das Uber die ganze Fliche S’ erstreckto Integral

es"

SF
mit abnchmendem ¢ gegen Null
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Zum Beweise dieses Satzes ist eine Zerlegung von 7 erforderlich.
Die Rahrenfliche 2%, setzt sich aus Kugelattcken und Rohrenfiachon
im engern Sinne zusammen. Die letzteren kénnen durch einen Quer-
achnitt Q erzeugt werden, der sich an den stetig gebogenen Theilen
von 1 entlang fortbewogt. Zu den ersteren gehdren die halbkugel-
formigen Verechlussetticke ther den Enden von { und, wie aus der Er-
seugung der Fliche durch Fortbewegung einer Kugel hervorgeht, in
jeder Ecke m von 1 zwei Kugelsectoren, welche die angrenzenden
Rahrenstiicke in Verbindung setzen, und von denen der cine innerhalb,
der andere ausserhalb beider Sticke liegt.

Dehnt man nun in 7 ueret die Integration Uber alle Elemente
@S’ aus, welche von Q Uberstrichen werden, a0 werden in jeder Ecko

1m die in den einen Kugelsector fallenden Elemento zweimal aufgenommen,
dagegen die im anderen und in den Verschlussatilcken liegenden weg
gelassen. Ist 1’ das Resultat dieser Integration, so muss man also, um

1. ma erhalten, zu 1' flr jede Ecke und jedes Ende von 1 ein Integral
Sae addiren, und fir jede Ecke ein solches Integral subtrahiren;
in diesen Integralen ist R die Entfernung von 2S” bis zum fraglichen
Punkte von 1, wihrend 2S” das Element des ins jedesmalige Kugelatick
fallenden Theils von S’ ist. Jedes dieser Integrale ist also kleiner als

of‘247 tnd um so mehr Kleiner als dasselbe Integral, wenn es uber
alle in die volle Kugel fallenden Elemente 25” erstreckt wird. Da fir
das letztere die in der ersten Note gestellten Bedingungen erfullt sind,
0 verschwindet es selbst, und um so mehr jedes mu 1 hinzuzufigende
Integral mit ¢ zugleich. Dasselbe gilt von der Summe dieser Integrale,
da ihre Anzahl nicht unendlich gross ist. Folglich verschwindet auch
1-71 rogleich mit c.

Die Untersuchung kann hiernach auf den Fall beschrinkt werden,

wo 1 stetig gebogen, und S’ durch die Rohrenfliche 2 vom Halb-
messer ¢ und ihre Querschnitte in den Enden von1 begrenst ist. Wirsetzen demnach vornus, dass der Krimmungshalbmosser P von 1

nirgendwo Kleiner als cine gegebene Strecke 7 wird, und wihlen ¢<7;

dann wird flr jeden Winkel @ 1° positiv und Kleiner als 2,
wovon spiter Gebrauch gemacht wird.

Dies festgestellt, betrachten wir der leichteren Darstellung wegen
die Halbmesser R, die za! parallelen Krimmungslinien J, der Rébren-
flichen und ihre, in die Querschnitte fallenden Krimmungelinien J, als
drei Schsaren von Lichtstrahlen. Dann wirft 28’ in jeder dieser drei
Beleuchtungen einen Schatten, in der ersten auf die Réhrenfliche 2
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vom Halbmesser R, in der zweiten auf den Querschnitt Q und in der

dritton auf denjenigen Theil E der Krimmungsebene von 1, welcher
die rickwérta gohende Verlingerang von P enthilt, Nennt man die
Flicheninhalte dieser Schatten, wie sie anfgezihlt warden, 22, 2Q,
aE, so ist

2S’ <2Z4+0Q+6E,

da dio drei Schatten von 5’ wie zu cinander senkrechte Projectionen

von 28’ oder wie Vergréwerungen solcher angeschen werden kénnen.
Bedeutet 22, den Flicheninhalt des Schattens, den 22 suf dio

ussersto Rahrenwand 2, wirft, und h das Vergrsserungsverhiltnis,

so wird 22 = 22+; es wird demnach such
"25 0%, (20, (2BSESBSS SE

wenn rechts der jedesmalige Werth von R durch die Lage des schatten-
werfenden Elementes @5’ bestimmt wird, und die Intogrationen sich
ther alle beschattoten Theile von 2, Q und E erstrecken, und zwar

liber jedes Element so oft, als os Elemente 25’ giebt, deren Schatten
es sufoimmt.

Nennt man 7l,, 24 die Elemente der beiden Krimmungslinien
1, h, dio vom Pankte p der Fliche Z susgehen, und @ den Winkel
zwischen dem nach p fihrenden Halbmesser R und dem Kriimmungs-
halbmessor P im Fusspunkte von R auf 1, so ist cl, — R20,

at, = (1— 75") ct, wenn cl und @t von denselben Querschnitten be-
grenzt werden. Die Elemente von 2, Q und E werden hiernach folgende:

aE— ach = R(1— 25") at20,
2Q—cyeR— ReReO,

2B = eRch fr O = x, aleo =(1+F)aeR
Folglich ist

235 pin (y29) crcg c2et~eR (1 $2)cco <20-Ha100,
22 _ R29 R20,# é. 'y
@E Ry deR _ 2010R(a)a

Bildet man jetzt flr jedes Element 25’ die verstirkte Ungleichheit

88'S ogt-teie9 4 RI 2910RSE <2d-Hel00+ R-*0R00+ 2210R,
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und beachtet bei der Addition, dass suf jedos beschattete Element 22,
2Q, @E nicht mehr als n Schatten fallen kOnnen, so wird umsomebr

#8 afoa- 4 212),Si <n[ee farce fr area +2 f 2 i}
wo die Integrationen ther jedes beschattote Element 225, 2Q, 2E nur
‘einmal zu erstrecken sind. Diese Ungleichheit wird mindestens nicht
geschwicht, wenn statt dossen dio Integrationen ther alle Elemente
ausgedehnt werden, also ist

a<nfdal-ot + ety 2 1e-4].
Solange daher +, + und die positive Zahl 1— i von Null verschieden
sind, kann man die positive Grésse 7 durch Verkleinerang von ¢ unter
Jede Grenze hinabdrticken, w. 2. b. w.

Zarich, 15. Juni 1865.



XI.

Ueber den Einfluss von Realitats- und Stetigkeits-Bedingungen
auf die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen.

Gournal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. 66, 1866, 8. 114)

Die Aufgaben, deren Lésung von der Integration gewdhnlicher
Differentialgleichungen abbingt, flhren in der Regel Nebenbedingungen
mit sich, welche aus der mit dem Problem gegebenen realen Bedeutung
der cinzelnen Variabeln entspringen, und demgemiss etets in einer Be-
schrinkung der Verinderlichkeit dieser Gréssen bestchen.

Man hat diosom Umstande bisher keine besondere Beachtung ge-
schenkt, indem bei den mir bekannt gewordenen Untersuchungen tber
Probleme dieser Art die Schllase sich ausschliesslich auf die den all-

gemeinen Lésungen gewdbnlicher Differentialgleichungen cigenthim-
lichen Formverlfilinisse stitzen, ohne. dass die Frage erwihnt wird,
ob diese Formen auch dio hier unorlissliche Eigenschaft besitzen, jene
nur uf Grossenverhiltnisse gerichteton Nebenbedingungen ununter-
brochen zm befriedigen.

Dies ist nun keineswegs unter allen Umstinden der Fall; vielmehr
Kann es vorkommen, dase diese Nebenbedingungen zu wesentlichen
Abweichungen von den Gesetzen 2wingen, nach denen die in der all-
gemeinen Lisung dargestellten Functionen durch die Differential-
gleichungen von bekannten zu unbekannten Werthen fortgesetzt werden,
und dann treten Erecheinungen ein, die bisher unbemerkt bleiben

mussten, weil sie durch eine von diesen Gesetzen nirgendwo ab-
weichende Rechnung nicht aufgedeckt werden kénnen.

1

Wir beschrinken uns der Deutlichkeit wegen auf den Fall, wo die
Anuflésung gewdhnlicher Differentialgleichungen dazu dienen soll, um
die Bewegungen materieller Punkte zu bestimmen. Diese Aufgabe
achliesst ihrer Natur nach drei Bedingungen ein, dase nimlich 1) bei
allen jene Bewegung unmittelbar bestimmenden Gréssen imaginire
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Aenderangen, 2) bei der Zeit und den Coordinaten unstetige Aende-
angen, und 3) bei der Zeit alle Beschrinkungen in der Za- oder Ab-
rnahme suageschlossen bleiben.

Dies Bedingungen wirden nicht besonders zu erwihnen sein,

wenn sie mit den Differentialgleichangen der Bewegung niemals in
Widersprach kommen kénnten, In Wirklichkeit sind aber diese lotz-
teren nichte anderes, als Gleichungen zwischen unbekannten Gréssen,
yon denen einzelne die Derivirten anderer sind. Sic enthalten also

thatsichlich zwei von einander zu unterscheidende Bedingungen, von
denen die eine darin besteht, dase die Werthe jener Grissen durch die
Werthe der thrigen gegeben sind, dio andere darin, dase sie tberdies die
Derivirten anderer sein sollen. So eathilt z.B. die Differentialgleichung

AGF sine + 2 cosa)'+ 35 ($2 cos a — a sing)'— 1
leichzeitig alle Bedingungen, welche durch die beiden Gleichungen

A sina +2 cosa)'+ 55(y cona—asing)tm1, y= $=
susgodrickt sind.

Da hiemnach zwei von cinander durchaus unabhingige Bestim-
mungen vorliegen, von denen jode das Zeichen von y an die Zu- oder
Abnahme von x bindet, nimlich cinerseita die urspringliche Gleichung
zwischen den Grossen z und y selbst nebst den Stotigkeits-Bedingungen,

andererseits dic Gleichung y— 47 nebet den Realitits- und Stetigkeits-
Bedingungen, so ist unmittelbar Klar, dass Widerspriche xwischen
simmtlichen Bedingungen nicht immer unméglich sind, und unter wel-
chen Voraussetzungen sie eintreten milssen.

Ein Widerspruch swischen diesen stimmilichen Bedingungen tritt
sits und auch mur dann ein, sconn eine Difforentaigleichung oder ein
System solcher in irgend einem Augenblicke anfingt, das Zeichen der

Derivirten einer Function in ciner den Realitits. wind Stetigkets-Be-

dingungen widerspreckenden Weise mu beslimmen. Von demaclben

Augenblicke an ist eine reelle und zugleich stetige Fortsetzung dieser
Function nur méglich, wenn entweder eine zweite, sich dort stetig an-
schliessende, im Allgemeinen singulire Lésung existit, oder die Dif-
ferentialgleichungen in einer enteprechenden Weise abgeindert werden.
Es sind hier zwei Fille 2a unterscheiden:

I. Wenn eine Function 2 und die unabhingige Variable ¢ in Folge
der Stetigkeitabedingungen ihre Aenderuagen im friheren Sinne fort

setzen milssen, aber zugleich $7 — 2’ durch die Differentialgleichungen
za einem Zeichenwechsel geawungen wird.
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II, Wenn 2’ ohne Unstetigkeit sein Zeichen nicht wechseln kann,
aber. bei stetigem 2’ durch dio Reslititsbedingungen verhindert ist,
seine Aenderungen im fritheren Sinne fortzusetzen.

Dieser xweite Fall tritt 2. B. ein, wenn dio Differentialgleichungen
far z, als Function von 2’ betrachtet, cin Maximum bei positivem,
oder ein Minimum bei negativem 2’ lieforn, ohne dass den Bedingungen
der Aufgabe durch eine besondere Lésung gentigt werden kann, welche
eine dem Zeichen von 2’ entaprechende Fortsetzung von x gestattet,
2. B, in der Difforentislgleichung (2'—a)*+ 2*— a? fir 2'=a, 2—a.
Hat z von Null aus gehend diesen Werth erreicht, so kann es wogen
des Zeichens von 2’ nicht zu friheren Werthen zurlckkehren, wegen des
Werthes von 2’ nicht bei dem Werthe a beharren, und wegen der
Differentialgleichung und der Realititsbedingungen denselben nicht
Uberschreiten.

Bedeutetbei einem mechanischenProblem, welches diesen Fall su-lasst, x érgend eine Coordinate, t die Zeit, also $7 die Geschuindigheit,mit welcher x wiichst, so reicht die Angabe der beschleunigenden Kréftenebst den Anfangs-, Realitits- und Sletigkeits-Bedingungen sur villigen

Bestimmung der Bewegung nicht fiir alle Folgesciten hin, sondern nur
bis su dem Augentlicke, wo jener Fall sum ersten Male cintritt. Von

diesem Augenblicke an ist die stetige und sugleich reelle Fortsetsung von
bei stetigem 4 unmiglich, also, da die erstere wegen des unbeschriinkten
Wachsensvon t nothwendig ist, wird$= su einer Unstetigheit geswungen,
die jedoch vollkommen willkirlich ist, weil die bis 2u jenem Augenblicke

twirkenden Bedingungen keine Angabe iiber die Griisse derselben enthalten.
Auch der erste Fall ist unter zwei verschiedenen Vornussetzungen

méglich. Sind niimlich zp, f, die Werthe von z und ¢, fir welche
derselbe eintritt, so gentigt man entweder von da ab den Bedingungen
der Aufgabe durch eine, von der bis dahin giltigen verschiedone, aber
bei z= 2, t=, sich stetig anschliossende Lésung, oder es hort, falls
eine solche Lésung nicht existirt, wenigstens eine der Gréssen 2, ¢ auf,
reell zu sein. In der That kann unter dieser Voraussetzung 2, wenn
t den Werth f tberschreitet, weder — z, bleiben, weil dies eine von
der frttheren, ein verinderliches 2 vornussetzenden, verschiedene Lésung
wire, noch kann es, ohne imaginir 2u werden, z tiberschreiten, weil
hierbei z’ sein Zeichen indern wiirde, wihrend der dritte Fall, dass es
au fritheren Werthen aurlickkehre, durch die Voraussetzungen des vor-
liegenden Falles ausgeschlossen ist.
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Ein Beispiel diosor Art ist die Gleichung 2*(32)\—1— 2% Setat
man $7 —y, und betrechtet 2 und y
als rechtwinklige Coordinaten eines
Punktes, so entapricht dieser Gleichung

eine Carve von der nebenverzeichneten “] | \%
Gestalt, welche die y-Axe zweimal zur

Asymptote hat. 4 «
Lasst man nun x zwischen den *

Grenzen —1 und 1 oscilliren, und ver~ x
langt, dase hierbei alle einzelnen Theile
im Ausdrucke flr y sich mit 2 nach

der Stotigkeit ander, wie es spiter za “ %
beweisenden Sitzen zufolge bei der un-

bestimmten Integration vorstehender a\ | [>
Differentialgleichung wirklich geschieht,
#0 wird diese Curve durch den Punkt

2,y von a, aus in der Richtung
Gy M4, Oy, 4, %, My, 4, Oy, &,,-.. durchlaufen, indem y, #0 oft 2 durch

Noll geht, von einem der Werthagebiete + oo und — oo ins andere
springt, um sich von da ab eine Zeit lang nach der Stetigkeit zu indern.

Dies widerepricht jedoch auf der Seite der negativen x der Be-

dingung, dass bei reellen Werthen aller Varisbeln stets y — $7 sei, in-
dom auf dem Zweige o,, a, bei abnehmendom z, $7 positiv, auf dem
Zweige a, ay, bei wachsendem 2, 3 nogativ sein wOrde. Wenn men
daher aus obiger Differentialgleichung 2 durch unbestimmte Integration
ermittelt, und die willktrliche Constante der Bedingung gemiss wihlt,
dase der Punkt 2,y mur Zeit f=0 von a, ausgehe, 00 kann diosoLésung

reelle Werthe fllr bei reellem ¢ nur bis zu dem Augenblickeliefern, wo x sum ersten Male = 0 wird.
2

Die vorangehenden Gréssenbestimmungen stiltzen sich ausdrilcklich
auf die Bedingung reeller Werthe aller Variabeln, und kénnen ohne
dieselben nicht bestehen; sie begriinden daher keine Schitisse auf ent-
aprechende Higenschaften der durch die Differentislgleichungen be-
dingten analytischen Formen. Um auch fir die letzteren die Folge-
angen festzastellon, welche sich an die obigen Ausnahmefille kntipfen,
most die Untersuchung bei unbeschrinkten Variabeln durchgefihrt

za
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werden. Der hierbei einzuschlagende Weg bestimmt sich durch den
nachher zu beweisenden Satz, dass der Uebergang von einem System

als durch unbestimmte Integration vollstindiger Differentiale bewirkt an-
gesehen werden kann.

Wihrend dieser unbestimmten Integrationen, welche man sich in
der bekannten Weise als successive, die partiellen Differentiale der
Reihe nach beriicksichtigende zu denken hat, durchlaufen nun die un-
abhingigen Varisbeln und die der Integration unterworfenen Functionen
Werthenreihen, welche zwar unbestimmt gelassen sind, aber nichts

desto weniger einer wesentlichen Einschrinkung unterliegen.
In der That ist jedes Resultat der unbestimmten Integration, so-

weit dieser Begriff aberhaupt reicht, ein Ausdruck «, der als solcher
ei fester, tbrigens willkirlicher unterer Begrenzung stetige Aenderungen
nur mit der oberen Begrenzung zugleich erleidet, und den Ausdruck
unter dem Integralzeichen zum Differential hat. Wenn daher der Aus-
druck u Gberhaupt vom Integrationswege, nicht bloss von seiner Be-
grenzung abhingt, so muss diese Abbingigkeit eine solcho sein, dass
eine stetige Aenderung des Integrationsweges bei fester Begrenmung
entweder eine sprangweise Aenderung von u zur Folge hat, oder, wo

% nicht unstetig ist, es ganz und gar ungedndert lisst.
In Folge dessen ist durch die unbestimmte Integration jeder Inte-

grationsweg ausgeschlossen, an dem entlang die Werthe der unter dem
Integralzeichen stehenden Ansdrlcke nicht allenthalben in der speciellen
‘Weise auf einander folgen, wie sie sich bei der stetigen Fortecteung
der entaprechenden Functionen Ober complexe Werthsgebiete an ein-
ander flgen. Denn wenn derselbe eine angebbare Stelle onthielte, an
welcher der durch die stetige Fortsotzung bestimmte anslytische Ver-
auf einer von diesen Functionen unterbrochen ist, so wiirde man durch

stetige Ortsinderung dieser Stelle dem Resultate der Integration stetige
und von Null verschiedene Aenderungen ertheilen kénnen.

Wenn daher in Folge anderweitiger Bedingungen in dem Augen-
blicke, wo der Integrationsweg eine bestimmte Stelle Uberschreitet, bei
einer von den der Integration unterworfenen Functionen der analytische
Verlauf unterbrochen werden muss, so muss von diesem Augenblicke
an das Resultat dieser Integration von dem der unbestimmten abweichen,
da beide sich in verschiedener Weise inden.

Wenn ein System A von » gowdhnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung zwischen eben so viel gesuchten Functionen die Eigen-
schaft hat, dass sich aus ihm nicht simmtliche Derivirten eliminiren
Inseon, 60 besteht seine allgemeine Lésung aus n Gleichungen B zwischen
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den gesuchten Functionen und » willktrlichen Constanten, welche be-
kanntlich in Bezug auf die Functionen von einander unabhiingig sind,
‘und Uberdies, was fiir unseren Zweck ebenso wesontlich ist, dieselbe
Higenschaft in Bezug auf die willkirlichen Constanten besitzen, Denn
liessen sich diese aus B climiniren, so wire das Eliminationsresultat

entweder identisch, und dann bestinde das System B ous weniger als

n Gleichungen, oder dasselbe stellte sich dar als eine von den Glei-
chungen A goforderte Relation, in der weder willktrliche Constanten
noch Derivirten vorkommen kénnen, und dann liesson sich aus A alle
Derivirten climiniren, was der Voraussetzung zuwider ist.

Folglich ist durch die Gleichungen B jede von den n willkitrlichen
Constanten in villig bestimmter Weise abhingig gemacht von der un-
abhingigen Verinderlichen und den urspritnglich geeuchten Functionen.
Es giebt daher auch w von einander unabhingige vollstindige Differen-
tiale, welche in Folge der Gleichungen A gleich Null sein mOssen, und
von denen sus man durch unbestimmte Integration zu einem mit B
gleichbedeutenden System von Gleichungen gelangt. Folglich muss die
allgemeine Lésung von A wenigstens mittelbar als das Resultat un-
bestimmter Integrationen angosehen werden. Dasselbe gilt von der
allgemeinen Lisung jedes beliebigen Systems gewShnlicher Differential-
gleichungen, da dasselbe, auf seine wirklich Ordnung reducirt (vergl.
die Abbandlung von Jacobi im 64, Bande dieses Journals, Seite 297),
als ein System A dargestellt werden kann.

Hieraus zichen wir nun den Schluss, dass die allgemeine Lisung

gewihnlicher Differentialgleichungen bei mechanischen Problemen, weil sie

dem Resultate unbestimmter Integrationen entspricht, nach Beriicksichtigung

der Anfangsbedingungennur bis su dem Augenblicke giltig ist, wo sumersten Male einer Derivirten durch die Differentialgleichungen ein den

Realitits- und Stetigheits-Bedingungen widersprechendes Vorscichen an-

‘Umgekebrt kann von den obigen Ausnshmofillen weder der eine,
noch der andere eintreten, 60 lange die allgemeine Lésung bei reellen
und stetigen Aenderungen der Variabeln jeder Function reelle, und wo
das gefordert ist, augleich stetige Aenderngen anweist, weil unter
dieser Voraussetzung ein Widerspruch zwischen der Zu- oder Abnahme
einer Function und dem Zeichen ihrer Derivirten wnméglich ist.

3.

Zam Schlusse will ich an einigen einfachen Beispiclen nachweisen,
wie in den obigen Ausnahmefallen die Realitits- und Stetigkeits-Be-
dingungen zur Bestimmung der ferneren Bewegung verhelfen, und zu



238 XL. Zur Theorie der gew8hnlichen Differentialgleichungen.

diesem Zwecke ein yon mir vor lingerer Zeit gefundenes Verfahren
benutzen, welches, wenn auch auf eine specielle Gattung von Differen-

tialgleichungen beschrinkt, doch vorzugewoise goeignet ist, um die hier
erérterten Verhiltnisse zur Anschauung m bringen. Dasselbe gewahrt
‘uberdies bei einer grossen Zabl von Aufgaben der Mechanik ohne dio
geringste Muhe eine so vollstindige Einsicht in den Verlauf der zu
‘untersuchenden Erscheinung, wie sie durch die Rechnung nur eelton,
und stete nur auf Umwegen erreicht werden kann. Daseelbe beateht
in Folgendem.

Ist eine Differentialgleichung erster Ordnung

) t(« G7) -0
zm untersuchen, in welcher die unabhiingige Variable ¢ nicht vorkommt,
so betrachte man in einem System rechtwinkliger Coordinsten z als
die Abscisse zweier Punkte m und m zur Zeit f, von denen der erstere

auf der Abscissenaxe beharrt, wihrend die Ordinate y des andern — $7
ist. Wahrend alsdann m sich der Gleichung (1.) gemiss an der
Abscissenaxe entlang fortbewogt, beschreibt der mit m steta auf der-
selben Ordinate befindliche Htlfspunkt 4 eine Curve, deren Gleichung

(2) f@) =O

ist, und welche die Geschwindigkeitscurve heissen soll.

Dios festgestallt, iat $7 —y, 4¥— 4%. y; folglich wird dio Ge-
schwindigkeitscomponente von parallel zur z-Axe durch die Ordinate,
parallel zur y-Axe durch die Subnormale der Geschwindigkeitscurve

dargestellt. Die tangentiale Geschwindigkeit von y ist hiernach gleich
dem von u bis sur 2-Axe reichenden Stiicke N der Normale. Legt
man die Richtangen der wachsenden z und y wie tblich nach rechts

tnd oben, so bowegt sich w wegen der Gleichung 37 —y nach rechte
oder links, je nachdem es sich Gber oder unter m befindet.

Ist ¢ der Krimmungshalbmesser der Geschwindigkeitscurve, de der

Winkel, um den er sich wihrend der Zeit dt dreht, ds das dv gegen-
Aberliegende Bogenclement, so ist ede —ds. Bezeichnet man daher

die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher dio Normale sich drebt, durch

@, 80 folgt po — 44, also x
o-%.

Betrachtet man m als cine Masseneinheit, so wird die an m wir-

onde beschlounigende Kraft 47—$¥ durch die von m selber aus-
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gehende Subnormale dargestellt, und zwar, wie man sich leicht Uberzeugt,
stets auf derjenigen Seite von m, nach welcher sie diesen Punkt xieht.

Auf diese Weise ist die 2 untersuchende Bewegung von m auf
die Bewegung des Holfspunktes 4 suriickgefilhrt, und die letstere
augenfillig, solange u sich aussorhalb der 2-Axe befindet, weil in diesem
Falle die Geschwindigkeit von 4 und ihre Richtung sich aus der Ge-
stalt der Geschwindigkeitecurve und der Lage von w unmittelbar zu
erkennen geben.

Wenn dagegen in die 2-Axo einrtckt, also y= $7 —0 wird, #0
kommt m, welches jetzt mit » zusammenfallt, dort filr einen Augen-
Dlick zur Ruhe, Ob es in derselben verharren, oder seine Bewegung

weiter fortsetzen muss, hingt davon ab, ob mit $7 auch die andere
Geachwindigkeitscomponente $¥=y$¥ von w erlischt. Ist dios der
Fall, ist 2. B. der Winkel, unter welchem » die 2-Axe trifft, kein

rechter, so geht 4 und mit ihm m in den Ruhezustand aber. Damit
dio Bewegung von » nach seinem Kintritte in die 2-Axe nicht erldsche,
ist erforderlich, wenn such nicht in allen Fallen hinreichend, dase dort

y§% von Null verechieden bleibt. Was unter dieser Voraussetzung
stattfindet, hiingt hauptsichlich davon ab, ob der Punkt, den die Ge-
echwindigkeitscurve mit der z-Axe gemein hat, ein Rickkebrpunkt, ein
Wendepunkt oder ein Punkt gewohnlicher Biegung ist. Die verschie-
denen hier méglichen Falle lassen sich indessen stats so leicht erledigon,
dass eine allgemeine Erérterang Uber dieselben Uberfitasig ist.

L Sei die Bowegung von m bestimmt durch die Gleichung4-5——2,
mit dor Bedingung, dass fir t=1,z—1 und $7—0 sei, nebst allen
aus dem Begriff der Bewegung folgenden Realitite- und Stetigkeite-
Bedingungen. Wir fgen noch hinzu, dass die Geschwindigkeit von m,
ohne durch Null zu gehen, ihre Richtung nicht umkehren soll, was

die Stotigkeitsbedingung flr unendliche Wertho von 7 vertritt.
Durch einmalige Integration findet sich die oben als Beispiel be-

nutzte Gleichung 2*(j2)'—=1—2%; also ist die Gleichung der Ge-
schwindigkeitscurve z4y! = 1— 23 Dieselbe giebt flr y—0, z= +1,

yQ¥ = 1. Wonn daher der Punkt u die z-Axe trifft, so geht er
durch dieselbe hindurch mit der Geschwindigkeit 1. Da ferner sich
unter der z-Axe nach links, ber derselben nach rechts bewegt, #0 ge-
langt er, auf welchem Zweig er sich such befinden mag, mit wach-
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sender Geschwindigkeit und wachsender Ordinate auf die unendlich ent-
fernten Theile dieses Zweiges. In demselben Augenblicke geht der mit
u fortwihrend auf derselben Ordinate befindliche Punkt m mit unend-

lich grosser Geschwindigkeit durch den Anfangepunkt, wodurch w suf
die bonachbarten Theile des anderen Zwoiges Ubergefuhrt wird. Da
hiernach 4 die Geschwindigkeitacurve unsufhdrlich in derselben Rich-

tung, und dieselbe Stelle jedesmal mit derselben Goschwindigkeit durch-
linft, 0 ist seine Bewegung eine rein periodische. Folglich fuhrt. m
periodische Oscillationen zwischen den Abscissen z= 1 und z——1
aus. + Da dberdies die Geschwindigkeitscurve in Berug auf die Coordi-
natenaxen symmetrisch ist, so sind auch die Viertelsschwingungen von
m symmetrich. Die Dauer einer ganzen Schwingung ist demnach
viermal s0 gross, wie die Zeit, deren » bedarf, um einen Quadranten

am durchleufen. Wegen dt=* ist die letatere —f2 dei positivem
y, also —1. Die Dauer einer vollstindigen Schwingung betrigt also
4 Zeiteinheiten.

Durch Integration findet man mit Ricksicht auf die Anfange-

bedingungen 2 —=V#2—F, was nur von t=0 bis t—2 reall ist.
‘An den Grenzon dieses Zeitraums wird 2—0, und hier tritt der Fall

ein, dass, wenn 2 seine reellen Aenderungen durch Null hindurch fort-

sotzt, der Ausdruck 2/1—2* fur $7 bei stetiger Aenderang seiner
inzelnen Theile das Zeichen wechselt, was dio reelle und zugleich
statige Fortsetmang von 2 und ¢ durch die Differentialgleichung selbst
unméglich macht.

IL Sei « eine reelle Zahl zwischen 0 und , und die Bewegung

yon m bestimmt durch die Differentislgleichung 4 +S" + 2 = 0;
die ttbrigen Bedingungen sollen dieselben sein, wie im vorigen Beispiele.

Durch einmalige Integration erhaltmana*($2)—(1 —2')(cotga*+2%).Daraus ergisbt sich weiter durch unbestimmte Integration

fert= const. — arctg V gape
und hiersus durch passende Bestimmung der Constanten nach einer
Kleinen Reduction 2* — cos* (1 — f) — cotga? sin*(1—). Folglich hat

2 die Periode 2x. Da indessen, wie man sofort sicht, 2 aus vorstehonder
Gleichang zu Anfange nur wihrond des Zeitraums 1—@<t<1+«
reelle Werthe erlangt, so lassen sich aus der Periodicitit des Aus-
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druckes fiir z keine weiteren Schltisse zichon. An den Grenzen dieses

Zeitraumes tritt derselboe Ausnahmefall wie im vorigen Beispiclo ein.
DioGeschwindigkeitscurve,deren Gleichung.2*y*— (1—z")(cotga*+2")int, hat eine hnliche Gestalt, wie im vorigen Falle; wo sie die 2-Axe

schneidet, wird die Geschwindigkeit von u, abgesehen vom Zeichen,

= gijar alto von Null verschieden. Folglich finden in Bezug auf die
Bewogung von # und m auch dio vorigen Schltsse statt. Die Zeit,
deren yw bodarf, um einen Quadranten mu durcblaufen, ergiebt sich aus

dem obigen Ausdracke fir f gleich arctg (tga) — «, da « zwischen 0
und % liegt. Folglich fahrt m periodische Oscillstionen zwischen den
Abscissen

z = 1 und z——1 aus, aber dio Dauer einer ganzen Schwin-gung ist nicht —2x, wie die allgemeine Lisung andeutet, sondern 4a.

IIL. Sei die Bewegung des Punktes m durch die Differential-

gleichang ;
ira dz

we

und dio hinzugehdrigen Bedingungen bestimmt.

Dioso Gleichung hat die singulire Ldsung $7—1; durch Integration
findet man dagegen 3 (292+ 3) (1—$%)#— 14 —52%, boi passonder
‘Wahl der Integrationsconstanten. Die letstere hat zur Folge, dass die
Goschwindigkeitscarve, deren Gleichung 3(2y + 3)(1—y)#— 14 — 52"
ist, nothwendig durch die Anfangslage von w geht, d. h. w seine Be-
wegung auf der Geschwindigksitecurve beginnt. Ea wird sich zeigen,
dass nicht unter allen Umstinden auf ihr verbleibt.

Was nun die Gestalt dieser Curve betrifft, so ist dieselbe runichst
aymmetrisch in Bezug auf

die y-Axe. Auf der Seite
der positiven 2 gehdren i

zu jedem z zwischen 1 und fA .
Vid drei reelle y, von “~~ ad
denen eines negativ ist, Mf
sonst nur ein einziges.

Da yj¥—2Vi-y fr
z=1, y=0 nicht vor-
schwindet, so findet dort
ein senkrechter Durch-

schnitt mit der z-Axe

statt, welcher dio Fortbewogung von nicht hinder Fur y—1,
2B Christoffel, Gmnele Athandizge. I 16
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2—V% wird 4%—0, also hat die Curve dort eine Spitze ¢, in wel-
cher ihre beiden dort von links her zusammentreffenden Zweige von
der in der Figur punktirten Geraden y—1, welche der singuliren
Lisang entepricht, berihrt werden. Endlich erlangt y fr z— 0 ein
Maximum.

Es sind hiernach in Betreff der anfinglichen Lage von u drei
Vornussetzungen méglich.

) Befand y sich za Anfango in « auf dem Zweige a, 20 bewogt
sich sunichat nach rechts, gebt dann durch dio 2-Axe, und setst
‘yon dort aus seine Bewegung Uber 6 hinweg ohne Ende fort.

b) Befand p sich mu Anfange auf dem Zweige abc, so bewogt
es sich nach rechts bis ¢ Von dort kann es, weil die Ordinate in
ihr Zeichen nicht wechselt, nicht nach links zurtickkebren, wibrend
die Geschwindigkeitscurve sich von ¢ aus auch nicht weiter nach recht
fortaetzt. Folglich wirde dic stetige Fortbewegung von m Uber die

Abscisse 2 = V3 von ¢ hinaus ohne eine Unstetigkeit von $7—y
nicht méglich sein, wenn nicht die in c berdhrende Gerade cs einen
den urspriinglichen Bedingungen ebenfalls genligenden Ort flr w bil-
dete. Inc angelangt, geht daher w auf cs Uber, und bebilt von da
ab die Geschwindigkeit 1. :

@) Befand endlich sich zu Anfange in a’, s0 durchliuft es den
Bogen «’’c und geht dann auf cs tber.

Der Gang von m, oder der Vorlauf von 2 als Function von t,
lisat sich hiernach leicht beurtheilen.

IV. Sei eine positive Constante, und die Bewegung von m be-

stimmt durch die Differentialgleichung ($7— 2) $7 +292 = 0, die

Anfanfangsbedingung, dass flr ¢—0, 2— 2, $7 —y werde, und die
hierzn gehdrigen Realitite- und Stetigkeits-Bedingungen.

.

4ae a ‘fi i

a i
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Setzt man (y,—AP +2c, so folgt ($7—2)'+2% =e, und
fir die Gleichung der Geschwindigkeitscurve (y —h)'+ 2¢ =o. Die-selbe ist also ein Kreis «pyc’f'y’ vom Halbmesser c, dessen Mittel-

punkt in der Hohe h ther dem Coordinstenursprunge liegt. Wir
wollen nun annehmen, y und 2% seien'so gewihlt, dass c>h wird,
die Durchschnittspunkte mit der 2-Axe scien «’ und 7’, und die beiden
Punkte, in denen der Kreis von seinen Ordinaten berthrt wird, « und y.
Dann sind in Bezug auf die anfingliche Lage von p vier Voraus-
setzungen mdglich.

) Befand yw sich anfange zwischen ¢ und y’, 00 bewegt es sich
mit abnehmender Geschwindigkeit nach dem Durchschnitte 7’ mit der
z-Axe, wo es zur Ruhe kommt.

1) Befand y sich an Anfange auf dem Bogen «’’y', s0 bewegt
es sich nach links, und kommt wieder in y' zur Rube.

) Bofand w sich za Anfange auf einem der Bogen apy oder ay,so bewegtes sich in beiden Fillen nach rechta, bis es den Punkt7erreicht, wobei m die Geschwindigkeit h erlang. Von dort kann

nicht nach links zurtckkebren, weil die Ordinate y= $* ihr Zeichen
nicht wechselt, und nicht weiter nach rechts gehen, da die Ge-

schwindigkeitscurve sich in dieser Richtung nicht fortsetzt, und ausser
der Gleichung des obigen Kreises keine andere Lisung existirt, welche
den vorliegenden Bedingungen Gentige leistet.

Folglich ist zur stetigen ond zugleich reollen Fortsetzung von =
und¢ in dem Augenblicke, wo u in y anlangt, eine platzliche, dbrigens .
willktrliche Aenderung von $7 — y erforderlich.

Sei also y, der Werth, auf den 3 von h aus in dem Augen-
Dlicke springt, wo x—c wird; dann folgt aus der urspringlichen Dif-

forentialgleichung, wenn (y, —h)'+= cf gosetzt wird, (y—h)'+2 — ct;also wird der neue Zweig der Geschwindigkeitscurve ein mit dem
vorigen concentrischer Kreis, dessen Halbmesser ¢, > c ist.

Je nach dem Werthe von y, springt nun der, an keine stetige
Ortsinderung gebundene Htlfepunkt #, nachdem er in 7 angelangt ist,
nach f, oder 8. Liogt ausser A, auch noch f; ber der z-Axe (Figur
links), so wiederholt sich der vorige Fall, indem nun u sowohl von A,
wie von f; aus nach dem in gleicher Hohe mit y liegenden Punkte 7,

rilckt, also cine neue Unstetigkeit von 4% erforderlich wird, die zu
einem neuen Kreise mit vergréssertem Halbmeseer fuhrt. Liegt 8; unter

16°
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der z-Axe, und springt # von y nach £;, so rilckt es von dort nach
¥%{ Cigur rechts), wo os zur Rube kommt.

Die Bewegung von m oder der Verlauf von z als Function von ¢
bedarf hiernach keiner weiteren Erérterung.

Weitere gooignete Beispiele zor Anwondung des vorliegenden Ver-
fahrons, welche allerdings nicht auf die hier behandelten Ausnahme-
fille fahren, liefert die Lehre vom konischen Pendel, von der Drehung
eines Kérpers um seinen Schwerpunkt und von der Bewegung eines
schweren Punktes auf einer belicbig gogebenen Curve. Alle dicse
Anwendungen sind jedoch so einfach, dass es nicht néthig ist, hier
darauf niher cinzugehen.

Zarich, 5. Januar 1866.



XID

Sul problema delle temperature stazionarie

e la rappresentazione di una data superficie.*)

(Annali di Matematica para ed applicata, Serie Il, Bd. 1, 1868, 8, 69—108,)
Il presente lavoro si occupa del problema delle temperature sta-

ionarie sopra superficie piane, col'ntento di esporre i punti di vista
generali che devono mettersi a fondamento nella trattazione di questa
quistione.

Ho giudieato conveniente di ritenere per la presente ricerea le
condizioni essenziali del problema nella stesea semplicita che & propria
della quistione fisiea. Se si pone il problema nella sua forma pit
generale, allora il suo interease invade un nuovo campo, onde per

questo caso 2 giustificata una speciale ricerca che riservo ad un'altra
cccasione,

L’unico cangiamento che mi sono permesso per questa volta, con-
cere Tequazione differenziale del problema, che ho completata col

mezzo di un termine indipendente, in guisa che Vespressione 4 +oe
non vien posta eguale zero, ma ad una funzione arbitraria @ di 2, y.

Fatta astrazione da ragioni pid riposte, questa aggiunta ha l’evidente
vantaggio che vengono dora in avanti esclusi diversi eussidi non adatti
f ricerche generali, per es. trasformazioni e soluzioni particolari.

I principale interesse che si annoda a questo problema, dipende
dalla sua conosciuta relazione colle proprieta generali di una funzione
4i una variabile complessa 2+ iy. Le ricerche fatte finora, per quanto

qui potranno occorrere, non iirano perd tanto ad approfondire e spie-

gare completamente questo legame, quanto piuttorto a rendere utile
questo legame per gli scopi dell’integrazione.

Se aj introducono nelfequasione +2" —0, in Iuogo delle
*) Tradusione del Dott. Carlo Formenti, in Pavia
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coordinate ortogonali x, y, le parti reali 8, @ di una funzione di z+ iy

come varisbili indipendenti, in virtd di quella relazione non vien can-
gista la forma dell’equazione differenziale. Da cid si ha subito il
principio adoperato dal sig. Lamé nelle sue pregevoli Logons sur les
coordonnées curvilignes, che In soluzione del problema per Ia superficie
circolare 2* + y*<c! basta per derivarne, sotto certe supposizioni fatte
intorno alla funsione @ + ia ed alla grandezza dic, In soluzione per la
superficie + at <e,

La stessa trasformazione serve anche di fondamento alla bella me-

moria del sig. Neumann (Giornale di Borchardt, ¢. 59, pag. 348).
La quale, oltre ad una diligente ricerca sulle curve (dapprima trattate

da Cauchy) 640% =<, che il signor Neumann chiama lince
i Tivello, .prosenta eziandio wun importante progresso nella tratte-

zione dell’attuale problema, facendo dipendere, per mezzo di consi-
derazioni che sono analoghe alla teoria di Green sul potanziale, la
determinazione della funzione primitivamente cercata da un’altra

[nf'do, in quanto al valore — fas art.1.] che 8 indipendente dai
valori arbitrari di quella nel contorno, e soltanto dipende dalla forma

del contorno e dalla posizione di un punto arbitrario p. Lespressione

4i questa funzione in 9 ed o 2 data a pag. 354, © la determinazione

di 8 ed @ per mezzo di ed y vien ridotta ad un problema (pag. 355)
il quale, a meno di una condizione di discontinuité non messa in evi-
denza, ma tuttavia facile a completarsi, costituisce un caso particolare
della quistione primitiva. Non vi si danno perd applicazioni di questa
interessante riduzione a casi determinati.

Quanto sia anche @ me riuscito di trovare muovi punti di vista

cd utili sussidi per la presente questione, lo mostreranno le ricerche

che seguono.

L

Sia distesa sul piano zy una superficie F ad un solo strato ©
semplicemente connessa (eine einblittrige und einfach susammenhangende
Flaiche), il exi contormo sia formato da una data curva K. Cid sup-
posto, si cerca una funzione U di z, y, che unitamente alle sue deri-

vate prime sia ad un valore (cinwerthig) e continua in F, ¢ che

sodisfaccia all’equazione:

Be + TF = (2,9),
mentre lungo il contorno K sia:

U=v(2,y)-
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Per determinare U in punto o di F, sepsriamo da F un cerchio

i raggio @, il cui centro sia 0, e formiamo, mediante una funzione§che colle sue prime derivate sia nella restante superficie J” ad un
‘valore © continus, Yequazione:

au, au " *

Selo + 32]arforar.
Se si indica con ds un elemento arbitrario della linea K, con dp

il differenciale della normale a ds diretta verso V'esterno, @ finalmente

‘con @ Tangolo che il raggio ¢ uscente da o fa colla direzione delle z
cerescenti; il primo membro dell'ultima equazione diventeri:

au a au ae Oe, OE "

~fee- ot)as— f(esevet) ao fu[sh+ Hier.
Cid posto, assoggettiamo £ alle seguenti condizioni:
A. Lango Ia curva K sia dappertutto § 0.

B. Per @ tendente a zero diventi oft =-1
c diosa | 84 SEO.In F, fuori dio, sin H+ FEO.

Da B. pel teorema VIL e. della mia teorica dei potensialiad unvalore
(Giornale di Borchardt, t. 64, pag. 337%) disconde che ancheide converge verso il limite 1, quando 9 tende a zero. Per conse-

guenza, insieme con g si annulla et eloge- i, e Tultima es-
prossione annullandosi g, si trasforma in:

a-fe jh de+ 220).
Noi otteniamo adanque:

wm al fortacs forar,
‘quindi la determinazione di J ® ridotta a quella di §.

si

Lrequazione C. 8 la condizione affinch® jiay—jeae sia il diffe-
rensiale totale di una fanzione di z, y. Indicando questa funzione
con 7, si ottiene

aban _ aban
_ Bem 2y? ~ ay 752?

*) Dieser Band 8. 200.
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quindi onmt+in
® una fanzionedi s—2-+iy, ¢ & ne & In parte reale. Questa fun-rione, per le A. eB. e per le gid posto condizioni, he le seguenti
proprieté:

1. LungoIs curva K, la fantione@ ® imaginariasenza parte reale,mod, e* = 1.

2, Fuori di o, $° epperd anche a, & 1 sono monodrome (eindndrig)
e continue.

8, Se si considerano § ed come funsioni delle coordinate polari
@, 8, aventi origine in 0, quando @ cresce per una rotazione
del'asse delle x verso Vasse delle y, 2:

ai a a aeee ct ilaa
Da cid segue subito per @—0, $= 1. Se quindi il punto (z,y)

gira nella direzione positiva intorno al punto 0, per ciascun giro 7
cresce di 2x, ed @ di 2xi, perchd § @ ad un valore. Per lo stesso

motivo nel piano (¢, 6), lungo la linea @—0, 2 $£—0%); quindi

per @—0 si ha 032 =0, Tag— 0. Ne risnlta che nel punto o lafanzione © —log(s—,) ® monodroma, ed insieme anche continua,
perchd il quoziente

em loge—s) i

Toge—n) ~ loge $00 — 1 + Stage tio?si annulla con g, cid che sarebbe impossibile se Ia funzione ©—log (¢—#),
monodroma in 0, ivi fosse discontinua.

Quindi & 2 dappertutto in F ad un valore e continua, © fuori
i o, dove diventa infinitamente piccola del primo ordine, ® inoltre

diversa da zero. Se si indica con w questa funzione, si ha il seguente

risultato: /
Sia w una fanzione di # ad un valore © continua in F,

tale che il suo modulo nel contorno K di questa superficie

* Per provare questa proposizione, basta mostrare che la funsione U'=t—loge,che 8 ad un valore in F, & in o anche continus, poich® allorn essa sara costante

Tango la summensionata lines ¢—0 (ease delle 6), So nell'art,I si assume U"in Inogo di U, vari g—0 allinfuori dio, Inoltre, per In repproeeatazione di U”

in um punto qualsivoglin m diverso dao, non oecorre che il punto o sin eacluso

au F, pid por qrv0 Fla 9 So, go. Conmgunenart O° 8
rappreeentata da un integrale exteso seltanto longo XK, epperd ® une funsione =
tun valore e continua in ogni punto di F, ed in particolare nel punto o.



‘XIL Sul problema delle temperature stazionarie ¢ Is rappresentazione etc. 249

abbia il valore 1; nel punto o essa divenga infinitamente
piccola del primo ordine ed in tutti gli altri punti delle eu-

perficie F rimanga invece diversa da zero. Allora Is parte
reale di log w sodisfa a tutte le condizioni poste per §, @ si
pud porre:

§ = log mod w.

Se w’ 8 una seconds funzione di # che sodisfuccia » tutte le con-

dizioni poste per w, = sari in F ad un valore, né nulla né infinite;
ed il suo modalo sari in K eguale sd 1. Quindi ogni ramo della fun-
zione log= @ in F monodromo e continuo, ed in K puramente ima-
ginario. La sua parte reale & percid nel contorno di F eguale a zero,
nell'interno né polidroma (mekrdndrig) ne discontinus, e quindi dap-

pertutto in F eguale zero, Per conseguenza log @ costante @ pu-
ramente imaginario, = yi. Da cid si ricava w'= ew, cio w per le
antecedenti condizioni & determinate fino ad un fattore co-

stante di modulo 1, e quindi § @ determinate completamente.

mL

Se ora si scompone Ia funzione 1 nelle sue parti reali:

wmutiv,

siccome Iungo K ® mod w—1 e nel punto o di F si ha w—0, cosi
ne emerge che i piani della s e della w si devono corrispondere in
modo, che alla data area F esistente nel primo piano corrisponda

nel’altro piano il corchio u*-+ o?< 1, al punto o il centro di quest’altimo,
ed al contorno K di F il contorno del cerchio. La determinazione di

w coincide quindi colla soluzione della questione: rappresentare
Yarea data F sul piano della w, trasformandola in un cerchio
di raggio 1, in modo che nel centro di quest'ultimo riesca

rappresentato un punto o scelto ad arbitrio in F.
Dalla conclusione del precedente articolo risulta che questo pro-

blema & pienamente determinato, in quanto che due rappresentazioni
cireolari di F, Yuna delle quali si ottiene dall'altra facendola rotare di

tun angolo 7, non possono essere considerate come essenzialmente
diverse,

Questo risultato ed in pari tempi il dimostrare che il presente
Problems ammette una soluzione per cisscana forma di F, sono com-

ae
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presi come caso particolare nella proposizione generale sopra le super-
ficie semplicemente connesse, che Riemann ha sviluppata nella sua
dissertazione inaugurale, p. 30.*)

Iv.

Per le ricerche ulteriori, conviene sostituire al problema dell’arti-

colo antecedente un altro che dipenda da condizioni pid facili ad
essere sodisfatte.

Poich® mod (¢—s) non 2 altro che la distanza rettilinea dei due
punti # © %, cosi il Iuogo di tutti i punti 2, i quali sodisfanno alla
condizione mod (s—s,)= mod (¢—s,), & In retta perpendicolare nelpunto di mezzo a quella che congiunge i punti 4, © #. Quindi se si
‘assume per 4, Lespressione s5’— — iy coniugata di s—+ iy, nesegue per y positivo che la fanzione:

nella meta y>0 del piano, diventa infinitamente piccola nel solo
punto oe propriamente del primo ordine; nel resto rimane continua ©
nol contorno di questa superficie raggiunge il modulo 1. Per questa
superficie ® quindi conosciuta anche §.

So ora si ® in grado di rappresentare il piano della Z—X+é¥
sul piano della s, in modo che al mezzo piano Y>0, che in seguito
si indicherd con E, ed al suo contorno (chiuso all'infinito) ¥— +0
corrisponda nel piano della ¢ un’area F col proprio contorno dato X,
ed a ciasoun punto dell'una superficie corrisponda un punto unico
dolaltra; e se in questa supposizione Z, 2 il valore di Z nel punto 0
di F, e Z, il suo coniugato, allora ciascun punto del piano # cor-
rispondente a Z,' giace fuori di F, perchd Z;'® situato fuori di E.

Inoltre Z ® soltanto nel punto o di F oguale a Z, perchd a ciascun
punto Z, di E corrisponde un punto unico o di F. Assumendo quindi:

@ Cr ean
tw diventera nel punto o di F infinitamente piccola del primo ordine

@ nol resto di F si conserveri ad un valore, continua e diversa da

zero, ed acquisterd nel contorno K di F, il quale corrisponde al con-

torno di E, il modulo 1. Quindi per la superficie F &:

z-OO) § = log mod =n

*) Annali di Matematica, t. 2 (I, serie)
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Essendo ds, 2X gli clementi corrispondenti dei contorni di F ed
E, cosi puro dp, 4¥ i corrispondenti elementi delle loro normali,
si avr:

a

__ aaytp ~~ BY bpporch a cagione della somiglianza delle parti infinitamente picoole,
alla direzione di dp corrisponde Ia direzione delle Y decrescenti, Qui

SX, comme rapporto di clementi lincari corrispondenti, d eguale a
az _ ax ay a 7"mod $F =F, dunque S¥ds— aX. Alora Jf 2 In parte reale di

206 per ¥=0. Quindi per Velemento ds di K corrispondente al
aX, ai ottione:

ae a¥,dX© hallsas Os a
ed e000 allora stabilite tutte le ospressioni richiesto nell’art. 1, tosto
che Ia superficie E sia rapprosentata semplicemente sopra F.

v.

Poligoni od un solo strato.

Sia F un poligono ad un solo strato, composto di un sol pezzo
cogli m vertici 4, %, -.. %, che si succedono in un giro positivo in-
tomo ad F nell’ordine dei loro indici. L'angolo interno nel vertice #,
sia indicato con %,, in modo che sari:

a) ZDe—4)= 22.
Noi ci proponiamo Ia questione di rappresentare semplicemente Ia
superficie E su questo poligono.

Siano a,, a, ... a,i punti dell'asse delle X corrispondenti aivertici #4, %) --. 4, del poligono. Questi punti si seguiranno Yun
Valtro nella direzione delle X erescenti, nello stesso ordine dei loro

indici, © quindi fra due di essi il passaggio si dovra fare pel punto
infinitamente Iontano dell'asse. Noi supporremo che questi sieno i

punti a,, 4,, onde fra le quantita reali a avr Iuogo Is suocessione:

a, <a < ase <a,. :1 punto giacente sul contorno del poligono fra z, ¢ £,, che corrisponde
al punto infinitamente lontano dell’asse delle X, verra indicato con #’.

Cid posto, si tratta di stabilire una tale dipendenza fra le quan-
tita © Z che: 1) ad un giro positivo intorno all’una delle due super-
ficie F, E corrisponda un giro positive intorno all'altra; 2) che i
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punti s, Z durante il giro passino contemporaneamente per i punti s,,
4a,; 3) che # percorra una linea retta ogni qual volta Z descrive uno
dei sogmenti a, ,0,; finalmente 4) che nella rapprosentazione di E

su F, nellinterno delle due superficie esista perfetta eguaglisnza di
angoli, cio’ ne sia eaclusa qualanque diramazione (Verneigung).

‘Mentre # © Z percorrono i corrispondenti segmenti rettline’ 4,_,#,,
4a,_,4, in direzione positiva, rimane inalterata la parte imaginaria di

log 2% dipendente soltanto da questo direzioni, Nello stesso momento
perd in cui # piega intorno al vertice s,, © quindi Z nel suo giro

positivo intorno ad E oltrepassa il punto a,, de ruota dell'angolo x—A,
in diresione positiva, mentre 4Z conserva Ia gua direzione. Quindi in

uun mezzo giro negativo intorno ad a,, log 2% creace di (x—4,)i, ciod
in un intero giro positivo cresce di

<4HE*. Qui; epperd (Z—a)* 2 d in a, monodroma, nd nulla nd
infinite, Di qui segue che il prodotto

sah sh wn oy
nay F(Z) (Za) fame

Tango Vasse delle X non ha punti di diramazione (Versweigungspuncte),
na di valor zero, né di discontinuita, perch® altrimenti K avrebbe od

altri vertici o vertici d'altra natura, Indltre 2%, (© quindi per In
relazione (1) anche z) dev'essere in tutta In superficie Z monodroma,
continua ¢ diversa da zero; perch? altrimenti la sua rappresentasione
od avrebbe diramazioni © quindi non sarebbe ad un solo strato, oppure
‘si estenderebbe all'infinito.

La funzione z adunque non ® mai in E polidroma o discontinue,
¢ deve inoltre essere tale che in ciascun eogmento a,_,<, dell’asse delle

X il repporto man sia costante, perchd questi segmenti devono
essere rappresentati linearmente. Siccome per Y—0 8 dZ—dX, per
Ia realta delle quantita a, il precedente prodotto sta in rapporto co-
stante eol suo modulo; percid

1

rd

deve essere costante in ciascun segmento a,_,a,, quindi per Ia sua
continuita avri Io stesso valore costante in tutto Lasse delle X. In-

dicando questo valore con c, si ha per Y= 0:

logz = log modz + loge;
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adungue nell’asse delle X la parte imaginaria di logz & costante; odessendo y in EF monodroms, continua e diverea da zero, cid non 2 al-
_ trimenti possibile se non quando log z, ¢ quindi anche z, ha dapper-

tutto lo stesso valor costante, Designando con A questo valore, ai ha:

hay day joy

(1) ds AG—a,)" a)" ---(Z—a)" a2,

dove ora il rapporto della costante A al suo modulo deve essere scelto

in modo, che 44 ottenga nel punto s’ il valore che corrisponde
alls data direzioneda 2, 0 4,.So @ 8 Yangolo di questa direzione con quella delle z crescenti

ec uns costante positive, si otterr’:

4g om esQ dence —Z)" (4-2) *-(,-2)" 42,
supposto che In variabile venga limitata alla superficie E, © ciascun

fattore 1
@-25

venga definito colla condizione di rimanere positivo nell’ssse delle X

finch? sia X<a, Ponendo con questo limitazioni:

day oan fey@) ce —Z)" -(q—Z)" ++-(a,—Z)" =a,
si ottiene mediante Vequazione:

z

@ s— =fzaz,

In richiosta reppresentazione di E sopra F.

Indicando il lato del poligono fra i vertici z,, 4,,, con Z;**, si ha

(©) =fmodsdX, Ly= fmodedX,..., Iny—finodeaxEs s ons
: *

T=f mod 2dX + fmodedX,
2 “2

20 doppertutto in mod2 vien posto ¥—0.Siccome # in E non presenta nd diramazioni nd discontinuita,
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cost f'2dZ preso Inngo Vintero contorno di E 8 nullo, ciod avuto ri-
guardo alla (1):

Jeax=0,

ove si integri lungo la lines Y=+0. Di qui si hanno due equa-
tioni fra i lati L © gli angoli 4, che non sono altro che le condizioni
conosciute perch® il poligono K sia chiuso.

VL

Per gli antecedenti risultati @ risoluto il problema dell'art. IV per
ciascun poligono F, di rappresentare ciod semplicemente E su F in
modo che  cisscun punto del'una superficie corrisponda un punto
unico delValtra

Siccome per ogni posizione del punto Z in E 2 dato il corrispon-
dente punto # di F, cosi ai pud in particolare per Vespressione:

z-

28,
delart. IV, sempre assegnare ill punto 4, di F eorrispondente a Zy,
per il quale Pultima formula delart.I offra il valore cereato di U. Inquesto senso adunque (e Ia pid parte delle soluzioni di tali questioni

non vanno pid oltre) Ia questione di determinare U si pud considerare
come risoluta per tutti i poligoni F.

Affatto diversamente si presenta Ia questione quando non si voglia,
contentarsi di cid, ma invece si domandi che In quantita Z, che
occorre per la formazione di 1, venga determinata per ciascuna qualsi-
voglia posizione del punto o di F.

Infatti questa domanda non altro significa se non che, mediante la
inversione dell'equazione (4), Z sia presentata come fansione di #.

Un esame pit diligente mostra che sono solamente quattro i po-
ligoni F per i quali questa quistione pud essere posta senza ulteriori
modificazioni, vale a dire il rettangolo, il triangolo equilatero, e due
triangoli rettangoli, Visoscele cio? e quello i cui angoli alfipotenuse
sono di 30° © 60°.

In tutti gli altri casi o dove essere limitata 1a variabilita di se Z
nelle superficie Fed E, onde non si ottiene alcuna semplificazione,
mentre va perduta l'importanza analitica del problema; oppure, ove si

richieda Ia inversione con variabili illimitate, il problema della rappre-
sentazione deviessere posto altrimenti.

Ed invero, se in Fi rapporti angolari sono tutti razionali,
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quindi # @ una funzione algebrica di Z, si pud facilmente per questa
funzione determinare la superficie 7’ rappresentante il suo modo di
diramazione (Versweigungsart), ¢ Yordine 2p +1 della sua connessione
(Zusammenhang), ed allora per conseguire V'inversione dell’equazione
ds—2dZ, devonsi aggiungere a questa, come @ noto, ancora p—1
altre equazioni dz,— 2,dZ,, dove tutte le x, sono funzioni algebriche
diramate come 7, e tutte le s, sono integrali di prima specie non
aventi tra loro relazioni lineari, alla quale ultima condizione in virtt
dell’equazione (1) dell’art. precedente sodisfa anche s.

In termini pid semplici, cid significa doversi in questo caso rap-
presentare simultaneamente E eu p superficie, una delle quali 2 la

stessa F,e le altre dipendono da F. Il caso di p—1 mostra gia che
da questo punto di vista il problema primitivo si decompone in infiniti

gruppi di casi particolari.

Del resto, da queste considerazioni risulta che i risultati dell’arti-

colo precedente insegnano in ciascun caso # conoscere Ia classe di
fanzioni alla quale appartengono w e £, anche quando l'espressione
di U sia stata trovata per altra via,

vu.

Ormai non rimane che a render possibile, collo svolgimento di un
esempio trattato anche con altri metodi, il confronto fra questi ed il
proceso qui esposto. Noi scegliamo per brevita il pit semplice di
tatti, cio’ il caso che la superficie F sia un rettangolo. Assumendo

nell’art. I, la funzione arbitraria p=0, si pud assai facilmente deter-
minare per questa superficie la U col metodo dato da Fourier
(cfr. Lamé Legons sur les fonctions inverses des transcendantes, XIV),
ma il principale risultato della ricerca, ciod la determinazione della

specie di fanzioni dalla quale dipende la soluzione, non si potrebbe

riconoscere per questa via che a stento, sebbene la posteriore verifi-
cazione del medesimo non offra alcuna difficolta.

Siano a e bi lati del rettangolo F, posti rispettivamente sugli
assi delle x, y positive. Noi possiamo allora porre:

4-4, 4 —a+bi, 4—bi, 2-0,
ed otteniamo:

Ake h--Z, «0,
quindi:

#=0:V@—Zq—Z)(—Z)(%—Z),
dove la radice @ definita come dianzi.

4
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La superficie 7 & a due strati (eeilatirig), coi punti di dirama-
zione 4, <a, <a, <<a, situati sull'sase delle X. Assumendo, cid che

2 lecito, pei limiti si quali si estendono i due strati di 7’ gli orli
delle rette congiungenti o, con a, ed a, con a,, fra questi limiti gli
strati saranno connessi, ed E sari la meta positiva (corrispondente ad
¥>0) del primo strato.

Per questa connessione di 7’ e per le condizioni imposte allespres-

sione 2, questa ottione 1) valori contrari in due punti di 7’ situati
Yan sopra Valtro, ed inrece 2) valori coniugati in due punti coniugati
dello stesso strato.

Facendo inoltre nella solita maniera, s partire da un punto in E,
un taglio trasversale (Querschnitf) intorno ad 0,4, e V'altro intorno ad

ya,, ne viene che Z per Yequazione de —2dZ ® determinate come
una fanzione dis ad un solo valore, avente i due periodi 2a, 2bi,
i cui valori emergono anche da cid che segue.

Trasportando in a, il punto d’incontro dei due tagli trasversali, ©
ridueendo quest'ultimi a linee rette, la connessione del primo strato col
secondo tra a, ¢ a, ed in ciascuno strato la connessione della meti
potitiva colla met negativa fra a od a, sari tolta. La rappresen-
tazione della superficie 7” cosi modificata, sul piano #, diviene un

rettangolo IT, i cui lati 2a, 2b sono paralelli agli assi delle 2, y, e le
cui diagonali s'incontrano nellorigine 2,—0, ¢ del quale adunque F
@ quella quarta parte che cade nel quadrante positivo.

Per dimostrarlo, si tiri anzitutto in cisscuno strato da a, al cor-
rispondente punto Z una lines, in modo che le due linee cori ottenute

z

si coprano; allora Ia somma degli integrali f"zdZ, presi lungo queste
due linee, sari ntlla, quindi a due punti di 7” giscenti Puno sull'altro
corrisponderanno due valori contrari di s, cio’ due punti del piano #

In cui congiungente passa per Vorigine ¢,—0 ed @ ivi divisa
per meta

Tirando ‘inoltre da a, sullo stesso strato di 7” due linee simme-
triche rispetto all'asse delle X, ciod congiungenti soltanto punti
coniugati e terminate in siffatti punti, si otterranno mediante l'inte-
grazione valori coniugati di s anche nei punti estremi. Due punti
coniugati dello stesso strato di 7” vengono dunque rappresentati nel
piano # in due punti coniugati, cio’ situati simmetricamente rispetto
alfasse delle 2.

Da cid risulta subito che IT ® Ia rappresentazione di 7’. Se i
rettangoli nei quali vien diviso IT dagli assi coordinati nell’ordine con
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‘eui si succedono in un giro positivo intorno all’origine, si denotano con
F, F,, Fy, Fy, possiamo concladere, siccome per le condizioni del
problema E 2 di gid rappresentato su F, che Ia parte positiva del
secondo strato coperta da E sari rappresentata su F,, la meta noga-

tiva del primo strato sa Fy, © quella del secondo su F,. Contempo-
raneamente & dimostrato che 2a, 2bi sono i moduli di periodicita di 2.

Questi risultati sono sufficienti per esprimere la fonzione:

z-%
OTe

mediante #. In fatti se 4, ® quel punto di F’ che corrisponde al
punto Z, di E, allora Z—Z diventa in I nei due punti #,, —
infinitamente piccola del primo ordine, ma fuori di questi diversa da

zero. Sem & coniugatoa 4, Z—Z,' non > mai in IT eguale a zero,foorch? nei punti s,', — 4’, nei quali @ infinitamente piccola del primo
ordine. Quindi w @ una funzione diz ad un valore, coi periodi 2a,
2bi, la quale nel rettangolo IT dei periodi ? infnitamente piccola sola-

mente per #—(¢,, — %); infinitamente grande solamente per #— (4, — %’),
fe sempre del primo ordine; © per Z— co si riduco a eM! Di qui
segue che mediante Is funzione di Jacobi:

:0,(2) = 2g cone — 2g sen 32 + 2q*eenbz...
Ja w si pud esprimere nella forma:

mien) 9g (mle+wot Sn) ES") eneeG (7 tay? 2-6 >
CSP) 6C)

dove C ® una costante.

Se 2’ @ il punto fra £, © 4,, che corrisponde al punto di E inf-
nitamente lontano, si ha:

(<6) 9 (x10 +40)
ma — Fy me ER)"i )0 (“SE)

Sicoome # @ reale, nel fattore di C il denominatore ® coniugatoal numeratore, onde il modulo di questo fattore sari ~ 1. Quindi, se
Ia quantita o, soggetta soltanto a questlultima condizione, si assume
eguale al fattore di C, riescira C = 1, epperd:

B.D. Christottel, Omammaie AShandnngee X ra
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nle—4)) 9 (ney« Lal 3b (Ee) ane™,me—")) 9 (704%)? .9.550") abe)
Moltiplicando questespressione di wo, collespressione che ne risulta

per il valore coniugato w, si otterra il quadrato del mod 1, © quind?
per la determinazione di U nel punto 1, di F:

aww, §=plogww'.

Decomponendo 1 in u + iv si risolve-inoltre il problema di rap-
presentare il rettangolo F' sul corchio u*+ "<1, in modo che il
centro del corchio corrisponda al punto 4, di F, da acogliersi arbitra-
riamente.

I tre altri problemi accennati nell'art. VI, per i quali soltanto &
ancora possibile la rappresentazione di wo per mezzo di 2, si possono
del pari risolvere facilmente coi mezzi qui sdoperati.

Zurigo, 25 marzo 1867.
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Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Minimumsfidchen.

(Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 67, 1867, 8, 218228)

Die sogenannten Minimumsflichen besitzen cine merkwirdige

Eigenschaft, welche ich bei Gelegenheit meiner Abhandlung tber die
Bestimmung krummer Oberfléchen durch locale Messungen auf den-
selben (dieses Journal Band 64%) Herm Weierstrass mitgetheilt habe.
Dieselbe besteht in Folgendem.

1. Scien S und S zwei Minimumsfiéchen, d. b. solehe, flr welche

die Summe der beiden Hauptkrimmungen in jedem Punkte =O ist.

Nachdem jede von diesen Flichen in eine beliebige Lage gebracht
worden ist, wible man auf ihnen Flichenstiicke 7, 7” so aus, dass
1) suf keinem von beiden dieselbe Normalenrichtung zweimal, dagegen
2) jede auf dem einen stattfindende Normalenrichtung auch auf dem
andern vorkommt.

Betrachtet man unter diesen Voraussetzungen einen Punkt m’ von
T” als Bild desjenigen Punktes m von 7, flr welchen die gleiche Nor-
malenrichtung stattfindet, 60 wird 7” ein in den kleinsten Theilen ihn-
liches Bild von 7.

Bei diesem Satze ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass die Flichen
, S’ sich nur durch ihre Lage im Raume von einander unterscheiden.
Durch blosse Drehung einer Minimumsfliche kann man also beliebig
viele Abbildungen derselben auf sich selbst erhalten.

2. Der obige Satz bleibt bestchen, wenn eine der Flichen S, S
durch eine Kugel ersetat wird.

‘Aus diesem xweiten Satze folgt der erste durch Wiederholung.
Da ansserdem alle Abbildungen einer Kugelfliche suf einer Ebene be-
Kannt sind, #0 sind es ‘auch alle Abbildungen ciner Minimumsflache,
wie muerst von Herm Weingarten gefunden worden ist.)

1) Vorgl. die reichhaltige Abbandlung: Usber die Oberfitchen, fr welche
ciner der beiden Hauptkritmmungebalbmesser eine Function des andern ist. Diesen
Journal Band 62, p. 164, 166.

*) Im vorliogenden Band 8. 162,
a
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ch habe mich veranlasst gesehen, diesen Gegenstand weiter zu
verfolgen, und namentlich 2u untersuchen, welche Flichen 7’ dberhaupt

die Eigenschaft haben, dass sich ihnen cine zweite 7” zuordnen liast,
welche, ohne zu 7 homothetisch mu sein, ein in den kleinsten Theilen
athnliches Bild von 7 liefert, wenn sie nach obigem Princip auf 7’ be-
zogen wird. Von dieser Untersuchung sind selbstverstindlich alle die-
jenigen Flichen 7 suageschlossen, auf denen jede Uberhaupt vorhandene
Normalenrichtung eine Linie bestimmt, also die auf eine Ebene ab-
wickelbaren Flichen.

Es hat sich herausgestelit, dase die verlangte Eigenschaft eine
Flichenfamilie begriindet, welche sich auch als das System derjenigen
Flichen definiren lisst, die ein ebenes Bild gestatten, in welchem ihre
Kriimmungslinien durch zwei Schaaren zu einander senkrechter Geraden
dargestellt werden. Es besitzt hiernach jede Fliche, an welcher die
auerst erwihnte Eigenschaft nachgewiesen ist, auch die zweite, und
umgekehrt.

Diese Flichenfamilie ist echr umfassend; mittelet der Formel B.

des art. V., welche das Kriterium derselben enthilt, findet man leicht,

dass mi ihr nicht bloss die Minimumsflichen im gewdhnlichen Sinne,
sondern allgemein diejenigen gehdren, deren mittlere Kriimmung con-
stant ist, also die Minimumsflichen Uber gegebenem Volumen; ausserdem
gehdren hierhin alle Flichen zweiten Grades, alle Rotationsflichen, u.. w.

In dieser Familie entepricht jeder Fliche 7 cine andere 7°, und

im Allgemeinen such nur eine nebst ihren homothetischen, welche

durch 7 ihrer Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn von Trans
lationen ohne Drehungen abgesehen wird, die an der Abbildung nichts
Andern. Die einige Ausnahme hiervon bildet die Kugel, fr welche
die Aufgabe, T’ m finden, unbestimmt ist, weil sie selbst jeder be-
liebigen Minimumefiiche entspricht.

Da die einfachen Halfemittel, welche ich bei dieser Untersuchung

benutzt habe, sich auch bei anderen Gelegenheiten als brauchbar er-

weisen, 80 erlaube ich mir, im Folgenden zu zeigen, wie sich im An-
schlusse an einen directen Beweis der obigen Sitze tber Minimums-
flichen die Gbrigen Resultate ergeben haben. Jene Sitze selbst habe
ich urepriinglich aus dem art. IV. meiner oben erwihnten Arbeit er-
halten.

I

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der geu-
metrischen Bedingungen, welche erforderlich sind, damit zwei Flichen
7, 7" einander ahnlich werden, wenn jedem Punkte m von T sein Bild
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mm’ auf 7” durch die Bedingung gleicher Normalenrichtung zugeordnet
wird, in welchem Falle m und m’ entsprechende Punkte heissen
sollen.

Zu dem Zwecke bestimme man nach Gauss (Disqu. gen. circa
superf. ¢. L) eine Richtung im Raume mit Htlfe einer Kugel K vom
Halbmesser 1 durch den Punkt, in welchem ein gleichgerichteter Halb-
messer anf der Kugelflache endigt. Sind also N,N’ die Normalen der
Flichen 7, 7’ in den Punkten m, m’, co werden dieso Punkte einander
enteprechen, sobald beide Normalen dem nimlichen Pankte X von K
enteprechen. Damit ferner zwei von entsprechenden Punkten m, m’
ausgehende Linienclemente 2s, 2s’ der Flichen 7, 7” in entsprechenden
Punkten endigen, mfseen auch in ihren Endpunkten die Normalen dem
nimlichen Punkte von K entaprechen. Der unendlich Kleine sphi-

rische Bogen QB= 4 giebt dann den Winkel an, um den sich dieNormale N dreht, wenn ihr Fusepunkt von m aus 2s beschreibt.

‘Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedingungen erforderlich
sind, damit das Verhiltnis der entsprechenden Linienelemente 2s, 25°
von der Lage des ihre Endponkte bestimmenden Panktes ‘B unab-
hingig wird.

Seien aN, 2N, in m beginnende Bogenclemente der beiden Kriim-
mungelinien von Z, @,, 0 die ihnen entsprechenden Krimmungshalb-
meeser der Fliche. Ferner sei 4, der Winkel, um den sich g, dreht,

wenn sein Fusspunkt 2, durchliuft, ebenso 8, der Winkel, um den
sich @ drebt, wenn sein Fusspunkt @N, durchliuft, also abgesehen
vom Zeichen 2, — @8, 2N,— 0,9, und cs" = gf0t-+ 0361. Haben
Ci» Ci» 8, 6, dieselbe Bedeutung fr die Fliche 7” im Punkte m’, 20
wird s'?= 0\2,?+ 0;0,? und mithin das 2 untersuchende Verhiltniss

&y-eat OL at,ae) ~ Fh end,”
Daraus ergeben sich die Sitze Uber die Minimumsfizchen sofort.

Nimmt man nimlich ¢/"— 9,3, of = of, dh. flr 7 und 7’ Minimume-
oder Kugelfigchen, 20 heben die Drehungswinkel sich weg, indem aus

der Betrachtung der Kugel K 4"=} + 6} = 6," + 4,' folgt.
Ist nun, um zor allgemeinen Untersuchung dberzugehen, 0 das

Centrum der Kugel K und sind R,, Ny, Nj, N; diejenigen Punkto des
durch % als Pol bestimmten Aequators, welche den Richtungen

&M,, @Ny, CN, @N, der Krimmungelinien von 7 und 7” entaprechen,
0 folgt, weil der Punkt 8 von K sowohl dem Endpunkte von 2s,
als auch dem von 2s’ entepricht, dass der Ucbergang von ® nach B
auf folgende awei Arten bewirkt werden kann:
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1. indem man zwei unendlich Kleine Drehungen um die Axen of,
o%, zusammensetzt, von denen die erste den Winkel 8,, die andere
den Winkel 8, betrigt;

2. indem man zwei die Winkel 4, 3, betragende Drehungen um
dio Axen of,, 09, zusammensetzt.

Dies festgestellt, ziblen wir auf dem Aequator von ®, aus Lingen,
die nach , hin wachsen, und setzen fest, was offenbar gestattot int,
dass von den Punkten ,, %; der zweite die gréssere Linge hat. Ist
alsdann « dio Linge von ,, 4 die Linge dee Meridians NW, so wird,

weil alle Bogen  unendlich Klein sind, 8, — 4 sind, 8, — 2 cos 2,
8, = 4sin(d— a), 8 = 4 cos(d — a), mithin

(#)-2? contd — a) + of? sin? ~ @)oe 20002+ eyFaind®
sobald és, 25’ in entsprechenden Punkten anfangen und endigen.

Dieser Ausdruck soll nun von der Lage des Punktes ‘B, d. h. von
A unabhingig sein, Man erkeunt ohne Mthe, dass diese Bedingung
fr jeden beliebigen Werth von «, d. h. unabhingig von den Rich-
tungen, in denen die Krimmungslinien der Flichen 7, 7” von m, m’

uagehen, nur dann erfUllt wird, wenn zugleich ¢j*— 0;', of =o} ist,
was den bereits oben erledigten Fall liefert.

Ist diese Bedingung nicht erfillt, so kann das Verbiltniss der
beiden Linienelemente nur noch in dem Falle von 2 unabhingig sein,
wenn «—0 oder ein Vielfaches von 90° ist. In allen diesen Fillen

wird jedem der beiden von m ausgehenden Krimmungslinienelemente
eines der beiden von m’ ausgehenden parallel; wir schliessen daher
keinen Fall aus, wenn wir

«=0

setzen, d. h. fordern, dass 2, mit 2N,, @N, mit 2M, gleiche Rich-
tung habe. Dann wird

(ae 2 cosd? + ef? sindtar) ~ oyteoni*+ sind
und dies wird nur dann von 2 unabbingig, wenn ¢,°: of = ¢;':@}, a. b.

entwoder % = $, oder Si = — % wird.
a

Die zweite von diesen beiden Lésungen liefert den allgemeinen Satz:

Wenn swei Fliichen T und T’ in der Besiehung su einander stehen,dass in je swei durch gleiche Normalenrichtung einander entsprechenden
Punkten m, m’ derselben 1) auch die Hauptschnitte beider Fliichen ein-
ander parallel werden, und 2) swischen den Verhiltnissen der Kriim-
mungen paralleler Hauplschnitle die Relation
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i 4
ata?‘slattfindet, so wird T’ ein in den Heinsten Theilen dnliches Bild von, wenn jeder Punit m! als das Bild des entsprechenden Punktes m an-

geschen wird.

In diesem Satze sind die auf die Minimumsfiichen bezilglichen
‘ebenfalls enthalten. Nimmt man nimlich flr 7” eine Minimumsfiiche,

#0 folgt aus der xweiten Bedingung, dass 7 cine Kugelfliche soin
‘muss, und diese geniigt offenbar auch der ersten Bedingung.

Die erste Lésung fubrt auf ganz elementaro Resultate, die haupt-
sichlich als Vervollstindigang des vorigen Satzes anfuufassen sind. In
der That fordert dieselbe, wie leicht zu sehen ist, und auch aus den
folgenden Untersuchungen hervorgeht, nichts anderes, als dass 7’ und 7”
homothetisch sind, woraus dann freilich, da die Aehnlichkeit fr be-

liebig grosse perspectivisch liegende Theile vorhanden ist, auch die
Achnlichkeit der kleinsten Theile folgt.

Es ergiebt sich aber hieraus, dass ausser den durch den ersten Sats
estimmten Fliichenpaaren und ihren homothetischen keine andern ezi-

stiren, welche die von uns geforderten Eigenschaften besiteen.

0.

Es wirft sich jetzt die Frage auf, wie und unter welchen Vor-

sussetzungen die Bedingungen dee obigen Satzes befriedigt werden
Gnnen.

Zu dem Zwecke bemerken wir zuniichst, was aus der zweiten Be-

dingung folgt, dass in enteprechenden Punkten nothwendig die cine
Fliche gewalbt, die andere sattelfErmig gebogen sein muse. Um Ober
bestimmte Vorstellungen 2u verfligen, wollen wir daher, was auf den
echliesslichen Verlauf der Untersuchung keinen Einfluss mehr haben
wird, festeetzen, es seien @,, Q, 0; Positiv, e, dagegen sei negativ.

‘Wir bezeichnen nun die rechtwinkligen Coordinaten von m durch
2, % 4 durch 2’, y', # diejenigen von m’, susserdem die Richtungs-
eosinus der Normale, der ersten und zweiten Kriimmungslinie in m,
also wogen des geforderten Parallelismus such in m’ durch a, b, c;
45 by, 6} yy by» Gy Wobei die Vorzeichen der Groseen a,b,¢ 80 ge-wahlt sein sollen, dase die durch sie bestimmte Richtang der Normale

derjenigen entgegengesetzt wird, in welcher von der Oberfliche aus die
positiven Kriimmungshalbmesser anfgetragen werden.

In Folge des Parallelismas der Kriimmungslinien werden auch
die Drehungswinkel um die 2u ihren Tangenten porallelen Axen far
beide Flichen gleich, also d,—0,, 8; = ,.
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Wir bestimmen nun munichst die Gréssen, um welche die Coordi-

naten von m und m’ und die Richtungscosinus der Normale in Folge
dieser Drehungen zunehmen.

Dreht man die Normale um eine zur Tangente der zweiten Krim-
mungslinie parallele und durch das Krimmungscentrum des ersten
Hauptachnitts gehende Axe heram, bis der Drehungswinkel 2, geworden
ist, so durcbliuft ihr Fusepunkt auf beiden Flichen die erste Krim-

mungslinie, und weil g,, ¢, positiv sind, beide in derselben Richtung.
Die zurickgelegten Wego sind 2N,— 04, 2N;= 0,4, mithin dieZunabmen von 2 und 2’:

Bem a Qdy, 2'— 040,04,
vorausgesetzt, dass man den Drehungswinkel 8, positiy oder negativ
nimmt, jenachdem m sich in der Richtung a,b,¢, oder ihr entgegen
bewegt.

Nach der Lehre von der Kriimmung der Flichen ist aber auch
a2= 4, €2— @20, wornus in biden Fillen‘

2a = 0,8,folgt. 1

Dreht man die Normale um eine zur Anfangsrichtung der ersten
Krommungslinie parallele und durch das Krimmungscentrum des
aweiten Hauptachnittes gehende Axe heram, bis der Drehungswinkel
4, geworden ist, eo durchliuft ihr Fusepunkt auf beiden Flichen die
aweite Kriimmungelinie, aber in entgegengeretzton Richtungen. Sind
My, ‘Ny die wirklich aurdckgelegten Wege, so nimmt z um a2N,
au, 2’ um a,/N, ab. Nun ist /N, = 0,0, @N; —— 0,4,, also wachsen
und 2’ um

BE = 409, 2'—= 040481,
wieder vorausgesotzt, dass 4, positiv oder negativ genommen wird, je-
nachdem m sich in der Richtang a,b,c, oder ihr entgegen bewogt.

Da aussordem G2 — ia 22'— @,0a itt, 20 folgt

a= 048,.
Daraus ergeben sich flr die vollstindigen Differentiale die folgenden

wichtigen Formeln:

Ba = 0,018 + 40191, CY —= DOdy + brOrdyy CH= GQds + OrBiy
tam ad, +4,8,, ?b— bd, +b, fo— Gd +46,

balm 010,94 + 40,8, Cy’ 00,85 + 4040, C4— 40,8,+ G04,
von denen die auf die Fliche 7’ allein besiglichen flr jede beliebige
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Fliche gelten. Aus den bei ihrer Herleitung unterschiedenen Fallen
ergiebt sich brigens, dass diese Formeln von den zu Eingange Ober
die Vorzeichen der Krimmungshalbmesser gemachten Voraussetzungen
unabhiingig, also auf beide Fille des vorigon art. anwendbar sind.

m1.

Setzt man nun, um die erste Lésung dos art. I zu befriedigen,

C= Ker C= key, 80 wird c2'= ken, ry'—koy, c2’— kee. Damit
diese Gleichungen cine Fliche 7” bestimmen kénnen, milssen ihre
rechten Seiten vollstindige Differentiale sein. Betrachtet man s als
Function von 2, y, so folgt aus dor ersten Gleichung, dass & von y,

aus der zweiten, dass es von x unabhingig, also constant sein muss.
Diese Lésung liefert also, wie schon frther angewandt worden ist, 2u
jeder belicbigen Fliche ihre simmtlichen homothetischen.

Iv.

Zur Befriedigung der xweiten Lisung
é.4

ate?

sotzen wir @,— Hes, 0, ——Hey- Dann wird da'— — Hea, da'= Hoe,a BW * so

Nennt man nun diejenige Seite einer Fliche, von welcher ihre
Normalen ausgehen, ihre Vorderseite, 90 ergiebt sich aus diesen For-
meln zunichst, dass im vorliegenden Falle die Vorderseite von 7 auf
der Ruckseite von 7” abgebildet wird, und umgekehrt, vorausgesetzt,
dass mam unter einer Abbildung eine im gewohnlichen Sinne, also
nicht verkehrt ihnliche versteht.

Sodann ergeben sich fr die vollstindigon Differentisle die Glei-
chungen

éx'— HG2— 02), ty Hey zy), ef= H(es— 22),
von denen zuniichst gezeigt werden soll, dass sie aus den Bedingungen
unserer Untersuchung nicht blose folgen, sondern dieselben auch um-
gekehrt nach sich zichen.

Sind nimlich a, 4, ¢ die Richtungscosinus der Normale von TZ, so
sind sie 66 such fr 7’, weil aus den vorstehenden Gleichungen

folgt aca'+ bey + ccs’= 0
Da ferner die Krimmungslinienclemente @N,, 2N, auf einander

sonkrecht stehen, 20 folgt ds’ = H*(0N?+2N}) — H's", also ist 7”ein in den Kleinsten Theilen ahnliches Bild von T.
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Anf Grund dieser beiden Folgerungen ergicbt sich endlich nach
art.I auch der Parallelismus der Krimmungslinien beider Flichen.

Folglich enthalten die vorstehenden Differentialgleichungen alle
fr die gegenwartige Aufgabe nothwendigon und ausreichenden Be-
dingungen.

‘Setzt man as H—&, s0 lassen die obigen Gleichungen sichin die Form *

18ex— Q[20a—(E + 2)r2],
9 tit(&) y-appo-(E+2)y],

141),ig -a[2ce - & + ade]
bringen. Dieselbe zeigt sofort, dase unsere urspringliche Aufgabe, die
Bedingungen 2 ermitteln, damit au einer gegebenen Fliche J’ cine sie
in der verlangten Weise abbildende existire, auf die Herstellung und
Deutung der Integrabilititebedingungen zurlickgefthrt ist, welche er-
forderlich sind und hinreichen, damit die drei vorstehenden Ausdriicke
zugleich vollstindige Differentiale werden.

Es ist indesson zweckmiissig, flr diese Untersuchung die Differen-
tialgleichungen so viel wie méglich in der urspriinglichen cinfachsten
Form beizubehalten.

v.

Wir sotzen voraus, dase 2, y und s als Functionen zweier von ein-

ander unabhiingiger Variabeln 1, t in der Weise dargestellt, sind, dase
der Gleichung éu, —0 diejenige Schaar Krimmungelinion von 7’ ent-
spricht, welcher die vorhin als erste bezeichnete angehért, der Glei-

chung 4,—0 die andere Schaar. Bezeichnet man daher die Deri-
virten von 2, ¥, # nach th, % durch 2, 2%, 2) U. 8. W., 80 wird

(em mly, Ce mem, Ws.w.
i :

Femer folgt aus den Gleichungen ¢x = 9,24, (2 = 0/4, wenn
Pe ey

1 1

ten, ton

ssetzt wird, . *&
éa éa

i te
mithin durch Elimination von a

a (ar, anay near eer EO
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wor noch swei ahnliche Gleichungen flr y und ¢ kommen. Ausser-
dem ist

(2) B+ +1 = 0.

Dies vorausgeschickt, nehmen die Differentialgleichungen des vorigen
art. die folgende Form an:

Gat!— H (att,—20%),
(A) ey’= H(yye%— % 2m),oa = H(e214— 4,34).
Far logH = Z liefert die erste als Integrabilititsbedingung

fatjl a+ 2m-0,‘oder wegen (1.)

[z- 2 i] +(22+2.28]5 -o.ay — nom] tow, + RH am OO
Mit Rocksicht auf (2.) folgt aus dieser und den beiden hierzu-

gehérigen Gleichungen, daB nothwendig

aZ_ 2 a 8% 8 ay
oy hom? 8m Oy

sein muss, und umgekehrt sind mit diesen beiden zugleich alle Integra-
bilitétsbedingungen erfullt.

Damit aber diese beiden Gleichangen mit einander bestehen kénnen,
ist erforderlich und hinreichend, dass

2@(4_any, 2 (1 any@) de Gabe) +m Gage) ~?
sei, Ist dieso Bedingung erfullt, 0 liefern also dio vorstehenden Aus-
driicke flr 2Z ein vollstindiges Differential, und die so bestimmte

Fanetion zHew

macht such die Ausdriicke filr 22’, Zy’, de’ mu vollstindigen Differen-
* tialen. Zugleich ist ersichtlich, dass der letztern Forderung auf keine

andere Weise gentgt werden kann.
Es bedarf nur noch der geometrischen Interpretation von (B). Sei

atta, gtat+aae,

so folgt aus (1.) und (2.)

(3) _1_@m _@log = _1_ an _ Blogty: nonumy? Rom, ou?

wodurch (B) in



268 KILL Ueber einige allgemeine Figenschaften der Minimumsfiichen.

og

ae ey

Gu, OuAihergeht. Diese Gleichung fordert also, dass log {sich als Diferenzeiner bloss von w, und einer bloss von #, abhiingigen Function dar-

stellen lnsse, dass also bo)
bv)

dem Quotienten aus zwei solchen Functionen gleich sei.
Fohrt man nun, was an den frihern Voroussetmngen nichts

Andert, mittelst der Gleichungen 9 (u,)étq—2u,, ¥(Uy)éth — 2m, 2woineue Variabeln u,,u, ein, so folgt, dass die Allgemeinheit unseresResultates nicht geiindert wird, wenn wir (w,) und (1) constant
und einander gleich setzen. Dann wird die Lésung von (B.)

@) bob.

Damit also die Gleichungen (4.) durch passende Wahl von H integrabel
gemacht werden Kénnen, ist erforderlich und hinreichend, dase das

Quadrat des Linienelementes von 7’ sich in die Form ast— §3(0ut+ 2ut)bringen Insee, wihrend 2u,— 0, 2%— 0 die Differentialgleichungen der
deiden Schaaren Krimmungslinien von 7 sind. Wir haben hiernach
den Satz:

. Damit einer Fliche T eine sweite T’ in der oben verlangten Weise
sugeordnet werden Kinne, ist erforderlich und hinreichend, dass T cin in
den Kleinsten Theilen dhnliches cbenes Bild gestatte, in welchem seine
Kriimmungslinien durch swei Schaaren su einander senkrechler Geraden

dargestellt werden.

Und umgekehrt kinnen alle Flichen T, su denen die Gleichungen(RL) oder (A.) eine sugeordnete T° liefern, in dieser Weise auf einer
Ebene abgehildet werden.

Bezeichnet man bei der Abbildung von 7 auf der Ebene der 14, ti

das Vergrisserungsverhiltniss durch 2, so wird
ast— m*(eut + eu),und es ergeben sich fir die Familie der Flichen 7 aus (4), (2), (1.)

und (3, die Differentialgleichungen:

Rtwtdam, aytuntag0, Btytam m,
ayy = FE ay + OE,
sa = ay5 My,



‘XIU, Usber einige allgemeine Eigenschaften der Minimomsfiichen. 269

Ist 7 diesen Gleichungen gemiiss bestimmt, so wird

alogm alogm8m — ay — 2 OE Oy,
‘also Z— const.— 2 logm, H-4,
so dass man zur Bestimmung von 7” die integrabeln Gleichungen

aa Zi(a2m,— mem),

ay 4.2m —m2m),
ad— A (0m, — 442m) .erhilt.

Es ist hier nicht der Ort, diesen Gegenstand durch Ausfthrung
von Beispielen weiter zu verfolgen.

Zarich, 2. April 1867.



XIV.

Beweis des Fundamentalsatzes der Invariantentheorie.

(Glournal far die reine und angewandte Mathematik, Bd, 68, 1868, 8. 246—252.)

In der fundamentalen Begriindung der Invariantentheorie, durch
welche Herr Aronhold dieses ganze Gebiet auf ein einziges, von jeder
Willkirlichkeit befreites und der gréssten Ausdehnung fahiges Princip
aurlckgefilhrt hat, wirft sich das Hauptgewicht auf die Frage, wie

gross fiir eine gegebene homogene Function in einem System von Grund-
formen die Ansahl derselben vorausgesetst werden darf, wenn dasselbe
nur coneinander unabhdngige enthallen soll, weil nur bei gesicherter
Kenntnis dieser Fundamentalzablen beartheilt werden kann, ob gegebeno
Fanctionen ¥ und F’ durch lineare Substitutionen ineinander trans-

formirt werden kénnen, und durch wieviel Substitutionon dies erreicht
werden kann.

Die Anzahl der voneinander unabhingigen Invarianten einer
homogenen Function, mit welcher alle Gbrigen Fundamentalzahlen ge-
geben sind, ist bis jetzt auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt
worden, zuerst durch Abzihlang der Transformationsbedingungen und
der zu eliminirenden Substitutionscoefficienten, dann mittelst der par-

ticllen Differentialgleichuogen der Invariantentheorie. Bemerkenswerthe
und den allgemeinen Fall bildende Abwoichungen von den bei diesen
Beweisen vorausgesetzten Verhiltnissen, welche sich mir bei andern
Untersuchungen darboten, haben mir gezeigt, dass beide Beweise un-
aureichend sind und tbereinstimmend das voraussetzen, was sich bei

genauerer Betrachtung als die Hauptfrage flr den 2u leistenden Beweis
herausstellt.

Bezeichnet (n, p) die Anzahl der Coefficienten einer homogenen
Function F vom p** Grade und m Variabeln, so ist (n, p) auch die

Anzahl der Bedingungen flr die Transformation dieser Function in
eine andere mittele einer gegebenen linearen Substitution. Durch Eli-
mination der n-n Substitutionscoefficienten ergeben sich die Transfor-
anationsrelationen, also die absoluten Invarianten von F.
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Nimmt man nun an, unter den urspriinglichen ‘Transformations-
bedingungen Insse sich eine Gruppe von m+n Gleichungen euswahlen,
welche in Besug auf die Substitutionstionscoeffcienten voneinander un-

abhdngig sind, s0 wird die Anzahl der Transformationsrelationen, also
der absoluten Invarianten

o=(np)—m.

Wenn aber eine solche Gruppe von »-m Gleichungen nicht existiren
sollte, so wirde mit Riicksicht auf den Umstand, dase die urspring-
lichen Transformationsbedingungen bei der von ihnen geforderten Wahl
von F” nie auf einen Widerspruch fhren kénnen, folgen, dass bei der
‘Transformation von F in eine mit méglichst viel willktrlichen Coeff
cienton verschene Funetion F”

1) nicht alle Substitutionscoefficienten bestimmte Werthe er-
langen, sondern eine Anzahl 4 derselben willktrlich bleibt, und in
Folge dessen

2) die Anzahl der Transformationsrelationen um 4 Kinheiten

grisser ist als die durch Abzihlen gefandene normalmissige Anzahl
© = (#,p) —n* derselben.

Es warden demnach auch die merkwardigen Folgerangen weg-
fallen, oder einer durchgreifenden Modification bediirfen, welche sich
in der Lehre von den zugehdrigen Formen und den Covarianten an
dio Voraussetzung kniipfen, dase durch das Resultat der Transformation
die anzuwendende Substitution véllig bestimmt sei.

Im 65" Bande dieses Journals pag. 267 ist die Frage nach der
Anzahl voneinander unabhingiger Invarianten von der Untersuchung
des Systems partieller Differentialgleichungen

Dylt=0

abbiingig gemacht worden, denen alle absoluten Invarianten und nur

solche geniigen, und gezeigt worden, dass jede Gleichung, welche sich
aus diesen n-n Gleichungen durch Differentiiren und Elimination der
hihern Derivirten ergiebt, aus Gleichungen des Systems auch linear
rusammengesetzt werden kann. Dieser Nachweis reicht jedoch zu der
daraus gezogenen Folgerung nicht aus, indem die Ubrigen Sitze, auf
welche diese sich stiizt, eine Bedingung enthalten, welche in jedem
besonderen Falle als erflllt nachgewiesen werden muss,

Wenn ein System linearer und in den Derivirten homogener

Differentialgleichungen erster Ordnung, wie das obige, durch Diffe-

rentiiren und Elimination der hihern Derivirten nur auf Combinationen
der urspriinglichen Gleichungen fbrt, so nenne ich dasselbe ein voll-
‘standiges, und achlicsse dabei absichtlich den Fall nicht aus, wo in dem
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System selbst auch noch Gleichungen enthalten sind, welche aus andern

linear folgen; solche Gleichungen nenne ich iiberziihlige.
Befreit man ein vollstindiges System von seinen iibersdligen Glei-

chungen, 50 Wirt es nicht auf, ein vollstindiges au sein.

Ein von allen tberzibligen Gleichungen befreites vollstindiges
System hat stets soviel, und niemals mehr voneinander unabhingige
Lésungen, als die Anzabl der Varisbeln, vermindert um die Anzahl
der Gleichungen betrigt

Ist daher in einem vollstindigen System: N die Ansaht der Variabeln,M die Anzahl der Gleichungen iiberhaupt und die Ansahl der itber-
ssihligen, 80 ist die Ansahl seiner voncinander unabhingigen Lisungen

-N-M+p

Wenn daher in obigem System von Differentialgleichungen die
Anzabl der Uberzibligen ist, #0 folgt:

1) Die Anzahl der voneinander unabbingigen absolaten In-
varianten vou F, d. i die Anzahl der ‘Transformationsrelationen ist

(n,p)—12+4—o+4, also um gw Einheiten grisser als die durch

Abzihlen gefundene normalmissige;

2) bei der Transformation von F in F’ kénnen daber nt — pw
Coefficienten von F” willktrlich angenommen werden, und dann schon
sind die brigen bestimmt;

8) bei dieser ‘Transformation bleiben » Substitutionscoefiicienten
willkirlich.

‘Aus diesen Erérterungen in Verbindung mit den vorangehenden
‘ergiebt sich zur Gentige nicht blos die Nothwendigkeit einer genauen
Bestimmung der Zahl », sondern auch, dass hier der Schwerpunkt aller
Zahlenbestimmungen der Invariantentheorie liegt Auf der andern
Seite ist eo klar, dass cine besondere Untersuchung Uber die Zabl w
nur in dem Falle dberfidssig sein wOrde, wo die Grundformen ent-
weder unmittelbar aus den urspriinglichen ‘Transformationsbedingungen,
oder dureb directe Integration der partiellen Differentialgleichungen

abgeleitet werden, weil nur in einem dieser Faille die genaue Anzahl
der Transformationsrelationen sich von selbst ergiebt.

Die Zabl 4 kann durch die Lésung der Aufgabe gefunden werden,
n-n Coefficienten 4 0 zu bestimmen, dase fUr jede beliebige Function 12

EaDall

Null wird, indem g die Anzahl derjenigen 4 ist, welche hierbei will-
kirlich bleiben. Vermége der Willkiirlichkeit von I ergeben sich
hieraus (n, p) Gleichungen, welche man erhiilt, indem man nachein-
ander 11 durch die verschiedenen Coefficienten von F ersetzt.
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Ware man im Stande, unter diesen (n, p) Gleichungen irgend oine
Gruppe von m-m Gleichungen zu ermitteln, von denen sich beweisen
lisst, dase ihre Detorminante von Null verschieden ist, 80 wilrde jodes

4=0 folgen, also auf dem directesten Wege bewiesen sein, dass =O ist.
Bei einer allgemeinen Begrindung der Invariantentheorie hindert

aber nichts, die anf vorstehende Art definirte Zabl y vorlinfig in der
Theorie mitzufthren, bis sich bequeme Hulfsmittel zu ihrer allgemeinen
Bestimmung darbieten, und diese finden sich, wie die folgenden Be-
trachtungen zeigen, fir die homogenen Funetionen in der Lehre von

den zugehdrigen Formen, welche den Beweis des Satzes, dass fiir p>2sets w= 0 ist, ohne Schwierigkeit gostattet. .

1.

‘Wir setzen also voraus, dass dio Bestimmung der Coefficienten 2
‘suf w voneinander unabhiingige Lisungen

fubrt, aus denen sich jede andere nach der Formel

dam Dod

ausammensetzt. Diese besonderen Lésungen 2{, unterwerfen wir mit
Ricksicht auf unsere spitern Untersuchungen der offenbar zulissigen
Bedingung, dass sie ausser Coefficienten von F kein anderes willktr-

\ Tiches Element enthalten sollen.

Bei dieser Voraussetzung echliesst man aus der oben nach-
gewiorenen Anzahl absoluter Invarianten in bekannter Weise, dass die
Anzahl voneinander unabhingiger Invarianten Uberhaupt

a=—(yp)—m tet .
ist, Dieser Schluss erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn gar keine

absolute Invariante existirt, also fir p> 2 nur, wenn n= 2, p= 3 ist.

Far diesen Fall hat Herr Aronhold durch Integration der Differential-
gleichungon gezeigt, dass eine einzige Invariante, also keine absolute
existirt, weshalb in diesem Falle u = 0 ist.

2.

Sei, mit den zugehdrigen Polynomialecefficienten (a,«,...) ge-

schrieben, Fm8 (e404...) gg... 4%.-
Um zugebirige Formen mit den Variabeln , 4, ... zu finden, erhebt
man die lineare Function U = 12, + wz, -+-++ in die p* Potenz, und
sucht Invarianten der homogenen Function F +¢U?, wo ¢ einen con-

HB. Ohsistottel, Gasammele ADbandlangen. I 18
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stanten Parameter bedeutet. Ist also I7(ds,.,...) eine Invariante von
F, und von den « unabhiingig, so wird bekanntermassen

T= Ti (Gaye,... + tugsuge. . -)
im weitern Sinne eine zugeh6rige Form, vornusgesetzt, dass 11’ nicht
von den Variabeln u, oder bei willktlichen u nicht vom Parameter ¢

unabhingig ist.
Nun erkennt man durch Differentiiren sofort, dass, welche Function

der Coofficienten von F allein 17 immer bedeuten mag, die aus ihr
abgeleitete 17’ nur dann bei belicbigen Werthen der u von ¢ unab-
hangig sein kann, wenn JI selbst von allen a unabbingig ist.

‘Also liefert jede wirkliche Invariante II von F auch eine swirkliche
sugehirige Form I.

Die Anzahl der in Bezug auf die » Variabeln u voneinander un-
abbingigen zugehGrigen Formen kann niemals gréseer als sein. Um
die Frage mu entecheiden, wann diese Zahl erreicht wird, betrachten

wir vorliufig den Fall, wo F mindestens » vou einander unabhingige
Invarianten 17,(ds,.,..) hat, ¢=1,2,..., Dann sind die Functionen

T= T1,(dae,...+ tupsuge...) nach dem Vorangehenden wirkliche mu-
gebdrige Formen. Wiren diese in Bezug auf die Varisbeln u nicht
unabhiingig voneinander, 90 kénnte man eine Function f so wihlen,
dass f(ITj, Ty, ... 1’) von den w unabhingig, also f(IT,, Ty, .-- IZ.)
wide. Dann aber ware dieser letztore Ausdruck nach dem Frihern

von allen Coefficienten der Function F unabhingig, und II,, Il, ... 1,
wiren keine voneinander unabhingige Invarianten.

Aus n voneinander unabhiingigen Invarianten erhdilt man also auch
‘ n eugehirige Formen, welche in Besug auf die Variabeln u voneinander

unabhiingig sind.

Dies festgestellt, lisst sich leicht zeigen, dass fur p > 2, selbst
unter der Voraussetzung, 4 sei nicht Null, die zugehdrigen Formen in
der normalmissigen Anzabl n vorhanden sein wirden, 4. h. dase unter
den angegebenen Bedingungen die Anzahl der Invarianten 9 Sn ist.

Wenn niimlich » von Null verachieden ist, so tritt der ungiinstigete
Fall fur die Erfullung der Ungleichheit

@p)—w tet Sn

cin flr p= 1, was (mp) 5 (m— 1) (m+ 2)
giebt. Da ferner die linke Seite, sobald n> 1 ist, wegen der Glei-

chung (n, p + 1) =(n,p) [i + =] mit p augleich wichst, so tritt
unter der Voraussetzung, dass p>2 sei, der ungtinstigste Fall ein
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fir p= 3, was MOEROTDS 1042)
giebt. Durch Beseitigung positiver Factoren kann man dieser Be-

dingung die Form (»—2)(n—3)50
geben, und dies ist flr jedes ganzzahlige n der Fall.

3.

Durch Division mit einer Invariante kann man stets bewirken

dass eine zugehdrige Form beim Usbergange mu den transformirten
Coofficienten und Varisbeln ganz ungeindert bleibt. Solche zugehdrige
Formen sind durch das Gleichungssystem

Da¥+ zu —0bestimmt. ‘

‘Man therzeugt sich leicht, dass auch diese Gleichungen ein voll-
stindiges System bilden. Ist daher p, die Anzahl der tberzibligen
Gleichungen dieses Systems, so ist die Anzahl seiner voneinander un-
abbingigen Lésungen:

n+ (mp)—mt Hy.Verwendet man aber zu einem vollstindigen System voneinander
unabbingiger Lésungen der vorstehenden Gleichungen méglichst viel,
also (n,p)—n'+ qu absolute Invarianten, so bilden die zur Vervoll-
stindigung des Systems erforderlichen Losungen ein System von zu-
gehdrigen Formen, welche in Bezug auf die Variabeln « voneinander
unabbingig sind, und aus denen sich mit Hinzuziehung von Invarianten
jede andere zugehdrige Form zusammensetzen lisst.

Die Anzahl der in Bezug auf die Variabeln « voneinander unab-
hngigen zugehdrigen Formen ist demnsch:

nt h—e.

Ware nun, immer unter der Voraussetzung p > 2, der Fall mog-
lich, dass» von Null verschieden ist, so wiirde aus dem Schlusse des
vorigen art.

ane

folgen. Lasst sich beweisen, dass hierin ein Widerspruch enthalten
ist, so ist bewiesen, dass » nicht von Null verschieden sein kann.

Der Voraussetzung gemiss ist 4, die Anzahl derjenigen 4, welche
willktirlich bleiben, wenn man aus dem Ausdrucke

ayBuDa? + Shae
-
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allo Derivirten von ¥ eliminirt. Da das erste Glied nur Derivirten

nach Coefficienten von F enthilt, so muss es fir sich verschwinden,

also 4,, die in art. 1 angogebene Form

da Seely
ac

haben, wo die Gréssen 4f, von allen willktrlichen Elementen, nament-
lich den u villig frei sind. Die u Coefficienten ¢ milsson jetzt #0 ge-
wiblt werden, dass auch das zweite Glied identisch verschwindet. Man

ethilt also die m Bedingungegleichangen

De Du-0 G=12...0)
oF

zwischen den 4 Grossen ¢, und es wird jetet dio Anzahl derjenigen
«¢, welche hierbei willktzlich bleiben.

Nimmt man aber an, sei von Null verschieden, so muss j= jt

sein, also jedes c willktrlich bleiben. Dies ist nicht anders méglich,
als wonn fir jedes i und ¢

SH, -0

ist, und awar fr alle Werthe der unabhiingigen Varisbeln 1, ty, .. ty.

Da aber die Coefficienten 2°, von den u véllig unabbingig sind,
0 miissen sie allo Null sein, was mit der Annahme, u sci von Null

vorachieden, im Widersprache steht. Folglich ist, fr p> 2, diese An-
nahme selbst unzulissig. :

Wenn aber p=0 ist, so ist umsomehr 4, —0, da m+ m,—pnicht grésser als m, also, nicht grésser als sein kann. Da dics

offenbar auch far die Differentialgleichungen der Covarianten gilt, haben
wir also den zu bewoisenden Satz:

Die Ansahl der voneinander unabhiingigen Incarianten sowie aller

Aibrigen Grundformen ist fiir jede homogene Function, deren Grad grésser
als 2 ist, die normalmissige.

Zarich, 19. December 1867.

Anmerkang.

Tn Randbemerkangenssines mehrfach erwihnten Handeremplars weist
Christoffel selbst auf die Schwiichen des vorstehenden Beweisversuches hin.
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Theorie der bilinearen Functionen.

(Goumal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. 68, 1868, 8, 263—272.)

Die in meiner vorangehenden Arbeit fir dio homogenen Functi-
onen bewiesenen Lehrsiitze lassen sich mit Leichtigkeit auf den Fall
‘susdehnen, wo die zu transformirende Function F in Bezug auf p Sy-
steme von je » Variabeln linear und homogen ist, und Oberdies auf
jedes Varinbelnsystem dieselbe lineare Substitution angewandt wird.

Setzt man niimlich in # alle diejenigen Variabeln einander gleich,
fir welche dieselbe Substitution gilt, so geht F in eine homogene Fune-
tion @ von der p** Ordnung und » Dimonsionen aber, welche, sobald
p>2 ist, die normalmissige Anzahl » voneinander unabhingiger zu-

gehériger Formen besitzt. Diese zugehérigen Formen von ® sind aber
auch zugebdrige Formen von F und nur insoweit specialisirt, als sie
die Coefficionten von F nur in denjenigen Verbindungen enthalten, zu
denen diese sich beim Ubergange von der p-fach linearen Function F’
zur homogenen Function ® vereinigt haben.

Da hiernach F ebenfalls die normalmissige Anzahl n voneinander

unabhingiger zugehdriger Formen besitzt, so ist bei der Transformation
von F durch das Resultat derselben die anzuwendende Substitution in-

sofern vollig bestimmt, als sie keine willktrlichen Constanten enthalten
kann, Folglich sind such die dbrigen Grundformen in der normal-
missigen Anzahl vorhanden, und die Anzahl der voneinander unab-

hingigen Invarianton ist 2. B. =n? —n? +1.
Far den Fall p = 2 verlieren diese Sitzo ebenso, wie bei den ho-

mogenen Funetionen ihre Gdltigkeit, nur dass die Erscheinungen, welche
diese Ausnahmefille darbieten, und welche Uber die bier erwihnten

‘Transformationsprobleme hinaus zur allgemeinen Regel werden, bei
den bilinearen Functionen vollstiindiger hervortreten, als bei den homo-
genen Functionen zweiter Ordnung.

Die Frage nach den Grundformen einer bilinearen Function

F=S(9h)z,u5 (Qh 1,2,..-0)
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erledigt sich am einfachsten durch die wirkliche Darstellung derselben.

Wir werden in art. 1 fir die Function ¥ im Ganzen [‘*] absolute In-
varianten'), Ee) zugebérige Formen und ebensoviel Covarianten dar-
stellen. Aus ihrer Bezichung zum Transformationsprobleme wird dann
zuniichst der Nachweis gofthrt, dass diese Formensysteme vollstindig
sind. Dass sie auch von tbersibligen Formen frei sind, also nur von-
einander unabhiingige enthalten, ergiebt sich dann durch folgende Ober-
legung.

Die wirkliche Anzahl I der voneinander unabbingigen absoluten
Invarianten ist unter allen Umstinden gleich der normalmissigen,
vermehrt um die Anzahl w von Substitutionscosfiicienten, welche bei

iner culissigen Transformation von F willkrlich bleiben; flr die bi-
linearen Functionen ist also I=. Die stets zulissige Transformation

von F in sich selbst (art. IL) zeigt aber, dass allgemein o-(F], also
gleich ist der in art. I. gefundenen Anzahl von absolaten Invarianten.
Folglich ist dieses Formensystem nicht nur vollstindig, sondern
such frei von Uberzibligen Formen. Daraus ergiebt sich dann nach

dem in meiner vorigen Arbeit benutzten Prinzip, dass die sus diesem
Invariantensysteme hervorgegangenen zugehdrigen Formen und Co-
varianten, soweit sich solche wirklich ergeben konnten, ebenfalls von-
einander unabhingig sein missen.

Dies festgestellt, ergiebt sich mittelst des von Hern Aronhold
gelehrten Verfahrens fir die absoluten Invarianten IT von F sehr leicht

das System von nn Difforentialgleichungen

(4) Dall =0,
wo

om omDy =Zhe Fh) + 505 OF]
ist, und welchem alle absoluten Invarianten und nur solche gentigen.

Dieses System ist ein vollstindiges. Bezeichnet man nimlich,

was bei allen Untersuchungen dieser Art grosse Vortheile gowahrt und
im Folgenden beibebalton wird, durch das Zeichen

die Null oder Eins, jenachdem & von i verschieden oder ihm gleich

1) Uatar [2] wird im Folgvodon ste die grtte in eothaltone guase
‘Zabl verstanden.
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it, so findet fr jede Fonction der Coefficienten von F die identische
Gleichang

(B) Dj, Dall — DaDysT= ({) Dy (3) Dyal
statt, wolche Herr Clebsch bereits im 65% Bande dieses Journals

pag. 268 fiir die homogenen Functionen, wenn auch in verschiedene
Fille zerlegt, anfgestellt hat; dieselbe hat ganz allgemeine Guiltigkeit.
Sie zeigt, dase jede Gleichung, welche aus dem System (4.) durch
Differentiiren und Elimination der haheren Derivirten hervorgeht, auch

‘aus Gleichungen des Systems linear zusammengesetzt werden kann. .
Da aber im System (4.) die Ansabl der Variabeln mit der Anzahl

der Gleichungen Gbereinstimmt, so ist die Anzahl » der tbersihligen
Gleichungen dieses Systems gleich der Anzahl seiner Lésungen, also

«-[F)
wihrend es flr p> 2 steta Null ist.

Far dieaugekirigenFormen ¥ und dieCovarianten® exgeben sich,wenn jede durch eine gecignete Invariante dividirt wird, die Gleichungs-

systome °
© Da¥+Fam =0, Dad 252 —0, -
deren Vollstindigkeit man leicht boweist. Disselben sind ausserdem
yon Aberaibligen Gleichungen frei. In der That ist die Anzahl der
Lésungen des ersten Systems, nimlich der sbsoluten Invarianten und

mugebdrigen Formen zussmmengenommen, —(]+["t*]—n, also
die normalmissige; dasselbe gilt vom andern System.

Far die Zwischenformen @ erhilt man, wenn jede durch eine ge-
cignete Invariante dividirt wird, das Gleichungssystem

Dy@+ ou — 238 0.
Daseelbe ist ein vollstindiges, und wie aus dem flr die Systeme (0)
geflhrten Beweise hervorgebt, von dbersibligen Gleichungen frei; die
Anzahl seiner voneinander unabhiingigen Lésungen ist daher 2n.

‘Verwendet man aber zu einer vollstindigen Lisung dieses Systems
miglichst viel absolute Invarianten, zugehérige Formen und Covarianten,

s0 bleiben 2n —[2]—2-["F*]=[2] cigentliche Zwischenformen
‘brig, welche

1) mit den zugehdrigen Formen ein System von n in Berug auf
die Varisbeln w,

2) mit den Covarianten ein System von n in Bezug suf dio Va-
riabeln z,
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8) mit beiden und den abscluten Invarianten ein System von 2n

in Bezug auf die Coofficienten von F voneinander unabhingigen
Funetionen bilden.

Diese [*] Zwischenformen bilden also cine selbstindige Gattung
von Ausdriicken, indem sie sich aus den fibrigen Grundformen nicht
zasammensetzen lassen, und begriinden insofern einen der wesentlich-
sten Unterschiede zwischen den bilinearen und den Functionen von

hohern Ordnungen. In der That besteht auch flr jede dieser letatorn
ein System von 2n Zwischenformen, welche in Bezug suf die Varia-
beln 2 und w voneinander unabhingig sind. Verwendet man aber zu
einem solchen System vollstindige Systeme von zugehdrigen Formen

und Covarianten, so bleibt keine Zwischenform mebr dbrig, woraus
hervorgeht, dass in diesem Falle jede Zwischenform aus zugehdrigen
Formen und Covarianten zusammengesetzt werden kann, vorausgesetzt,
dass diese simmtlichen Formen durch Division mit einer Invariante in

der mebrfach erwahnten Weise modificirt worden sind, woru man stets mit,
in und derselben, nicht absoluten Invariante und ihren Potenzen ausreicht.

Der Grund von dieser und jeder andern Abwoichung der bilinearen

Fanetionen vom Verhalten der Functionen héberer Ordnungen liegt
darin, dass fr die letztern die oben durch u bereichnete Zahl stets

Null ist, und os geht hieraus hervor, dass neben der Herstellung der
Grandformen sich bei den bilinearen Funetionen noch folgende beiden,
bei der hier vorauegesotzten Gattung von Transformationsproblemen

fr sie allein existirenden Aufgaben darbieten:

1) Die Transformation einer bilinearen Function in sich selbst
und der Nachweis der willkirlichen Elemente in der hieraus ent-

springenden Substitution;

2) der directe Nachweis derjenigen [4] Gleichungen, welche im
System (A.) Ubersihlig sind.

Wegen der Halfsmittel, welche hei der Herstellung der Grund-
formen benutzt werden, und der Anwendung der zugebdrigen Formen

zur Bestimmung der Substitution verweise ich auf die fundamentale
Abbandlung des Herm Aronhold im 62" Bande dieses Journals.

L Die Grandformen der bilinearen Function F.

Man verificirt leicht, dass die Determinante

P= E+ (11) (22)...(nn)dem Gleichungesystom ;

DyP=2 ()?
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Gentige leistet; also ist P Invariante von F, und wenn ¢ die stets von
Null verschiedene Substitutionsdeterminante bedeutet, die Transformirte
von P

PimrP.

Dies festgestellt, sei § die aus F durch Vertauschung der Variabeln-
aysteme hervorgehende bilineare Function,

F = SGh)y,2 = S(hg)z,y-

Da bei beiden Variabelusystemen dieselbe Substitution vorausgesotat
wird, so hat § dieselben Invarianten wie F, und alle simultanen In-
varianten von F’ und sind zugleich Invarianten von F. Dasselbe
gilt demnach auch von den Invarianten der Function 1F' +, #0-
lange 4, 4 constante Werthe haben.

Setzt man daher den Coefficienten von 2,y, in dieser Function,
nimlich

Ah) + w(hg) = [9h],
so folgt, dass auch

E+ [11] [22]... [on]= 1, w)eine Invariante von F ist, und zwar flr alle constanton Werthe von 2

und y.
Far die Anwendungen der cugehirigen Formen ist es ndthig, die

einfachen Voraussetzungen der Einleitung 2u verlassen, und statt der
Variabeln u allein zwei Varisbelnsysteme einzufthren. Wir suchen

demnach simultane Invarianten von 1F +i mit dem Producte zweier

Jinearen Funetionen U— u,z,, U’— Eujy,, also der bilinearen
Function

U, = Su,u,z¥y

‘Aus dem Vorangehenden ergiebt sich die Invariante

[UI]+ amu, [12]
+ amu, ||i em (22) bans, ... }

welche fr a= 0 in 11(2, u) Ubergeht. Dieselbe ist in Bezug auf «
linear und bleibt ungeindert, wenn man 2 mit » und augleich das

System der Variabeln u mit dem der w’ vertanscht. Setzt man sie

= IIA, 4) +aP(A,u; uw’), so but auch ¥ die zuletzt erwibnte Kigen-schaft, und es wird, wenn durch

1,(2,#)die aus einer Aenderung des Elementes [gh] entepringende Unterdeter-
minante von I1(2,4) bezeichnet wird, die gesuchte zugehdrige Form

(a, ws HW) = ST1,(2, HH,
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also eine bilineare Function derVariabelnsysteme u,’. In Determinanten-
form wird

| Ow mo. |
_.

—u, (11) [12]... [In]

CA,wy, #)—|—uy (21) [22]... [2n]}-
4 [m1] [»2] ... [nn]

Um bilineare Covarianten zu erhalten, setzen wir

oF oF

fen Xe Ek
und suchen simultane Invarianten von AF+ «§ mit dem Producte derlinearen Functionen 2X,y,, 2¥,z,, indem wir die Coefficienten X, ¥
wie Constanten behandeln. Das Vorangehende zeigt, dass die hieraus
fliessenden Covarianten erhalten werden, wenn man in W jedes u, u’

durch das entsprechende Y, X ersetzt; also ergiebt sich die Covariante

(2,u; 9) = P(A,w; ¥, X).
Was die Bezichung zwischen diesen und ihren Transformirten be-

trifft, so folgt aus der Grandeigenschaft von P, aus welchem die Vor-
stehenden als Entwicklungscoefficienten entspringen,

T=, =P, W=ro.

Wir werden nun zuniichst zeigen, dass diese Gleichungen fir die
‘Méglichkeit der Transformation von F in F” und die Bestimmung der
dies leistenden Substitutionen nicht bloss erforderlich sind, sondern
auch hinreichen, sobald sie fir alle Werthe von 4 und m erfullt sind,
d. bh. dass die vermige der Willkirlichkeit von 4 und m aus II, ¥, ®
hervorgehenden Formen hinreichen, um aus ihnen jede andere Form
derselben Art zusammenzusetzen.

In der That wird fitr 141, «0 identisch ® — I7(1,0)F, also
© = 11'(1,0)F" und 11'(1,0)F’= r11(1, 0)F, endlich, weil 17’(1, 0)=r'II(1,0) ist, F’=F, w. 2. b. w.Dass in der Gleichung PJ]= PJ’ alle fir die Méglichkeit der‘Transformation von F' in F” erforderlichen Bedingungen enthglten sind,
hat zuerst Herr Kronecker in seiner Abhandlung tber die bilinearen
Funetionen von gerader Dimension n') durch directe Transformation
derselben in eine Normalform bewiesen.

1) Monateberichte der Berliner Akademie, Sitzung v. 15. October 1866,
pag. 601
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Um die Anzahl der Formen zu Obereehon, welche in obigen Aus-

Aricken wegen der Willktrlichkeit von 4 und u enthalten sind, sotzen wir
H+ (cr eco)
ay OE = bay

woraus allgemein

Gm eutea Suma  On= 8a

folgt. Wird alsdann noch

. Atuems, t-p=t,also
[6k] = 86, + ty ‘

gesetzt, 20 wird .
ow «, see

wa|—% 0 86, +18...

ty 86418, 80 a (
woraus JT durch Woglassung des aus den u und u’ gebildeten Randes
erhalten wird.

Vertauscht man nun 4 mit #, und jedes u mit dem entsprechen-
den uw’, 80 wechselt¢ sein Zeichen, s, IZ und ¥ bleiben ungedndert.Da nun JT von den Variabeln u, w’ unabhingig ist, co hat seine Ent-

wioklung die Form

T= I+ *8TL, + 8-H, +,
wihrend, wenn entwickelt

te et eee A

ist, dio Entwicklungscoefficionten ¥, bilineare Functionen der Variabeln

1, w’ sind, welche bei der Vertauschung der beiden Variabelnaystome
entweder ungelindert bleiben, oder nur ihre Zeichen wechseln, ersteros
bei ungeradem, letzteres bei geradem 0.

Setzt man daher, um den in der Einleitung vorausgesetzten Fall

zu erhalten, jedes w’ dem entaprechenden u gleich, so fallen alle ¥,
mit geradem Index weg, und os ergeben sich nun [" +] Invarianten,
[£7] mgehorige Formen mit einem einsigen Variabelnsystem, also
ebensoviel Covarisnten derselben Art, aus denen alle Formen gleicher
Gattung zusammengesetzt werden kénnen, Dass sie auch voneinander
unabhingig sind, liset sich aus der Einrichtung der Elémente von
erkennen, wird sich aber auch im folgenden art. ergeben.

‘Von den besonderen Fillen, welche sich hier darbieten, und welche
allo suf bekannte Determinantensitze hinauskommen, heben wir einen
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des Folgenden wegen hervor. Fur ein ungerades » wird nimlich ¥,,
wie man aus dem Ausdrucke flr ¥ erkennt, wenn man ¢—0, t—1

setzt, das Product aus einer linearen Funktion der u und der nimlichen

Funktion mit den Variabeln w’. Folglich kann die bilineare zugehdrige
Form ¥, durch eine in den  lineare ersetzt werden, welche wir durch

(uw) bezeichnen werden, so dass B,— y(u)y(u’) wird.

IL Transformation der bilinearen Function F in sich selbst.

Sei

a Sb WZ
die Substitution, durch welche F in

F= S(ghy ny‘ubergefthrt wird, und

4 Dah

die in den zugehdrigen Formen auszufdhrende transponirte Substitution,
welche fiir beide Variabelnsysteme der u und w’ gilt.

Soll nun allgemein
(ghy

= @h)sein, also durch die vorausgesetzte Substitution F in sich selbst mit

andern Variabeln transformirt werden, so folgt aus der Gleichung
T'= IT, dass

fel
sein muss.

Der bessern Uebersicht wegen setzen wir von hier an

At+p=s—1, l—-pt,

wodurch die Grundformen J1(4,u), W(A,u; u,v), O(a, a; 2,9) in

Funetionen von ¢ tibergehen, welche wir durch I7(t), ¥(t; u,u’), (¢; 2,9)
bezeichnen, und von denen die erste eine gerade Function von ¢ ist.

Beim obigen Werthe von +? ergiebt sich flr die zugehdrigen
Formen die Gleichung

() Bt; 0,0) — P(t; ww)
oder

ZAM ~ZNO,
welche fir jedes ¢ erfullt sein muss,

Wir beweisen zuniichst, dass aus dieser Gleichung stets r*—1 folgt.Vergleicht man niimlich beiderseits die Coefficienten von uu,, 80 folgt

ST,Oe = TasSMO eye ald



XV. Theorie der bilinearen Functionen, 285

und wenn man mittelst dieses Ausdrucks die von Null verschiedene

Determinante E+ I,; My...II,, bildet, * — 1, wie erforderlich ist.Dies festgestelit, ist es nothwendig, die beiden Fille za unter-
scheiden, wo m gerade oder ungerade ist.

Tm ersten Falle, n= 2m, ist der Grad von ¥ in Bezug auf¢ umeine Einheit Kleiner, als der Grad von JT. Schliesst man nun den Fall
aus, wo nicht alle Coefficienten von F willkirliche und voneinander

unabhingige Werthe haben, so hat die Gleichung I(f) = 0 m Lésun-
gen # = o!, f= o},... =o}, die alle voneinander verschieden sind.

Dividirt man jetzt die Gleichung (1.) durch I(t), 80 ergeben sich
sus ihr durch Zerlegung in Partialbriiche zwei Systeme von je m Glei-

changen, welche den Wurzelfactoren t—,, ¢ + ©, entsprechen, und
die Gleichung (1.) véllig ersetzen. Der erste Wurzelfactor liefert die
G@leichung

ZMs(0) 4H, —FM)
beachtet man, dass 17,,(—«,) =— II,,(o,) ist, so ergiebt sich aus dem
andern Wurvelfactor die Gleichung

21,,(0,)0,%, = 51,(0,)4,%-

‘Multiplicirt man mit 17,,(@,), wo k einen beliebigen Index bedeutet,
80 zerfallen die vorstehenden Ausdriicke in Linearfactoren

2) SMO), FMI SMO), SMa),

8) 3M,(0%, SM(o)%,— FM,(0), SMalo.
‘Da jedes v, lineare Function der w allein, und jedes v dieselbe Func-
tion der w’ allein ist, 80 folgt aus (2.)

2M o)0, = 4, 21(0,)H)

SMe), = EBM),
wo alle a willkiirliche Constanten und offenbar von k unsbhingig sind.

Vertauscht man hier die Variabeln « und w’, so vertauschen sich
‘auch die und o', und es folgt, dass die Gleichungen (3.) von selbst
befriedigt sind.

Also haben wir zur Bestimmung der gesuchten Substitutionen,
durch welche bei geradem m—2m die Function F in sich selbst

‘transformirt wird, die 2m Gleichungen
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ZArlo)(o,— 4.4) =0,

2M,(o)u,—42,)=0,
in denen der Index & gleichgtltig ist, und durch jeden andern ersetzt
werden kann.

Zor Bestimmung der inversen Substitution erbilt man ihnliche
Gleichangen. Da die Determinanto dioser Gleichungen, wie man durch
Bildung derselben leicht findet, von Null verschieden ist, so sind die

Unbekannten © als lineare Functionen der w mit den m—[7] will-
Kiirlichen Constanten a bestimmt

For ein ungerades »—2m +41 sind ¥ und IT vom nimlichen
Grade in ¢. Folglich liefert die Partialbruchzerfillung in diesem
alle 1) ein System von 2m Gleichungen der nimlichen Form wie
das vorstehende, und 2) nach der Bezeichnung am Schlusse des vorigen

art, noch die Bedingung ¥,(0, 0’) —¥,(u, 1’), welche durch die ein-
fachere y(v) —r-y(u) ersetzt werden kann, und dsher keine willktr-
liche Constante in die gesuchte Substitution einfuhrt. Folglich ist

in dieser die Anzahl der willktirlichen Elemente wieder m—[]-
Die Anzahl der willktrlichen Substitutionselemente stimmt daher

in allen Fallen mit der Anzahl von absoluten Invarianten dberein, die

sich im vorigen art. ergeben haben, und es ist hiernach dieses In-
variantensystem nicht blose vollstindig, sondern such frei von dber-
ahligen Formen. Dasselbe gilt daher auch, wie schon bemerkt wurde,

von den Obrigen Formensystemen.

IIL Transformation von F in spesielle Formen.

Fur dio Transformation von F in irgend eine gegebene Form F”
haben wir demnach die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen

TQ, w) = PG, w),

(A,nj 0, })BA, ww, w),
HG,n Bn) 08, u 29),

von denen die erste die simmtlichen Bedingungen flr die Moglichkeit
der Transformation enthilt, die xweite die directe und die dritte die
inverse Substitution liefert,

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Substitution so 2u bestimmen,
dase F’ in cine Summe von m bilinearen Functionen
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Ai SHY Em, (9h = 1,2,...m)
fi = SGhY EM, (Gh—= my +1, 9, +2...)
f= SGhYEy Gp — thy +1, yg +2, «2 )

zerfillt, welche so gewiblt sind, dass ein Variabelnpaar ,, 7,, welches
in eine von diesen speciellen Functionen eingeht, in keiner von den

tbrigen mehr vorkommt
_

‘Auf dieselbe Weise, wie in art. I. 17(2, 4) aus F, (i,q, uw) und

(i,u, z,y) aus IT(,q) abgeleitet wurde, leite man aus jeder der
vorstehenden, einer geringern Anzahl von Variabelnpaaren entsprechen-
den Functionen eine Invariante, rugehrige Form und Covariante ab,

welche far die Function 7 durch ,(1, 1), ¥4(2,a ©, 0°), a(t,my &, 0)dezeichnet werden sollen.

Dann wird offenbar flr die Function

die Invariante Aithiteothe
A (A, B) = (4, #)(2, #) --- em(A, Ht),

wibrend, die Herleitung von ¥ und @ aus IT sofort erkennen lésst, dass

Fd wie,2) pans® 8)ciae
#00 ED) elms Be)
Se ee eC

it.

Setzt man diese Ausdriicke den der urspriinglichen Function F
entsprechenden gleich, und zerfallt beiderseits in Partialbriche, so zer-
fallen die hier auftrotenden besondern Werthe der Functionen ¥,, ,)
¥, ® nach dem vorigen art. in Linearfactoren, und es muss nun jeder
solche Linearfactor der einen Seite einem durch die Bedingung eines
gleichen Nenners und entsprechender Varinbeln vollig bestimmten
Linearfactor auf der andern Seite proportional gesetzt werden.

Wir verfolgen dies nicht weiter, und ziehen aus dem Voran-
gehenden nur noch die folgende Bestimmung aber die zulissigen Di-
mensionen der einzelnen Functionen 7.

Setzt man wieder i+p—s—1, 1—p=t, 0 werden beide
Seiten der flr die Méglichkeit der Transformation nothwendigen und
ausreichenden Bedingungsgleichung

ATCA,B) — H(A, )ta(A ) «+ HayB)
ganze Functionen von , und die linke Seite sowie die aufeinander-
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folgenden Factoren der rechten in Bezug auf f vom Grade (F), (i)
(ho) [e2)- Damit diese Gleichung bei willkitrlichem ¢
durch geignete Wahl der Functionen f,’ befriedigt werden kine, ist
es also erforderlich, dass beide Seiten in Bezug auf # vom nimlichen
Grade sind, also

m= My =m-1]

T+Pat)+-+P)-(9]
ist, Bezeichnet aber « die Anzahl derjenigen Functionen /;, welche
von ungerader Dimension sind, so ist die linke Seite offenbar

an

und daraus folgt, dass unter den Functionenf,’, fy, ... [4 sich fiir eingerades n keine, fiir ein ungerades n nur eine einzige von ungerader Di-mension befinden darf. Ist diese Bedingung erfullt, so ist die verlangte
Transformation von F stets méglich.

Nimmt man daher, um die grisste Vereinfachung zu erhalten, die
Dimensionen simmtlicher Functionen f so klein wie moglich, so zer-

fillt 1” for ein gerades n in cine Summe von [ }] biniren Functionen,
wozu flr ein ungerades m noch ein eingliedriger Ausdruck kommt.
Der erste von diesen Fallen liefert die von Herm Kronecker in der

oben erwihnten Abhandlung zuerst eingefuhrte Normalform.

IV. Die Zwischenformen und die tibersihligen Differential-

gleichungen der absoluten Invarianten.

Um eine gréssere Anzahl von Zwischenformen ru erhalten, aus
denen sich dann die vorgugsweise charakteristischen zusammensetzen
lassen, suchen wir mit Ausscheidung von friher bestimmten Formen
simultane Invarianten von

AF + w= S[oh]2,y,
mit den linearen Functionen

U=Zu,z, V=EX,y, W= Ey,
indem wir schliesslich

- oF a

X= oy Bay,
sotzen, wodurch V und W in F und § tbergehen. Vermehrt man
also in I(2,z) jedes Element [gh] um

=au,X, + Bu,E, + rd, + 0m,X,,
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entwickelt dann nach Potenzen von «, B, y, , so ergiebt sich

TQ, #) + 28, + 96, +78, +80,4-,
wo die Entwicklungscoefficienten der linearen Glieder, welche wir
allein berticksichtigen, die Ausdriicke

6, = SI, 4,Xy
8, = STy- 4B,
6, — SI1,,-4,E,,
O.= ST, 4X,

haben und eigentliche Zwischenformen sind. Zwischen diesen vier
Formen bestehen einfache Beziehungen.

‘Zonichst bemerkt man leicht, dass durch Vertauschung von 4 mit »©, mit @,, ©, mit 6, vertauscht wird. Sodann ergiebt sich

26, +40,—1-U,

16,4 20,— 1-0.
Setzt man daher

40,4 20,— 10+ 6,
so wird

20, + 20, — 1U— 8,
und @ eine neue Zwischenform, welche auf doppelte Weise dargestellt
werden kann

© 1(6,— 6) = #(@—6),

‘also durch 2u theilbar ist, und dberdies durch Vertauschung von 4
mit w nicht gelindert wird.

Hieran knfpfen sich nun merkwirdige Resultate. Ersetet man
allgemein z,u, durch

DyF = 2, 2F 4,27Fm 255 +My,

(vergl. die Einleitung), und bezeichnet das, was hierdurch aus @, wird,
darch @,(F), 80 folgt, weil U in 2F thergeht,

10,(F) + 4O(F) -21F+ 6(F),40,(F) + 46,(F) = 2UF— @(F).
Nun ist in 26,+ 4, der Factor von JI,, gleich

au, X, + wa, X, — Sainz, + wlig)ems
derselbe geht durch die angegebene Substitution ber in

SUD,F + wi)Da.
In diesem Ausdrucke findet sich der Factor von 2,y, ohne Schwierig-

R.Monriatettet, QuamncleAShandiengen. ra
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keit — (ih) [9k] + (ig) [KA]; also ist in 26,(F) + ¢@,(F) der Factor
von 2,%, gleich

$11,,(M [9k] + Gig {kh} —2IT- (),
mithin

26,(F)+ 4O(F) = 2IF,
@(F)=0,

26,(F) + #6,(F) = 211F.

Die zweite von diesen Gleichungen liefert den Satz:

Ist die obige Zwischenform:

O= Shut,
$0 ist identisch

ZADaF

= 0,also auch fiir jede beliebige Function P der Coefficienten von F
Zh DaP = 0.

Diese Gleichung enthilt die vollstindige Losung der Aufgabe, die tiber-
zabligen Differentialgleichungen der absoluten Invarianten zu bestimmen.
‘Da nimlich

6, — Oy = SMX, — ME),

und © = 1(6,— @,) ist, 80 folgt
4a = LZ (MM, — HT,)-

Einen andern Ausdrack erhilt man aus der Gleichung © = 4(@,—®,),
nimlich

y= we S(M,— G)T,)-
Die halbe Summe beider ergiebt endlich die symmetrische Darstellung

1 Sgq) 2 an

Aa5(Osan) — 9 sa)
Setzt man nun

T= Tigi + Tat Mighty +o + Tye,
so fallen aus 4,, die mit 4* und u* multiplicirten Glieder fort, wie
man leicht verificirt, und auch aus dem Umstande schliesst, dass ©,
mithin auch 4, durch Ap theilbar ist, so dass in der Entwicklung
von 4, nur (n—1) Glieder dbrig bleiben. Da aber allgemein

1,_,~ I, ist, so erhalt man nur "+ verschiodene Glieder, wenn
(n—1) gerade, und nur * Glieder, wenn (n—1) ungerade ist, slso all-
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gemeineal verschiedene Lésungen der Aufgabe, die n-n Coefficienten 2,,
0 mu bestimmen, dass

ZADuP

fir jede beliebige Function P verschwindet.

Dadurch sind ebensoviel Gleichungen des Systems

DyP=0

als lineare Folge der tbrigen nachgewiesen, was direct bestatigt
werden sollte.

V. Bigenschaften der 2,,.

Durch das Schlussresultat des vorigen art. erlangen die Coeffi-
sienten der speciellen Zwischenform @ ein selbstindiges Interesse, wos-
halb wir zum Nachweise ihrer Eigenschaften Ubergehen.

Da 6(Z, «) Entwicklungeglied einer Zwischenform II ist, welche
der Gleichung 11’= r'IT gentigt, so ist unter Voraussetzung der inart, IL angegebenen Substitution

65,0) — FO@,u),

‘und es gentigt hiernach dem System partieller Differentialgleichungen

20 26 _ otDy@+ Fu, = % gu, 7 2(4) 8
daseelbe gilt von jeder der vier Zwischenformen, pus denen @ 2u-
sammengesetzt wurde.

Sei nun 2/, das, was aus 2,, wird, wenn jeder Coefficient von F
durch den entaprechenden Coefficienten der transformirten F” ersetzt
wird, alto @(z,u)—5%,21,; dann folgt aus der ersten Gleichung

DHEPTAaT Ma:
‘Nimmt man beiderseits die Derivirte nach&, und »,, #0 folgt, weil Fentyamy _ Dl0Br ist47 Gay ainge

Ben? Den pen be

Setzt man sodann den Ausdruck von 6 in die Differentialgleichungen
ein, 80 folgt

Dadyr= 2 (i) bya (i) duct (8) de
Ist daher P irgend eine Function der 2, also auch der Coefficienten

aw
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von F, s0 folgt

4) ap ap ap

DuP=2(i)Sancta t Di (Gaya Aats,):
Wenn daher P homogen ist und dem Gleichungesystem

aP aP

Bare Med)?
gontigt, s0 ist es cine Invariante von F. Die Bedeutung dieses Resul-
tates wird sich aus dem Folgenden ergeben.

VI. Ueber die den Zwischenformen cigentiimliche Substitution.

Nach dem Vorangehenden ist @(z,%) eine bilineare Function,
deren Transformation sich von der frither betrachteton dadurch unter~

scheidet, dass die auf die beiden Variabelnsystome anzuwendenden Sub-
stitutionen nicht Gbereinstimmen, sondern zueinander transponirt sein
sollen. Sei allgemein

G = S1,,2,%

eine solche Function, welche durch die beiden Substitutionen

2 Dib So
in

=81,,8,0,‘bergeftbrt wird.

Vermége der @leichung G’= G folgt aus der Lehre von denZwischenformen, weil

* ae ae _ aeDini a.
Dies festgestellt, sei IT eine Function der Coefficienten von G; dann ist

am ar paw

or ae ae

80, [hoe —eda

am yp am2 Gita hes)
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Wenn dsher dio rechte Seite dieser Gleichung flr jedes i und k ver~
schwindet, so ist IT absolute Invariante von G, und umgokebrt.

Die absoluten Invarianten von G, unter Voraussetzung obiger
‘Transformation, sind also durch das Gleichungesystem

an an4) bull= SO (Fi babeGh) 7°
definirt, und es liest sich nun zunichst leicht zeigen, dass G bei obiger
‘Transformation auch nur absolute Invarianten besitzt.

Um dios sa beweisen, setzo man die rationale Funetion 11 gleich
dem Quotienten aus zwei von gemeinsamen verinderlichen Factoren
bofreiten ganzen Funetionen. Dann erhilt man nach bekannten Schldssen
far diese ein System von Differentialgleichungen

bP = enP,

wo’ die Factoren ¢ simmtlich constant sind, Wir werden nun zeigen,
dass diesolben alle Null sein mtssen, woraus dann der vorstehende

Sate folgt
Aus der Definitionsgleichang

2G 26

8G= 155 — 5u,Me
sicht man leicht die folgende

@) 8nbaG~ 648.6 = (Ou= (2) 8.8,
welche nun auch fir jode belisbige Function P gilt. Aus den obigen

Differentialgleichungen folgt jetzt 0 — ({) eu? — (en? also, wenn
nicht P—0 ist, was wir ausschlicssen, ({)¢,4—() ey» woraus all-
gemein e,—(;)@, mithin 3,P—(})P folgt Da aber identisch
54,,P= 0 ist, so folgt endlich 9 = 0, w. 2 b. w.

Vergleicht man diese Resultate mit dem Schlusso des vorigen art.,

0 folgt, dass jede Invariante ciner bilinearen Zwischenform von F,
mit Racksicht auf die den Zwischenformen eigenthimliche Trans-
formation gebildet, auch Invariante von F’ selbst ist.

Es ist sehr leicht, Invarianten von @ zu erhalten. Sei

H=SG,,z,%,

eine derselben Transformation wie G unterworfene Function oder — @

selbst. Dann ist nach art. V.
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atogr

a atogr
Ga Stee?

‘mithin

io «a, Steer,2) Dia $(Bou) 4 Fer
__

Wenn daher eine bloss aus Coefficienten von G gebildete Function

(i) die Higenschaft hat, dase

AG) =f)
ist, so ist auch

t(24.6.,) = (31.6):

Nun findet man leicht, dass S%,—5%,, ist; nimmt man daher das
erstemal HG, und dann neue, sich von selbst ergebende Formen
fir H, so erhilt man folgende Reihe von Invarianten von G, die
nach dem Obigen simmtlich absolute sind:

Shy

Diba(D) it”
THe

DDalasha
U8 Ww

os

Ein zweites Verfahren ergiebt sich aus den Differentialgleichungen
(4). Da nimlich aus diesen

28,00 am ‘a am b) OT

“the ~ 2a(ai,) + (eat (i) atfolgt, so ist identisch

aaqn an

Die ba Bin)
‘Wenn daher I eine Lisung des Systems (A.) ist, so ist auch

en

me
eine solche, und hieraus kénnen durch Wiederholung noch weitere
Lésungen 0017= 6°11, 6°11 u. 8. w. folgen.Nun bestiitigt man ohne Weiteres, dass 4 — 5 + Ii---lyq don
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Gleichungen (4.) gondgt. Folglich worden dieselben fr jeden con-
stanten Werth von « auch befriedigt durch

tye hy veh | .by athe |ee,
: |

Way daa ee law |
worin m offenbar voneinander unabhingige Lésungen enthalten sind.

Die Warzeln der Gleichung 4(a)—0 sind ebenfalls Invarianten
‘on G, wie man mittelst der Differentialgleichungen (A.), denen 4(«)
und seine nach « genommenen Derivirten fir jedes « gentgen, leicht
destitigt. Zwischen diesen Wurzeln und den unter (D.) angegebenen
Invarianten besteht ein sehr einfacher Zusammenhang, den zuerst

Herr Borchardt (Bd. 30 dieses Journals pag. 38) gefunden hat, und
wolcher sich auch aus dem Folgenden ergiebt.

‘Wir werden nimlich zeigen, dase die vorausgesetzte Substitution
steta so gowihlt werden kann, dass G’ die Form

@ =Soar,

annimmt, und dass alsdann die Coefficienten @ die Wurzeln der Glei-

chung 4(x)—0 werden. Ist dies bewiesen, #0 wird 1, — 0, = 0,
und die unter (D.) gegebenen Invarianten werden:

Bh Sli Zo, Dhabi Zor, Dhalsbi— Lo’, vs.
Da allgemein

Ban Zehr
$ 7

ist, so ist zur Ausfubrbarkeit obiger Transformation von G flr jodes +
das Gleichungssystem

Peal 0%

erforderlich. Also missen dio Gréssen @ die Wurzeln der Gleichung
4(@)= 0, oder es muss identisch

4(@) = (@,—4)(0,—«) ...(@,—a)

sein. Sind die @ dieser Bodingung gemiiss gewihlt, so lassen sich die
‘Tronsformationsbedingungen flr jedes i befriedigen. Daraus folgt
aber, dase in (a) alle voneinander unabhingigen Invarianten von @
enthalten sind und dio Anzahl dereelben n ist. Endlich folgt fir das
System (4.), dessen Vollstindigkeit durch die Gleichung (B) nach-
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gewiesen ist, dass dasselbe genau n dberziblige Gleichungon enthilt.
In der That findet man leicht, dass der Ausdrack

ZHdal

flr jede Function 17 verschwindet, wenn man die Coefficienten » aus
einer der folgenden Gleichungen wilt:

ta (i)
Baha

HR Zhao

weDhl
uaw

Die invariantiven Eigenschaften dieser cbenfalls zuerst von Herm
Borchardt (in der oben erwihnten Abhandiang) eingefthrien Aus-
Articke ergeben sich ohne Weiteres aus (C.). Mittalet derselben findet

man leicht, dass allgemein ‘7’ der Coefficient von wr in der ab-
steigenden Entwicklung von

_ Blog (2)
Bh

ist. Bei der Wichtigkeit der Ausdricke y,, flr die Untersuchung der
Gleichung 4(a)= war es nicht ohne Interesse, die eigenthimlicheBedeutung nachruweisen, welche ibnen in der Theorie der bilinearen
Fanctionen zukommt.

Zurich, 27. December 1867.



XVI.

Allgemeine Theorie der geodatischen Dreiecke.

(Mathematiache Abbandlungen der Koniglichen Akademie der Winenschaften 22
Berlin 1868, 8. 119-176.)

Die vorliegende Abhandlung beschiftigt sich mit der allgemeinen
‘Theorie geoditischer Dreiecke, ohne irgend eine boschrinkende Voraus-
setzung aber die Lingo ihrer Seiten oder die Oberfliche, in welcher sie
enthalton sind. Die Untersuchung solcher Dreiecke ist bisher nur fir
die beiden besondern Fille auageflhrt worden, welche sich in der prak-
tinchen Geodisie darbieten, nimlich hauptsichlich in einer sehr umfang-
reichen Literatur flr das von der Kugel nur wenig abweichende ab-
geplattete Rotationsephiroid, flr welches namentlich Gauls, Bessel,
Jacobi und in der neuesten Zeit General Baeyer und Hansen An-

niherungeformeln abgeleitet haben, die fllr numerische Zwecke nichts
tu wiinschen brig lassen. Der zweite Fall, welcher noch behandelt

worden ist, betrifft die unendlich kleinen geodiitischen Dreiecke auf
beliebigen Oberitichen, deren Theorie Gaufa in seinen Disquisitiones
gencrales circa superficies curvas (art. XXII bis Ende) entwickelt hat.

Die aligemeine Frage, welche im Folgenden behandelt wird, ist
dagegen noch nicht bericksichtigt worden, obgleich der genaue Zu-
sammenhang derselben mit der Lehre von den sufeinander abwickelbaren
Flichen, und die Aufforderung von Gaufs selbst zur weitern Ausbil-
dung dieser Theorie (1. c. art. XIII) wohl geeignet sein konnten, die Auf-
merksamkeit auf cin Problem zu lenken, welchem, flr einen besondern

Fall, ein grofser Theil jener berdhmten Abhandlung gowidmet ist.
Dafs gleichwohl der Versuch einer an keinerlei Einschrinkungen

gebundenen Begrindung der hohern Geodisie bisher unterblicben ist,
dirfte sich zum Theil dadurch erkliren, dafs die bisherigen Unter-
suchungen von zu specieller und im Zusammenhange damit von zu
verwickelter Natur gewosen sind, um die Moglichkeit einer geeets-
miifsigen Behandlung dieser Fragen erkennen m lassen. In der That
geht aus diesen Untersuchungen zwar hervor, welche Grifsen — niim-
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lich die Seiten und ihre Azimuthe an den Ecken — zur vollstindigen
Kenntnifs eines geoditischen Dreiecks erforderlich sind, aber nicht,
welche mit diesen Gréfsen verbundenen Functionen eingefthrt werden
m{ssen, um zu den Grundformeln fur eine Trigonometrie beliebiger
krummer Oberfluchen zu gelangen.

Teh betrachte es nun als das Hauptresultat der folgenden Unter-
suchungen, dafs, ebenso wie die Lehre von den nach dem Newton'schen
Gesetze wirkenden Anzichungskriften von einer einzigen Function, dem
Potential abbingt, die Geodisie einer beliebigen krummen Oberfliche
auf die Theorie einer einzigen Function von vier Variabeln zurick-
kommt, welche ich die reducirte Linge eines goodatischon
Bogens nenne und durch (0 0,) bezeichne, wenn o und o, die End-
puncte dieses Bogens sind.

Ist diese Grofse als Fonction der Coordinaten von o und 0, be-
stimmt, so liefern meine Untersuchungen unmittelbar die endlichen
Formeln fr simmtliche Winkel und Azimuthe eines geoditischen Drei-
ecks, und die vollstindigon Differentiale dieser nimlichen Gréfsen so
wie der drei Seiten (Abschnitt IV. art. 23).

Diese Function wird, mit Ausnahme eines besonders zu erledigen-
den Falles, sufser den zugehdrigen Grenz- und Stetigkeitsbedingungen
durch eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung bestimmt,
welche nicht linear ist, und demnach bei dem gegenwirtigen Stand-
puncte der Lehre von den partiellen Differentialgleichungen allerdings
einer allgemeinen Behandlung keum zuginglich sein wird. Gleichwohl
durften sich auf dem durch die gegenwirtigen Untersuchungen erdff-
neten Wege selbst fir die Ableitung von angeniherten Resultaten Vor-
theile darbieten, wenn man, statt auf diese Differentialgleichung, direct
‘uf das System von Gleichungen operirt, aus welchem sie hervorgeht
(Abschn. III. art 20. &. 8. 6).

Die Function (0 0,), welche hier reducirte Linge genannt wird,

ist nun, bis auf die Varisbeln, von denen sie abhiingt, nichts anderes
als die Gréfse, welche Gaufs (Lc. XIX) durch m bezeichnet, und von
welcher beim Ubergange von beliebigen Coordinaten p,q zu geoditischen
Polareoordinaten r, @ (art. XXII) beildufig bemerkt wird, dafs man sie
ebenfalls erhalten kann, sobald r und g als Functionen von p und q

bestimmt sind. Hierzu ist nur die Integration zweier partiellen Dif-
ferentialgleichungen der ersten Ordnung erforderlich, von denen die
eine in den Derivirten vom aweiten Grade, die andere linear ist. Wein-
garten hat zuerst bemerkt (Borchardt’s Journal LXII. pag. 63), dafs
dio erste von diesen Gleichungen mit derjenigen ubereinstimmt, von
welcher in der Jacobi-Hamilton’schen Theorie die Bestimmung der
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geoditischen Linien abhingig gemacht wird, und man aus einer so-
genannten vollstindigen Lésung derselben eine vollstindige Léeung
der zweiten Gleichung erhilt, indem man nach der willkirlichen Con-
stanto differentiirt und mit einer neuen Constante multiplicirt.

Es kann demnach den Anschein haben, als ob durch dio Zuriick-

fUhrung von m auf cine nicht lineare partielle Differentialgleichung
Aritter Ordnung die Kinfachheit der Bedingungen ohne Noth geopfert
werde, Dies ist indessen nur solange der Fall, als man, wie am an-
‘geflbrten Orto, statt der beiden Endpuncte o und o, nur den ersten
und das Azimuth der geoditischen Linie oo, in ihm als gegeben be-
trachtet Will man die unter dieser Voraussetzung gefundenen Resul-
tate fiir den Zwock der gegenwartigen Untersuchung brauchbar machen,

‘60 mufs m als Function der Coordinaten von o und o, dargestellt, also

das Azimuth in o eliminirt werden, und dies wird gerade durch, die
erwihnte Differentialgleichung dritter Ordnung geleistet.

Zu dieser und den Ubrigen Differentialgleichungen, welche sich in
den folgenden Untersuchungen darbieten, gehdren Stetigkeitsbedingungen,
welche aus der Lehre von den geoditischen Linien abgeleitet werden
milssen, Aus diesem Grunde wurde es nothwendig, die Bedingungen,
welche zum Verschwinden der ersten Variation eines Bogens erforder-
lich sind, vollstindig hereustellen. Dieselben bestehen 1) in der be-
kannten Differentialgleichung und 2) in den Stetigkeitsbedingungon,
welche erforderlich sind, damit der vom Integralzeichen freie Theil der
ersten Variation fr sich = werde. Untersuchungen Ober die zum
Vorschwinden dieses Theiles der ersten Variation erforderlichen Stetig-
keitsbedingungon und die mit demselben vertriglichen Unstetigkeiten
habe ich bisher nirgendwo gefunden, obgleich die vollstindige Kennt-
nifs dieser Verhiltnisse fir Probleme der Variationsrechnung von der
grofsten Wichtigkeit ist, und ihre Nichtberlicksichtigung 2u Wider-
sprichen fhren kann.

Da anfserdem im Folgenden die Differentialgleichungen flr goodi-
tische Linien in drei verschiedenen Formen benutzt werden, und 2wei
derselben von den sonst Ublichen abweichen, so mulste cine méglichst
gedringte Ableitung dereelben vorangeschickt werden.
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Erster Abschnitt.

‘Ober die geoditischen Linien im Allgemeinen.

1.

oh setze voraus, dafs der Raum auf drei rechtwinklige Axen dor
4,¥, # bezogen ist, welche in véllig bestimmter Weise orientirt sind,
etwa dadurch, dafs aufser dem Anfangspuncte noch die drei Puncte ~
gegeben werden, in welchen die unendlich entfernte Himmelskugel von
den Richtungen der wachsenden x, y und s getroffen wird.

Sodann sei cine kramme Oberfliche S vorgelegt. Da die hier
deabsichtigton Untersuchungen sich nur auf solche Verhiiltnisse be-
tichen, welche ungeindert bestehen bleiben, wenn S ohne Dehnung be-
Tiebig verbogen wird, so wirde es unzulinglich sein, diese Oberfliche
durch eine einzige Gleichung swischen z,y und s darzustellen. Wir
setzen voraus, dafs $ durch drei Gleichungen

== 9(% 9%, ¥=¥(P,9), #=7(P,9)
gogeben ist, in welchen p,q voneinander unabhingige Varibeln be-
deuten. Dann entsprechen jedem Puncte von S bestimmte Werthe von
¥,q, welche wir ebenfalls die Coordinaten dieses Punctes nennen, und

‘umgekehrt entepricht jedem Werthepaar p,¢ ein bestimmter Punct von
5, wenn, was bei Erérterangen dieser Art nothwendige Voraussetzang
ist, mehrdentige Ansdricke durch Trennung ihrer Zweige auf eindentige
auriickgefthrt werden.

Den Gleichungen 7p—0, 2g —=0 entsprechen zwei sich gegen-
scitig durchdringende und die Oberfliche stetig bedeckende Kurven-
systemo. Ich setze, was freisteht, voraus, dale jede Kurve dieser
Systeme ihre Richtung nach der Stetigkeit andert, solange S stetig
gebogen ist, oder allgemeiner, um den Fall, wo S Kanten darbietet,
mit 2u umfassen, dafs die beiden Scheitelwinkel, unter denen ein Linien-
element der Oberfiiche von einer solchen Kurve geschnitten wird, nie
voneinander verschieden sein sollen.

Um die in der Tangentialebene eines Punctes von demselben aus-
gehenden Richtungen voneinander mu unterscheiden, sihlen wir in
dieser Ebene um den Berdhrungepunkt herum Azimathe, deren fester
Schenkel die Richtung der von dort aus wachsenden p ist, und
welche fir alle Puncte der Oberfléche in der nimlichen Richtung
wachsen.
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2.

Dies festgestellt, bezeichnen wir 1) durch @ das Azimuth der
wachsenden q, 2) durch ezp, géq die Wege, welche der Punct p,

murticklegen warde, wenn nur eine seiner beiden Coordinaten p,q um
ihr Differential wichst, 20 dafs ¢,9 positive Groften werden, endlich
8) durch 7s das Linienelement, welches der Punct p,q beschreibt,
wenn beide Anderungen zugleich stattfinden, und durch 6 sein Azimuth.
Dann folgt

as" = Pap" + 2eg cos w apaq + g*2q,

cap — Mes,

goq— 128 as,

Wir worden nun aus den in der Kinleitung angegebenen Grinden
in verschiedenen Formen die Bedingungen dafir herstellen, dale 8 dio
Fortsetzung einer bis an den Punct p,q reichenden geoditischen
Linie wird.

Betrachtet man runichst p und q als Functionen des Bogens s
dieser Linie, s0 erhilt man durch eine Rechnung, die wir dbergehen
atirfen, zwei Differentialgleichungen von der Form:

op 11) (apy* 12) dp dq 22) 29)"
gem (T)GH)—2(2) 5858 — (2) Ge)a (11) py*_ 9 (21) ap20_ (22) (20)*sam(EGE)2 (a (2) Ge)

yon denen eine Lésung, nimlich die Gleichung

. anda, 5s (20)'2 (2)'+ eg cos 3228 + o* (22)'— 1
Dekannt ist, In Wirklichkeit liefert die Integration auf der rechten
Seite cine willktirliche Constante; dieselbe mule aber —1 gosetet
werden, wenn s die Bogenliinge der geoditischen Linie sein soll.

Die Coefficienten dieser Differentialgleichungen bilden ein System
von HalfagriBen, welche bei jeder Untersuchung uber geoditische Ver-
hiltnisse an Stelle der ersten Derivirten von ¢, 9, @ eingefthrt werden
mitssen; wir geben daher ihre Werthe in zwei Formen, indem wir in
der zweiten Columne

E-¢, F=egcoso, G=g, A-EG-F

voraussetzen:
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UT) 285 + paner (G4— fap") wa ( O95 +P og PF Bp)
(ih-po(@t-2) -¥ 0232-7 5F- 2)
(i) sakesGomes) -an( 637-Fop)US)sleek) ah 2-788

(T)-aha(“Se-i) wanRCSF85)
Vertauscht man daher die Richtungen der wachsenden p und q

mit einander, so vertauschen sich in den Coefficienten der Differential-
gleichungen die Indices 1 und 2, ¢ vertauscht sich mit g, und das von
Zp sus gecihlte Azimuth @ von 7s vertauscht sich mit dem von 2g

ahlten Azimuth @— 0.on

Darch Uakebrang igh
Br e(i}tgemo(s} Hoel

T]+a coee(3}BreomelT]+o
ls] reewe(T] +7]eran (STF ESI) seme [E(F]+ 5 (TI):‘Aus den beiden letzten Formeln zichen wir noch fr eine spétere An-

wendung (Zweiter Abschnitt, art. 10) die identische Gleichung

al -sle-ale aletlWir benutzen endlich die obigen Formeln cur Herstellung der zweiten
Derivirte einer beliebigen Function m von p und q nach s. Wird der

Punct p,q auf die oben bestimmte geoditische Linie beachrinkt, #0

engiebt sich mit Racksicht auf die Wertho von 3°, £2;
am _ sin(o— 0.0m , sind amG7 eine Op + gunecq?
cl co re NE

+0 Gaet Lépoe ~ Li lap C2 lag]
+ Gana) (Se — (Tap - (2) Se)
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woru wir noch die Identitat

sin(o —6))* pine—Oaine sind
Ge) + eg cn 0 +9" (Fine) 2fiigen.

3.

Wir nehmen die vorangehende Untersuchung, welche die Be-

dingungen fr geoditische Linien nicht vollstindig enthilt, von einem
zweiten Gesichtspuncte auf, indem wir (vergl: Disqu. g. ¢. 8. XVII)
nach den Gesetzen fragen, nach denen sich, an einer geoditischen
Linie entlang, das Azimuth @ derselben andert.

Far die erste Variation des Linienelementes erhilt man, wenn

ap, #q durch 8 ausgedriickt werden,

84s —ec0s 0 08p +9008 (o—8)08q
+{sin(@—6)c0868loge+ sinBcos(a—0)Blogg—sinOsin(o—0)d0} 2.
Ist aber do der Weg, um welchen der Panct p,q bei der Variation
‘verschoben wurde, y sein Azimuth, also

98q—"¥30, edp—22—%ae, .
0 wird

¢ 0080 8p +9 cos(@ — 6) 8g — cos(y — 6) 86,mithin
68 = [008 (y — 6) 46) —dp- de 008 0— 89-29 cos (o— 8)

+ {sin(@—0)¢0806loge+-sin0.08(a—8)dlogg—sindsin(o— 6) 8} 2+.
Soll nun die Verbindungslinie s aweier festen Puncte 0,0, eine geo-
ditiache sein, so mufs das von o bis o, erstreckte Integral dieses Aus-
drackes bei jeder Wabl von ép, 8g verechwinden, durch welche der

Zosammenhang der Verbindungslinie nicht aufgehoben wird. Daraus
folgt runichst

Om — ap. 2000 gg P9ema—%
+ AOR MOmO ppg 4 HAPEONO—Og Iggy sBOHNO~yg,

flr jedes dp, 3g.

Ist diese Bedingung erfillt, so wird die Variation des Bogens 00,:

45 = [cos( — 6) d6},
wo die Zeichen an den Klammern andeuten, daft man zu den Grenzen
der Integration tbergehen soll. An diesen Grenzen ist 86 =0. Aber
dies reicht zum Verschwinden dea vorstehenden Ausdruckes nicht aus,
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‘sondern es ist hierm noch aulserdem erforderlich, dafs cos(y—6) 66
awischen don Grenzen stetig sei, und zwar flr jede zulissige Variation
der Linie 09.

Wir legen nun, wo s cine Kanto der Oberfliche Uberschreitet, 6
in dieselbe, und nehmen é¢ und y allenthalben stetig an, wodurch mit
Rocksicht auf die stetige Richtungsinderung der Linien aq —0, von
denen aus das Azimuth y geihlt wird, alle bei der Variation au be-
rilcksichtigenden Bedingungen in hinreichender Allgemeinheit befriedigt
sind. Dann erkennt man sofort, dafs zum Verschwinden der ersten

Variation noch die Stetigkeit von @ an s entlang erforderlich ist. Da
nun nach art.1 der eine Schenkel ep von @ stets einer Kurve an-

gebirt, welche kein Linienelement von S anders als unter beiderseits
gleichen Scheitelwinkeln schneidet, so gilt dasselbe auch vom andern
Schenkel as.

Eine geodatische Linie andert daher, solange S stetig ge-
bogen ist, ihre Richtung ebenfalls nach der Stetigkeit, und
bildet beim Ubergange dber eine Kante von S mit derselben
beiderseits gleiche Scheitelwinkel.

Setzt man nun in der obigen allgemeinen Bedingungsgleichung
den Factor von dp gleich Null, und schafft dann die Derivirten von
¢,9 und @ mittelst der in art. 2 gogebenen Ausdriicke weg, so erhilt,
man nach einer einfachen Reduction

S82}sin@— 9) —5 [3] ing,
mithin durch Vertauschung der Richtungen von ap und ag die Ubrigens
nicht wesentlich verschiedene Formel

20-2) — 5 (78) sind—4(13}sin(0—0),
‘welches die verlangten Bedingungegleichungen in einer fr die folgenden
Anwendungen geeigneten Form sind.

Von den verschiedenen Folgerungen, welche sich an den oben
stehenden Ausdruck von 4s knipfen lassen, missen wir noch eine her-

vorheben. Ersetzt_ man den geoditischen Bogen o0,, was ebenfalls
eine Variation desselben ist, durch einen unendlich benachbarten geo-
ditischen Bogen oo', und ist y das Azimuth des Weges 0,0', 80
wiichst 00, um 5— cos(y—6)-0,0' Soll’ daher 00, ungeindert
Dleiben, 80 mufs cos(y—@)—=0, also o,o' in o, su 00, senkrecht
sein. Daraus ergicbt sich der schdne Satz, den Gaufs im art. XV

E.D.Ohristottal, Govammalts Abbandlenges. 1 0
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seiner Disquis. gen. c. s. c. auf zwei Arten abgeleitet hat, und der zw

den Fundamenten unserer Untersuchungen gehirt:
Dreht sich eine geoditische Linie von unveranderlicher

Lange um einen festen Endpunct, so bleibt sie fortwihrend
senkrecht zu der vom beweglichen Endpuncte beschriebenen
Kurve.

Diese Kurve nennen wir einen geoditischen Kreis, und den fester
Endpunet der geoditischen Linie sein Centrum,

4

Werden von einem festen Punkte o auf $ unter allen Azimuthen

geoditische Linien gezogen, so ist durch die Angabe des Azimuthes @
und der von 0 aus geziblten Lange r einer solchen Linie die Lage
ihres Endpunctes o, auf S véllig bestimmt. Betrachtet man nach
Gauls (Disqu. g. XV. XVI) diese beiden voneinander unabhingig ver-
anderlichen Grdfsen als Coordinaten des Punctes o,, so entspricht der
Gleichung ¢—=0 die Schaar aller von o ausgehenden geoditischen
Linien, und der Gleichung cr — 0 das System aller geodittischen Kreise,
deren Centrum der feste Punkt o ist.

Von diesen beiden Kurvenschaaren hat nach dem vorigen art. die

erste, und weil beide sich unter rechten Winkeln durchdringen, auch
die zweite die in art. 1 von den Kurvenschaaren Zp =0, ¢g=0 ge-
forderte Eigenschaft, kein Linienelement von S andere als unter beider-
seits gleichen Scheitelwinkeln zu schneiden.

Wir siblen nun auf jedem geoditischen Kreise von dem p =O

enteprechenden Puncte aus Bogen 6, die auf allen Kreisen in der nim-

lichen Richtung wachsen, und wiblen diese Richtung 90, dafs sie fir

unendlich kleine Werthe von r mit der Richtung der wachsenden p
bereinstimmt. Dann wird 6 fur jeden geoditischen Kreis eine Func-
tion von g, und wenn ihre Derivirte

ae

Hom

gevetzt wird, m der Factor, mit welchem man den Centriwinkel 2p
multipliciren mufs, um das ihm gegenitberliegende Element 66 des
geoditischen Kreises vom Halbmesser r zu erhalten.

Diese Gréfee m nennen wir, was sich durch die Eigenschaften
derselben (Zweiter Abschn., art. 9 und dritter Abschnitt) rechtfertigen
wird, die reducirte Linge des geodatischen Bogens r, und be-
zeichnen sie, wo das Centrum o vom beschreibenden Puncte 0, unter-
schieden werden mufs, durch

(00),
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s0 dala also (0,0) die reducirte Linge von r unter der umgekebrten
Voranssetzung sein wird, dafs r sich um o, als festen Endpunct dreht,
und der vorhin unbewegliche Panct 0 einen geoditischen Kreis be-
schreibt.

Jedem bestimmten Werthe von r entapricht ein endlicher Werth
von m, und beide inden sich zugleich nach der Stetigkeit. Wirde

nimlich m—$% ingendwo unendlich, so mOlfste dort entweder der geo:
ditische Kreis den Leitatrabl r berihren, statt ihn senkrecht mu schnei-

den, oder et wilrde die geoditiache Linie r von einer unendlich benach-

barten ino berihrt, und dann wire an r entlang stets m= oo. Warde
m in einem Puncte x von r unstetig, s0 wirde diese geodatische Linie,
wenn sie unendlich wenig um o gedreht wird, in zwei bei x getrennte
Sticke zerfallen, also das bis o reichende Stick nicht ber sein bei «

stattfindendes Ende hinaus als geoditische Linie fortgesetut werden
kénnen.

Das Quadrat des Linienelementes wird jetat

bs? art+ mag’;
ist @ das Azimuth von 7s, und in der Weise geziihlt, dafs die Azi-
muthe der Linienelemente, welche den wachsenden r und @ enteprechen,

beziehungsweise 0 und 3 werden, so wird

ér—cos@-és, mip —sin®-és.
Soll endlich 2s die Fortsetzung einer bis an o, reichenden geoditischen
Linie sein, welche dort unter dem Azimuth 6 eintrifft, so ergiebt sich
am cinfachsten auf directem Wege die Zunahme dieses Azimuths bis

zum Endpunete von 2s

26 =~ sino 28" 5,
(Dinqu. g. c. 8. ¢. XIX).

Die Untersuchung der zweiten Variation zeigt ferner, dale cin
wenn auch noch so Kleines Stick von r niemals die klrzeste Ver-

bindungslinie seiner Endpuncte sein kann, wenn es einen Punct ent-

hilt, in wolchem 22" unstetig wird. Eine kitreeste Verbindungolinie
awoier Pancte geht also an jedem Puncte der bezsichneten Art vor-
bei; triffe eine geoditische Linie in ihrem Verlaufe auf einen solchen

Punet, so wird durch die hier geforderte Stetigkeit von 4 4% ihre weitere
Fortsetrang ausgescblossen (III. Abschnitt, artt. 16. 16).

20°
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Zweiter Abschnitt.

‘Theorie der geodittischen Dreiecke.

5.

Auf der Oberfliche S sei cin geoditisches Dreieck vorgelegt,
dessen Seiten a, b,c sind. Von den beiden Theilen der Fliche, welche
an diese Figur angrenzen, nennen wir einen das Innere des Dreiecks,
und bezeichnen nun die im Innern des Dreiecks den Seiten a,b,c
gegentiberliegenden Winkel durch a, 8, y die Coordinaten ihrer Ecken
durch 2, Ja; Pas Ys} Py %» Uberhaupt den Werth, welchen eine ver-
fnderliche Grfse in einer dieser Ecken annimmt, durch Anbingung des
Index «, f, 7.

ian
Bu

Be,
ant

a WN ay
y a, f

8, / poy
SPA Py

fi *§—$<*=

aNa aap

Wir aihlen ferner auf jeder Seite von einem willkitrlichen Anfange-
puncte aus Abscissen, welche in derjenigen Richtung wachsen, fir welche
das Innere des Dreiecks auf der Seite der wachsenden Azimuthe liegt.

Sind auf der Seite a die Abscissen von 6 und 7 gleich a,, a,;
* > * Fon © Vy das
> ¢ > ey Bm Can Ops

ferner die Azimuthe ihrer positiven Incremente

Gay, 24, 0b,, (ba, Bla, OC,
eeu 97 20, Oy a

Ws, W,, By Bey Cay Cy,
80 bestehen zwischen diesen und den Winkeln des Dreiecks die Relationen:

G-Beitamx, Uy—-Ct+p—x, B-Wty—a
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80 dafs die Winkel des Dreiecks mit den Azimuthen zugleich gegeben
sind. Endlich werden die reducirten Lingen der Seiten a, b, ¢ (art. 4)
durch

(Bx); (7a), (aB) oder durch (yA), (a7), (Be)

dezeichnet, jenachdem diese Seiten sich um die Puncte f, y, a oder
um 7, «, B dreben,

Abgeschen von den reducirten Lingen der Seiten, mit denen wir

uns im folgenden Abschnitte beschiftigen werden, sind hiemnach fir
die vollstindigo Kenntnife eines geoditischen Dreiecks 9 Elemente er-
forderlich, nimlich dio 6 Azimuthe an den Ecken und die drei
Seiten.

Diese 9 Grdften sind Functionen der Coordinaten der drei Ecken,

und wir stellen une die Aufgabe, ihre partiellen Derivirten nach diesen
Variabeln 2a bestimmen, deren Anzahl — 54 ist.

Diese Aufgabe wird geldst scin, wenn wir dio Derivirten nach

den 6 Abscissen ay, a,,... ermittelt haben, da jene sich aus diesen
musammensetzen lassen (artt. 8. 9).

In Folge unserer Bezeichnungen reicht os aber fir diesen Zweek
aus, die Derivirten nach b, und cy herzustellen, da aus diesen die
‘brigen sich durch cyklische Vertauschung ergeben.

6

Wichst b, um b,, 80 bleiben Wy, &,, B,, y und a ungedndert; .
¢ dreht sich um die Ecke @ und ihe, Bee
‘Uberstreicht dort einen Winkel, der a
ep heifsen mag.

Die Zunahmen von b, B, Gy 4 y
werden be, @, 29; ferner wird

(Ba) 2—q = bq.sina, 2¢— 2b - coe, a
und weil cy gegen die Richtung
vom Drehungspuncte 8 nach dem beschreibenden Punete « wichst,

2a = 0B, — 06, — sin «29802 9p,
Endlich wird nach art. 3 die Zunahme des Azimuthes 8,, vom An-

fang bis zum Ende des Elementes 6b, von b: .

. 1) 1/2) oe Ja

woraus 26, sofort folgt.
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Durch Elimination von ép ergiebt sich also:

au, 2%, a, g,[11| 1 fat «Glog (Ba)BEM k=O Gees] sin ®.—09— (sin, sine
ou, 2B, 94/11) 1 fat} 0, singSend ane) in(B,—o)—2 {7} sin, Fe ae
aa. alogBa) a6 sina dy

Beee ab, ba) theaa
av zeFeo Awl Fimo.
Wir haben hier, wie auch im Folgenden, die Dreieckswinkel «, 8, y

noch nebenbei beriicksichtigt, da wir ihre vollstindigen Differentiale

bei einer spiitern Untersuchung gebrauchen werden.

1

‘Wichst c, um é¢,, 80 bleiben U,, U4, C,, 6 und a ungeiindert;
b dreht sich um die Ecke y und iberstreicht dort einen Winkel, der

2 heifsen mag.

Die Zunahmen von ¢, y, AB, sind —@e,, —ov, toy; &
forner wird (ya)a¥ — @e,- sina,
@b = —Ze,- cosa, und die Zu-
nahme des Winkels zwischen @

@b, und éc, (art. 4)

eae)= — sing 289) a6,oder
fa = 2B, — 26, — sine ?9EO9 ae,

Endlich wird die Zunahme des Azimuths G,, vom Anfange bis zum
Ende des Elementes Zc, von ¢

a.—[%/ :} 0 C.— @)—% {2} sin6.]ec,
woraus @B, sofort folgt.

Durch Elimination von dw ergiebt sich also:am, 08, i ee,aM,4) 88, sine Oy g(t] oe a faBem 0 Fem Gee Gl atin 0) — ZL] sas,a
2B, ge fra) . 2Fen0 Bea 8l't)sinC,—0,)\—2(8) sing, sine 260. 289 _

ba ina 210K re) 88 a; singFe 86,79 be,Ge}aa
a aeFe, 7° 5c, 7 — 08 3c, ~~}
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8.

Durch eyklische Vertauschung ergeben sich aus den vorangehenden
Formeln die noch feblenden Richtungsderivirten, und dieselben missen
nun in die partiellen Derivirten nach den Coordinaten p, q der drei
Ecken umgesetzt werden.

Zwischen den Ortainderungen 2b,, £¢,, é¢, v. 8. w. und den Diffe-
rentialen der unabhingigen Variabela p,, J, Py ¥ % w. bestehen die
folgenden Gleichungen:

Ecke a:

sineed— sinC-e¢p+sin(S—o)g2q_ sino-edp——sin(B—o)¢b—sin(6—w)re

sinece=—sinB-cap—sin(B—o)géq sino-géq— sin B-2b + sin ze
Eeke p:

(a) Jsinpacm sine’ p+ein(M—o)g2q sinw-e7p=—sin(S—o)ee—sin(&—a)éa
singa——sin-edp—sin(C—o)g2q sino. g2q~ sinGce-+sin2a

: Eeke 7:

sinya= sinB-e-p+sin(B—a)92q sino-e2p——sin(—a)ea—sin(B—w)Zb

sinyeb——sin-edp—sin(X—o)g@q sino-gég— sinW2a+einBad.
Daraus ergeben sich die folgenden Bezichungen zwischen den

particllen und den Richtungederivirten einer beliebigen Function 2:

Hoke «:

sinogf——sin(B-o0)72 +sinB 22 sing— — win $— sinB32
sino §2——sin(6-0) 22 + sin C22. sing 2F sin(6-0) $5 —sin(B- 0) $2

.
Heke p:

o sino S——sin (6-0) 22 + sin 22 singe— int2 sin$2sino ——sin(W-0)Fe sin Se snp St sin (Aa) $2 —sin( 6-0) 92
Ecke y:

sine $2—— sin (-0) 32 + sin 22 singZ2— sin B— sin a
sina gy——sin(®-0)224 sin B22 sing 32 —sin(B-0)32 —sin( Uw)
Setzt man nun in das vollstindige Differential von @ statt der par-
tiellen Derivirten ihre voratehenden Ausdriicke durch die Richtungs-
derivirten ein, so ergiebt sich vermBge der Gleichungen (a)

aa aa aa20m Fi Oat Fee Pat Fee CGE oy
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also die nimlicho Form, wie wenn die Orteinderungen £b,, ¢,y 2¢yy ---
die vollstindigen Differentiale voneinander unabhiingiger Functionen von

Par Gar Pyy +++ Wiiren.
Auf diese Weise erhilt man die vollstindigen Differentiale 2u-

niichst in der Form:

a Wy a sg ak a

eat, [4 {2} in (C0) — 5 [9] sin — sing MEAP) ey
1) 2) in of] a, 1 882 1+[B{2] sina) — 5 [7] sina]za, + Gteb,

; 4) 1pm) ny 210

eu,— [4{'2} sin ®—o) — 2 {7} sin B + siny Steet),
9) os 1a) sing+ [Af] sin to) —F [2] sin 1] 20, + Fyep

2a = 008 Bécy — a, — cosy2b, + 2a,
cam 2 eq "0g. 4 sine [MEEgp, 4 dlowtre)Bm ety fap eae ting 2b,+ HI ce],

und wenn man aus den drei ereten Gleichungen die Orisinderungen

2a, u. 6. w. fortachatft:

_aytineye yn 21) 50) 21080 Cain teeat,= — HT ( 2} e+ (2 }eq] — “See?[sin teen
+ sin (%— °)924)—gy[sie Weep + sin(M— o)oea],

é g, tine, rps a 2108 6”) [ gin e7;2M,— EPO pt (Mag) — 28 ED [ain me:a PeteeaL (op + [og] — 2MEEP [intern
+ sino) 92a] +oa [tin Meer + sin @—0)92a]],ob

2a = cos,  ¢,ap, + c08 (%,—o,) 9,24, — 009 My: ep2Py
— 008 (My — @4)9474.

Wenn nun in diesen Gleichungen die Functionen (By), (yf) ihrer ur-
aprlnglichen Definition gemife bestimmt wiren, so wirden die Be-
dingungen der Integrabilitit nothwendig identisch erfillt sein. Folg-
lich miissen wir umgekehrt durch die Integrabilititsbedingangen zu den
charakteristiechen Eigenschaften dieser Functionen gelangen.

Die vorstehenden @leichungen lésen die Aufgabe, zu bestimmen,

wie sich die Linge einer geoditischen Linie und ihre Azi-
muthe in den Endpuncten findern, wenn letztere unendlich
wenig verachoben werden.
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9.

Fur die Lange einer durch die Coordinaten ihrer Endpuncte ge-
gebenen geoditischen Linie und ihre Azimuthe in den Endpuncten er-
alten wir demnach das folgende System von partiellen Differential-
gleichungen:

2%, gptineg it «or dlon() am, sinatt 9p tineg (any _ Bog (7B) aM __, sn

fe eel C1 Pech ae, ~~aM, gysine, ia . alogga) 2%, sin(,-o,)My __gatines (2) _ -o, My gst)4 on (2) asinhy a har
aM, 9, Sime, p11 in 2!8(82) am, sin2%,geting) ier) My eae

“am, gysine, p21 ‘ tog (Br) 2%) sim (Wy—o4)Ey delete eed Ct ioe a ia
aa a

IL |ig~— omy Bp, ~ eee,
“| @a éa

|-—se00,—e) F908 ya).
Zu jeder von diesen drei Gleichungsgruppen gehéren 6 Integrabilitite-
bedingungen, welche aber aus bekannten Griinden nicht alle vonein-
ander unabhingig sind. Aufeerdem ist u bemerken, dale in den In-
tegrabilititabedingungen die Derivirte eines Azimuths stets durch ihren
vorstehenden Werth ersetzt werden mufs, und in Folge dessen eine
Anzahl derselben identisch wird. Dies bezieht sich vormugsweise auf
die Gleichungen IIL, mit denen wir beginnen.

‘Man erbilt

aa og OM, aM,

Hegde, ~ DMs = — 680%, 39s
setzt man hier ftir die Derivirten ihre Werthe ein, 90 folgt

. sin . sinMy— egsin ye, Gat = — esi,ey Taealso ist

(67) = 8),

4. h, die reducirte Linge einer geoditischen Linie bleibt un-
geindert, wenn man Anfangs- und Endpunct derselben ver-
tauscht. Wir haben also den Satz:

Man drehe eine geoditische Linie ohne Anderung ihrer
Lange unendlich wenig aus ihrer urepringlichen Lage, ein-
mal um den einen, das anderemal um den andern Endpunct.
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Sind alsdann die Drehungswinkel am festen Endpuncte ein-
ander gleich, so sind es auch die Yom beweglichen Endpuncte
beschriebenen Wege.

In Folge dieses Resultates ist es bei der reducirten Linge eines
geoditischen Bogens Wberfitesig, anzugeben, welches der feste und
welches der bewegliche Endpunct desselben sein soll, und wir setzen
dsher von hier ab: :

(By)= 7B) = (@), (va) = (7) =), (@B) = (Ba) = (0)-Wir werden im Folgenden flr die reducirte Linge (a), als Function

einer der beiden Abscissen a,, a, betrachtet, Differentialgleichungen
finden, und die zugehdrigen Grenzbedingungen aufstellen. Bei diesen

ist es wegen der Voraussetzung, dats a,>a, sei, nicht mehr gleich-
giltig, welcher von den beiden Puncten B, y der feste, welches der
bewegliche ist. In der That wird, wenn a, constant ist und y in un-

endliche Nahe von 8 rickt, (87)= «,—a,, d. h. an der Grenze, wobeide Puncte 2ueammenfallen,

@n-0, (ror.

Nimmt man dagegen a, constant, und lifst 6 unendlich nahe an y
rilcken, 80 wird (7A) =<, —a,, also an der Grenze

GA)-0, Pm —1.
Um bei der allgemeinen Untersuchung aber die Function, welche wir
reducirte Linge nennen, diese Ungleichférmigkeit in den Grenzbedin-
gungen zu vermeiden, werden wir sie (art. 15) durch eine andere, die
reducirte Abscisse, ersetzen, bei welcher die Grenzbedingungen immer
die nimlichen sind.

Mit Berticksichtigung des obigen Resultates geben die Ubrigen In-
tegrabilititabedingungen fur die Gleichungen Ill. nichts Neues.

10.

Bei den Integrabilititebedingungen flr dio Azimuthe ist hervor-
auheben, dafs diejenigen, welche keine zweite Derivirte der reducirten
Liinge (a) enthalten, identisch werden, wenn man aus ihnen die Deri-
virten der Azimuthe wogschafft. Wir unterscheiden nun die beiden
Fille, wo eine Integrabilititebedingung sich durch doppelte Darstellung
dor zweiten Derivirte eines Azimuths nach den Coordinaten derselben

oder verschiedener Keken ergiebt.
Der erste Fall fuhrt fir jedes Azimuth auf zwei Bedingungen,

von denen aber nach der eben gemachten Bemerkung die eine iden-
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tisch erflit ist, Die andere darf nur fr ein Azimuth, 2. B. fr 9,
aufgesucht werden, da die entsprechende sich fir %, offenbar durch
Vertauschang von 7, 0a, mit f, 2a, ergiebt

Sotzt man die beiden Ausdriicke, welche sich firaa ergeben,
einander gleich, so erhilt man zunichst cine ziemlich verwickelte

Formel, dio wir tbergehen, da sie auf ein bereits von Gaufs (D. g. XIX)
gegebenes Resultat fhrt. Darch Reduction dieser Gleichung mittelst
der Formeln (%.) des vorangehenden art. 8 ergiebt sich nimlich

1 MO) 1 (A pysinesit)7 2 posine ya

w ae t agate (Gale la] ale te} =
wo im zweiten Summanden der Index 7 weggelassen ist.

Mit Ricksicht suf eine Formel des art, 2 filhren wir nun eine

neue Gréfee ein, 80 dats

. a rgsin@ (11) Bpgsiney21))_ B resine (22)7__ 2 resine 12eginehm ee Talelala eae lad)
wird, wodurch die vorstehende Differentialgleichung die Form

(a)

oe +h,(@) 0annimmt.
Transformirt man sber das Linienelement, indem man durch eine

ganz beliebige Substitution zwei neue Variabeln p’, q’ an Stelle von
p,q einfihrt, so dats

est eap'?+ 2e'g' cosa’ ap'ag’+ g'teq?
wird, so mufs man fir dio, von der Wabl eines speciellen Coordinaten-

systems p, q unabbingige Grofse — 2,20 genau denselben Ausdruck
k, erhalten, nur dafs dberall, wo ¢, 9, ©, Zp, 2 steht, die entaprechen-
don accontuirten Gréfsen erscheinen.

Folglich ist & eine absolute Invariante, und man kann ihren

Werth sofort bestimmen, indem man den Ursprang der rechtwinkligen
Coordinaten 2, y, # nach 7 verlegt, p'= =, q’—y und bis auf Gréfsen

dritter Ordnung “ly
tte Fae

nimmt, Man findet dann haa ab. & ist das Krommungs-
mafe der Fliche S im Puncte p, g.

Die obige Differentialgleichung flr (a) ist dio nimliche, welche
Gauls mittelst seines allgemeinen Ausdrucks flr das Krimmungsmals
(Ding, g. o. 8. XI) abgeleitet hat (ibid. XIX).
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Wenn daher 8 der Anfangepunct ist, so haben wir
aa)

oe +h,(a) =0,und fr a,

— a4: (a) =0, sen.
Betrachtet man dagegen y als Anfangspunct, so folgt

oe +4,(a)-0,
und fir a,—a,:

ta = 03 (@)=0, a -1.
. iL.

Bildet man fr %, und %, die zweiten Derivirten nach den Coor-
dinaten verschiedener Ecken, so ergiebt sich mit Weglassung ver-
schwindender Glieder:

A gi Gog(a) _ _@_ (sin,aon, ( sinty Gay ) aim ( wo )»
8 « log(a) _ a _ (sin (@,—e,)

» xia sin, Ga, ) an ( ot)
2 (sin (@1,—c,) 21) 2 (Say

307, (sins, “) aa, ) ane ( @ )
—*_ (sin, —0,) 2198) 2 _ (82M)
9,4, (siaeo) Ga, ) am ( @ ):
HF ai Dtogia)) _ _@_( sintly
aay st, a )~ a ( et )>
3 i Blog (a)__ 2 _ (#0 yep)2) 5%, ( in, éa, ) abn; ( @ ):
——*_(ein (a,—o,) 228) 2 (Be

a, (8% 0, ) aa, ( @ )
~ ea (ti @,-2,)2 me) - wz(csSue) .

Es wird sich im Folgenden um dio Entwicklung dieser und der im
vorigen art. gefundenen Differentialgleichungen handeln. Bevor wir
dazu tbergehen, zichen wir eine Folgerung aus ihnen, indem wir in

der ersten Gleichung jeder Gruppe die Richtungen der wachsenden p,,
Py in by, Gey verlegen, oder wenn man will, umgekehrt verfahren.
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Dann wird B,—0, 6,0, also (ort. 5) %,—y—x, M,—2—f.
Die genannten Formeln gehen daher in die folgenden ther

2 (sin p2¥98(@)) 4 2 (sine
3, (00 F") + 9g ("a)) ~°
2 (sin y21080) 2 (ain)
des (t7 35) — a8, Cal) —%und es lifat sich umgekehrt ohne Schwierigkeit zeigen, dafs aus diesen

Gleichungen die vorangehenden simmtlich folgen, wenn aber die Rich-
tungen der Linien b, ¢ passend verftgt wird.

‘Man kann endlich diese beiden merkwirdigen Gleichungen in die

Formen a4 a (4 a a (2:e 2 ay Aab; (64) - a, (08)» 3a (ah) -a, (84)
setzen und dann verificiren, dafs bei wiederholtem Differentiiren nach

den Richtungen von 2,, 2¢, die Reihenfolge der Operationen gleich-
ailkig it,

12.

Um die Bedeutung, welche wir in der Folge den in den beiden
vorangehenden artt. gefundenen Resultaten beilegen werden, deut-
licher hervortreten 2u lassen, werden wir dieso Gleichungen in véllig
‘entwickelter Form darstellen.

In den beiden Formelneystemen des vorigen art. enthilt jede
Gruppe zwei Uberfilssige Gleichungen, da jede zweite Derivirte von
log (a) xweimal dargestellt wird. Wir kénnen uns daher mit zwei
Combinationen von Gleichungen jeder Gruppe begutigen, und multi-
pliciren die erste und dritte @leichung in der ersten Gruppe mit
cos (,—o,), — cos W,, in der zweiten mit cos (2,—o,), cos %,, und
bilden ihre Summe; verfébrt man ebenso mit der 2weiten und vierten
Gleichung, #0 folgt:

in wo, 2 (219800)_ ~o,)2— (8%_) cos,—2_ (1%sineig ay )— Cr das — te) Magee a)
ino, 2_(2108(0) 2 vin@,-2) asin, -0,)snes 5a, (“5ee= Cony) 55,(— pe)) 008 oe)

ino, 2 (21°80) oog(,-,) 2 (aM _ _2_(_satysino, al dey )~~0e(%-a)) aa wy) +000554( To)
ine 2 (20860) atin yep) 2 (tia y-eyfin, aq, gee) ~~ 008 hy) 95, @ ) +208 ye ’):
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Dio wirkliche Ausfthrung aller Derivirten gibt endlich, wenn zur Ab-

kirzung con(Rly—9) Blog (a)_ 8 My Alog (a) _os eP My a

£088= @) Dog(a) _ 28% Glog(a)_os oP, % 8%, ’gesetat wird: .

sind, artog (a) _sin(Wly-e,) a log a) sin, cont sine ga a i rn
sin, 2Alog(a) NaCly Mp Fog a), 5 timll,,) cone, sin—2ee) Fg) ogOY Baa, | rls Py8ty 4985 Payee, * we Oe)

* sind, attog (a) _ sin (,—9,) 2*1og(a) sin cos sino,
tty 09,07, ¢,t, op, 0p,+ 2 Pr ~—We
80M, glogi(a) _ *0(H,—2,) artog(a) , 9 tin (ye) » _ eonly-e,) sine,
HsF045BByetgFeyVon diesen vier Gleichungen folgt eine aus den Gbrigen, wovon man

sich leicht Uberzeugt, indem man aus den beiden ersten B,, aus den

beiden letzten B, eliminiert.
Die entwickelte Form der Gleichung

FO + h(a) =0
cat

ergiebt sich aus den Schlufsformeln des art. 2, und lautet:

sin wy" 9a) _ j11) (0) _ 11) 2)(ime) Fae — (TE - U2) Se + oko]
fin —o)sin G@) _/12) €(@)_ 131) 2@)Beet

Lance Lil ap Lal og + egeose ke)sinM \*r aa) 22) 8(a) 22) 2(a)+ Give) [gr (3) Se (2) Sp +2k]=,
wo der Index y weggelassen wurde und durch f ersetzt werden kann.

13,

Will man sich der im vorigen art. entwickelt dargestellten For-
mela zur Bestimmung von (a) bedienen, so ist dazu die Kenntnifs der

yon f unter dem Azimuth Wy ausgehenden geoditischen Linie er-
forderlich.

Wir kénnen nun als ein Hauptziel der gegenwirtigen Unter-
suchungen die Aufgabe bezeichnen, die Bestimmung der reducirten
Linge eines geoditischen Bogens als Function der Coordinaten seiner
beiden Endpuncte an Bedingungen 2u knipfen, die nur von der Lago
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dieser Puncte abbiingen, und die Kenntnifs einer geoditischen Ver-
bindungelinie dieser Puncte nicht voraussetzen.

Kann man diesen Bedingongen gems (a), (6) und (¢) als Func-
tionen der Coordinaten von «, , 7 bestimmen, so liefern, wie sich im

folgenden Abschnitte art. 20. D. ergeben wird, die Formeln des vorigen
art. und die aus ihnen durch Vertauschung folgenden die siimmtlichen
Azimuthe, und milssen daher als die endlichen Formeln fir die

Aufldsung geoditischer Dreiecke anfgefalst werden, wihrend es
zur Bestimmung der Seiten noch einer Integration vollstindiger Ditfe-
rentiale bedarf.

Dritter Abschnitt.

Theorie der reducirten Linge eines geoditischen Bogens.

i.

Wird eine krumme Oberfliche ohne Dehnung, also ohne Anderung
ihrer Linionelemente, beliebig gebogen, so bleibt in jedem Puncte der-

selben das Kriimmungsmafs ungeindert (Disqu. g. c. s. XII), weil der
Ausdruck desselben nor von dem des Linienelementes abbiingt. Da bei
einer solehen Umbiegung auch jede geoditische Linie eine solche
bleibt, so folgt nach der Definition der reducirten Linge, daft auch
diese bei der Umbiegung der Oberfliche ungoindert bleibt. Nennt
man daher bei aufeinander abwickolbaren Flichen entsprechende Ele-

mente solche, die bei der Abwickelung zur Deckung kommen, so folgt
der Satz:

Zwei aufoinander abwickelbare Flichen haben in ent-

sprechenden Puncten das gleiche Krimmungsmafs (Gauls lc),
und entsprechende geodatische Bogen haben dieselbe redu-
cirte Linge.

Da der Ausdruck fir das Krimmungsmafs denjenigen des Linien-
clementes nicht bestimmt, #0 lifst der erste Theil dieses Satzes sich

nicht umkehren; wohl aber gilt die Umkehrang des zweiten Theorems:
Kann man die Puncte zweier Flichen einander in der

Weise als enteprechende zuordnen, dafs die reducirte Linge
der geoditischen Verbindungslinie von zwei Puncten der
ersten Fliche stets dieselbe ist wie fir die entsprechenden
Punete der andern, so lassen sich diese Flichen aufeinander

abwickeln, und es kommen hierbei stets entsprechende Puncte

zur Deckung.
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Nimmt men nimlich in den vorletsten Gleichungen des art. 10

den Puncty so nahe beim festen Puncte 8 an, dals a, — a, als einesohr Kleine Gréfse erster Ordnung bezeichnet werden kann, so wird die
reducirte Linge dieses Bogens vermége der Differentialgleichung bis

auf Gréfeen dritter Ordnung genau: (2) —a,—a,. Weil aber diese
Grdfse, wenn a,—ay unendlich klein wird, in das Linienelement 2wi-
schen den unendlich benachbarten Puncten f, 7 Ubergeht, so mufs man
durch Entwickelung der Function (a)* — wenn die Coordinaten von
Bund y durch p,q und p,q’ bezeichnet werden — einen Ausdruck
von der Form

(a= E('—p)* + 2F(p'—p)(@—9) +G9
erhalten, der bis auf Gréfson vierter Ordnaung genau ist, und wo die
Coefficienten nur noch von den Coordinaten p,q des Punctes 6 ab-
hhingen. Dadorch ist aber das Linienclement gegeben, und sein Qua-

drat 5"Evp'+2 Fipeq+ Gag’. Folglich ist durch den allgemeinenAusdruck der reducirten Linge eines geoditischen Bogens als Function
der Coordinaten seiner Endpuncte das Linieneloment der entsprechenden
Oberfiiche vollig bestimmt, woraus der obige Satz folgt.

15.

An Stelle der reducirten Linge werden wir jetzt eine Function
einfubren, welche wir sur Unterscheidung die reducirte Abscisse
nennen und in folgender Weise definiren,

Bei den reducirten Lingen (8), (yf) war vorausgesetzt, dafs man
‘auf einer gogebenen geoditischen Linie B von einem beliebigen An-
fangspancte aus Abscisson r zihle, die in der Richtung von B nach 7
hin wachsen, Dadurch war, bei unverindorlicher Lage von B, der
Panct y auf den Theil r>ay von ®B beschrinkt, und unter dieser
Voraussetzung war

SEP + kr) =0,
und far

roa, (B7)—0, “r—4,

Wir heben diese Beschrinkung der Abscisee r auf, und lassen die
vorstehende Differentialgleichung, ohne Anderung in den Grenz-
dedingungen, fur alle mit den Stetigkeitsbedingungen (art, 4) vertrig-
lichen reellen Werthe von r bestehen.
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Die s0 entatchende Function von r nennen wir die reducirte Ab-

‘cise von 7 in Bezug auf A als Anfangspunct, und bezeichnen sic,

wenn rs, 7, die Abscissen dieser Puncte sind, durch

[rar].

Ist also ry > 14) 0 ist dies auch die reducirte Linge (8?) des Bogens
By; ist dagegen r, <r, also die reducirte Linge —[r,r,], 80 stimmen
alle Bedingungen fOr (rpr,] mit denjenigen aberein, welche man aus
den Schlufagleichungen des art. 10 unter derselben Voraussetzung aber
die Lage der Puncte y, B fiir —(a)——[ryry] erhiilt. Folglich ist in
diosem Falle [r4rj] = — [Fr] wie sich im folgenden art. auf anderm
‘Woge ergeben wird.

Will man sich daher in den geoditischen Formeln statt der redu-
cirten Linge (a) der enteprechenden reducirten Abscisse bedienen, was
bei ansgeflhrien Rechnungen nicht umgangen werden kann, 80 ist es
nicht mehr gleichgiltig, welchen der beiden Ausdriicke [r47,], [r,r4]
‘man fir (a) setzt, sondern man mufs denjenigen nehmen, flr welchen
die an nweiter Stelle stehende Abscisse die grofsere ist.

16.

Ist @ dio Absciase eines gegebenen Punctes der geoditischen
Linie 8, 80 wird die reducirte Abscisse

fer]

des Punctes r mit Bezug auf « als Anfangspunct durch folgende Be-
dingungen definirt:

aa1 Merl + eer] = 0
im Allgemeinen, und flr r= «

erj—o, ero.
Dazu kommt das im ersten Abechn. art. 4 gefundene Resultat, dafs

{er] und seino erste Derivirte allenthalben stetig sein milseen, was jo

nach dem Verlaufo der Linie ® als Beschrinkung der Verinderlichkeit
‘von m oder aber such von r aufrufassen ist,

Multiplicirt man die Gleichung 1. mit [r]Zr, so folgt durch
Integration, dats der Ausdruck

far] 221 — ppp] Mend .
constant ist. Nimmt man daher zur Bestimmung seinos Werthes ein-.

‘EB. Christoffel, Gesammelte Abhandiungen, 1 1
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mal r=, dann r=8, #0 findet er sich — — [fa], und auch — | af];also haben wir

2 [aA] + [Ba] = 0,

wie schon im vorigen art. gefunden wurde, und

ate) aan3, for] 2129) — (py) le") — fay.
Nimmt man hier die Derivirte nach A, und lifst dann f mit « zu-
sammenfallen, 80 folgt

afer) _ afar) afer]“ en Sie —ee=.
Bildet man endlich mittelst 3. das Product [aA][yr], #0 folgt durch
cyklische Vertauschung der Punete «, f, 7

5 [er] (67) + (Br) [v4] + [rr] [a6] = 0.

Diese Gleichung ist nichts anderes als der auf vier Puncte einer
geoditischen Linie suegedchnte bekannte Satz Aber vier Puncte einer
Geraden. Im Ubrigen sind die Gleichungen 3. und 5, Additions-
theoreme, von denen die der Kugeloberfliche entaprechenden Sitze ther
die Function [ar] — sin (r —s) die specielisten Fille sind.

1.

Wir gehen nun zur Untersuchung derjenigen Abscissen r Uber,
fllr welche

[ar] 0

wird. Um auch fir den Fall, wo die geoditische Linio eine in sich
murlickkehrende ist, die bei dieser Untersuchung stattfindenden Ver-
hhiltnisse gehdrig u beriicksichtigen, ordnen wir die 2 diesen
Abscisson gebérigen Puncte nicht nach ihrer geometrischen Aufein-
anderfolge an ® entlang, sondern nach der Aufeinanderfolge ihrer
Abscissen, 90 dafe immer der Fall mbglich bleibt, wo ein spiterer
Punct des Systems riumlich zwischen zwei ihm vorangchenden liegt.

Um endlich bei der geometrischen Deutung von Untersuchungen
Uber die reducirte Abscisse unrichtige Folgerungen zu vermeiden, mute
ein merkwirdiger Umstand berickeichtigt werden, der bis jetat noch
nicht beachtet worden zu ein scheint.

Ich will voraussetzen, man habe flr zwei aufeinander abwickel-
bare Flichen S und S’ die rechtwinkligen Coordinaten ihrer Puncte

durch dieselben Variabeln p,q in der Weise dargestellt, dafs xwei
Puncte, welche gleichen Werthen der Variabeln p, q entsprechen, bei
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der Abwickelung aufeinander fallen, Hat man alsdann flr eine geodi-
tische Linie ap der Fliche S die reducirte Abscisse (af] in Function
der Coordinaten ihrer Endpuncto dargestellt, so ist dieser Ausdruck
nach art. 14 auch die reducirte Abscisee flr die geoditische Linie «’’
der Fliche 5’, auf welche sich jene abwickelt, aber nur unter der Vor-

aussetzung, dals die Fliche S’ auch wirklich die vollstindige Abwicke-
lung der Linie ap enthalt,

In der That folgt aus der Lehre von der Abwickelung krummer
Oberfiichen keineswogs, dafe, wenn ein Theil einer gegebenen Fliche
sich einer bestimmten Bedingung gemifs ohne Dehnung, aber mit oder
ohne unstetige Richtungsinderangen der Tangentialebene umbiegen
lift, dies auch von der vollstindigen Fliche gilt.

‘Man denke sich 2. B. von einer Rotationsfliche S eine von zwei

Parallelkreisen und zwei Meridianbigen begrenzte Zone, welche dio
Oberfidche wenigstons theilweise mehrfach bedeckt, und mmal um die-
selbe herumreicht, Soll diese Zone durch Auseinanderwickelung in
eine neue, geschlossene Rotationsfliche S’ verwandelt werden, welche
nur einmal um ihre Axe herumreicht, so ist dies steta, aber auch nur
dann méglich, wenn auf der urepriinglichen Zone der Neigungswinkel
ihrer Normale gegen die Ebene des Aequators nirgendwo grélser int

als derjenige Winkel im ersten Quadranten, dessen Sinus — + ist.
Durch geeignete Wahl von n kann man bei jeder Rotationsfliche S
(mit Aumshme des Kegels) bewirken, dafs es Zonen gicbt, welche
dieser Bedingung genligen, und andere, die ihr nicht gentigen. Diese
letzteren gehen bei der Aufwickelung verloren, und die neue Fliche 5”
wird von allen suf der urspriinglichen vorhandenen geoditiechen Linien

nur diejenigen Sticke enthalten, welche anf einer Zone der ersten Art
lagen.

Wenn man dsher fir diese neue Fliche S’ finden wirde, dats
2. B, dio reducirte Abscisse [a’6’] fir einen reellen Werth f’ ver.
schwindet, so kann immerhin der Fall stattfinden, dafs demungeachtet
die Oberfliche S” keinen diesem Werthe enteprechenden reellen Punct
enthilt, und man kann alsdann nur schliefsen, dafs es noch andero

durch die Function [a’f'] nach art. 14 bestimmte Oberflichen S giebt,
auf denen S’ abwickelbar ist, ohne sie ganz zu bedecken, und welche
auf ihrem unbedeckten Theile xu jenem reellen Werthe f’ auch den
enteprechenden realen Punct darbieten.

18.

Dieses so verstanden, ist es 2B. nach dem Jacobi’schen Kri-
torium flr die kirzesten Linien Klar, dala die Linie ® nur solange

at
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eine Ktrzeste Verbindungslinie von r mit @ ist, als awischen r und «
Kein mit @ sich indernder Werth f enthalten ist, flr den

[aA] —0 ist.

Sei nun das Krimmungsmafs k auf einer den Punet « enthaltenden

Strecke von B nogativ. Da in « selbst [ar]=0, “2-1, also
positiv ist, so wird u Anfange [ar] mit r zugleich wachsen, folglich

[ar] selbst, und mit ihm “I¢7]— — k[ar] positiv werden. Solange
dies der Fall ist, wichst also auch die erste Derivirte, und zwar aber

1 hinaus, mithin [er] umsomebr, und mit beschleunigter Geschwindig-
keit. Da [er] in der entgegengesetzten Richtung unaufhérlich ab-
nimmt, solange i negativ ist, so folgt der Satz:

Zwei unendlich benachbarte geoditische Linien kénnen sich von

ihrem Eintritt in ein Flichenstiick von negativem Krimmungematse bis
zum nichsten Austritte aus demselben niemals in mehr als einem

Pancte schneiden.

Mit Ricksicht auf das oben erwihnte Kriterium fiir kitrzeste

Linien folgt hieraus auch der von Jacobi ohne Beweis susgesprochene
Satz (Vorlesungen ther Dynamik pag. 46):

Auf einem Flichenstiicke von negativem Krimmungsmalse ist jede
geodiitische Linie augleich eine kGrzeste Verbindungslinie ihrer End-
puncte,

Den Beweis dieser Sitze kann man auch aus der Gleichung

en GP =f (CP) Hert
ichen. Weniger einfach ist die Untersuchung fr den Fall, wo das
KrimmungemaB positiv ist

Ist k positiv, 80 haben [ar] und seine zweite Derivirte entgegen-
igesotzte Vorzeichen. List man daher r ununterbrochen wachsen, 80
wird die erste Derivirte wacheen oder abnehmen, jenachdem [ar]
negativ oder positiv ist, wihrend umgokehrt [ar] selbst wichst oder
abnimmt, jenachdem dio erste Derivirte positiv oder negativ ist. Wir
hhaben demnach vier Fille zu unterscheiden, zu deren geometrischen
Darstellung wir 8 um den Punkt « unendlich wenig drehen, so dats,

wenn ap der Drebungswinkel bei a ist, der Punct r den zu ® senk-
rechten Weg [ar]2p beachreibt, welcher nach derselben oder der ent-

gegengesetzten Seite wie cp aufutragen ist, jenachdem [ar] positiv
oder negativ ist, und ein wirkliches Schneiden beider Linien eintritt,
wonn [er] sein Zeichen wechsolt.
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Liegt r nahe genug bei «, 0 ist [er] positiv flr r>«, negativ

far r <a, 4) in beiden Fallen positiv. Diese Falle finden also
unter allen Umstinden wenigstens einmal statt.

1) Ist oun [ar] negativ, %) poritiv, so nohmen beide mit r zu,
und die Zanahme von [ar] ist eine beschleunigte. Findet dice statt
suf der Strecke 1,<r<ry, 80 wird

Oferfan] > Gel (1) + fend,
und daraus folgt, dale r, nicht jede Grenze Uberschreiten kann. Denn
sonst wilrde, wie weit auch die negative Gréfse [ar,] unter Null liegt,
die rechte Seite der Ungleichheit durch Vergréfeerung von r, positiv
gemacht werden kénnen, wihrend sie <[er,], also negativ. bleiben
mufs, Wenn man daher im vorliegenden Falle r, also auch die positive

Grotse 212°) wachsen lifst, so mufs einmal der Fall eintreten, wo dic
urspringlich negative Gréfse [ar] gleich Null und hierauf positiv wird.

Es vorsteht sich von selbst, dale diese Schlisee ihre Gtltigkeit
verlieren, wenn bei wachsendem r das Krimmangsma(s nicht immer
positiv bleibt.

2) Ist nun auch [ar] positiv geworden, so nimmt [ar] noch immer

au, 2") dagegen nimmt ab, und dio Zunshme von [ar] ist demnach
cine verzigerte. Hier sind awei Fille denkbar; entweder convergirt

bei unbegrenzter Zunahme von r 24) gegen eine positive feste Grenze,
die such —0 sein kann, und dann verschwindet nuletzt dio xweite

Derivirte, also such [er], d.i. k, weil [er] nicht abgenommen hat,
flzo von Null verschieden ist. Dieser Fall tritt 2. B. bei den

Meridianen eines Rotationsparaboloids ein. — Oder sber os geht

alee! durch Nall, [ar] berschreitet ein Maximum, und es tritt der
folgende Fall ein.

3) Ist [ar] positiv, “*) negativ, so nehmen beide ab, wahrend r
wichst, ersteres mit bescbleunigter Geschwindigkeit, und man beweist
wie im ersten Falle, dala in Folge dessen [ar] durch Null gehen mals.

4) Ist auf diese Weise such [ar] nogativ geworden, 20 nimmt
seine Derivirte wieder 2u, [ar] selbst fibrt fort abzunehmen, aber mit
verzigerter Geschwindigkeit. Jenachdem nun, wie im aweiten Falle,
die Derivirte gegen eine feste Grenze convergirt, die nicht positiv ist,
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oder durch Null geht, wird [ar] im Abnehmen bleiben, oder der erste
Fall eintreten, der seinerseits wieder den zweiten nach sich zicht.

Es folgt also, dafs bei positivem Krimmungemalte eine der ur-
spriinglichen unendlich benachbarte geoditische Linie, welche jene im
Puncte « schneidet, im xweiten und vierten Falle an dieser ohne Ende

entlang loufen kann, ohne sie von Neuem zu schneiden, dale dagegen
auf den ersten und dritten Fall nothwendig ein Durchechnitt folgt,
ebenso wie dem xweiten und vierten nothwendig ein solcher vorangeht.

Da sich ferner ergeben hat, dals [ar] und seine ersto Derivirte
sowohl bei positivem wie bei negativem Krimmungemafse nie gleich-
zeitig verschwinden, so folgt noch, dafs mit dem Verschwinden von [ar]
stets ein wirkliches Schneiden, niemals ein Berdhren der geodittischen
Linien verbunden ist. Wenn daher mehr als ein Schnittpunct statt-
findet, 90 gehdren zwei, bei wachsendem r aufeinander folgende Schnitt-
puncte niomals zur nimlichen Art, und es wecheelt [ar] beim Uber-
achreiten eines Schnittpunctes jedesmal sein Zeichen.

19.

Es lobnt der Mthe, unter der Voraussetzung, dafs die Gleichung

1 [er] =0

mehr als eine Wurzel hat, die Abhingigkeit derselben von der stete
vorhandenen Wurzel r =a einer eingebenden Untersuchung au unter-
worfen.

Tat B eine von « verschiedene Wurzel dieser Gleichung, #0 folgt
us art. 16 Formel 5, flr jedes r und y

[er] _ far]; Gln4. h. es ist alsdann

(ar)

(Br)

von r ganz unsbhiingig. Dies gilt auch umgekehrt; denn wenn dieser
Bruch nach r constant ist, so findet auch die vorangehende Gleichung
statt, und aus der erwihnten Formel folgt bei beliebigen r und 7

[rr] [@B] 0, d. b. [«f] —0, weil im ersten Factor r beliebig ist.
‘Aus dor identischen Gleichung 3. art. 16 folgt aber unter der nim-

lichen Voraussetzung, dafs vorstchender Bruch gleich ist

Aer] , a8r]
or ar?

.

bei ebenfalls willkirlichem r, Nimmt man daber r= oder r=,

so folgt
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(er) _ dee) {6r] _ alee] _ _ ates)2
(Br) Op ” [ar) Oa éa’

wenn [af] selbst — 0 ist.

Betrachtet man nun f als Function von a, so folgt aus a[«f] — 0,
wenn man die Derivirten wegschafft:

ahfolglich ist er
3 FTC

. 3a (ar)

‘stets positiv und niemals Null oder unendlich. Denn kénnte dies z. B.
fiir ein bestimmtes « verschwinden, so miifste die rechte Seite fur

dieses a und jedes r gleich Null sein, was ein Widerspruch ist

‘Wenn also die @leichung 1. noch eine zweite reelle Wurzel 6
hat, so wird diese mit « zugleich stets und ohne Stillstinde wachsen,

‘solange sie stetig ist,

Sa ae), aed)ie Ge 7%

also wegen 2. und 3. op
w—=-1, #5.

Dann folgt

n= Ml oe 4 Bap,
oder da der Factor von 7p, welcher —— k,[af] ist, verschwindet,

au _ aap]

aa 9008"Darans
folgt weiter tu [ap] , aap] opdat aatep + da0p" da

Ofep) a[ap] ap

i aeendlich
kau

Famke ut S.

‘Setzt man hier flr u seinen Werth ein, so folgt schliefslich

OH" 9 AB apy" apy4 3 (FA) 22828 — 4x, (28)'— an, (22),
‘welcher Differentialgleichung dritter Ordnung alle Wurzeln 6 der Glei-
chung [«f] — 0 Goniige leisten.
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Man bestitigt leicht, dale die nimliche Differentialyleichong sich
auch ergisbt, wenn man’ p als Function von « so bestimmt, dals za
zwei Lésungen der Gleichung

on + hem = 0,
ie nicht in constantem Verhiltniase zu cinander stehen, sich stets

awei Lésangen der Gleichang

oR +hM=0
angeben Inssen, welche das nimliche Verhiltnifs liefera, Dies Ver
fabren ist genau dasselbe, durch welches Herr Kummer (Crelle’s
Journal XV. p. 89 und 127) die Jncobi"sche Differentialgleichung
abgeleitet hat, welcher simmtliche Modulargleichungen der elliptischen
Functionen Genige leisten, und welche einen besondern Fall der vor-
stehenden bildet.

Die allgemeine Lésung obiger Differentialgleichung stellt sich dem-
nach in folgender Form dar:

(ove) _ pltsl-+ate6)

(eye) ~ rCA)-+ etme)?
vorausgesetzt, dats weder [0,<,), noch [4p] —0 ist, weil sonst nach
dem za Eingange dieses art. gefundenen Satze eine von beiden Seiten
der Gleichang constant wire. Aus demeelben Grunde darf ps—gr
nicht = 0 sein,

Was die Constanten p, , r, ¢ betrifft, 20 mason dieselben offenbar
so gowilt werden, dafs beide Zihler und ebenso beide Nenner gleich-
zeitig verschwinden kénnen. Sind nimlich p,, p, die Werthe, welche

B fir @=a, und «=a erlangt, so mufs zur Rechten der Zibler ftir
B= py der Neoner fir ff, verschwinden, Aus der Differential-

leichang fir Mf folgt also, dale jener zu (f,6], dieser zu [6,6] pro-
portional ist, und unsere allgemeine Lésung nimmt hiernach die ver-
einfachte Form

(we), 66

fel 7 "6an, wo 4 eine Constante ist.

Sind endlich such «,, gleichzeitige Werthe von «6, so folgtdurch Elimination von 2

5 (evea) Love _ (0A) (6.8)

(eyes) Ce] 7 (sea) 0)als allgemeine Lasung der Differentialgleichung 4. in welcher die
néthige Anzahl willktrlicher Constenten tur Evidenz gebracht ist, indem
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liber die Werthe f,, f,, 6, von B, welche drei gegebenen Werthen
;, &%4, @ von « enteprechen sollen, nach Belieben verfigt werden kann.
Mit Benutzung einer in der Planimetrie tblichen Ausdrucksweise kann
man also sagen:

Die Differentialgleichung 4. ist die nothwendige und
ausreichende Bedingung dafir, dafs der Punct 8 mit drei

festen Puncten 6,, fy, 6, stets das nimliche Doppelverhilt-
nifs gebe, wie der Punct « mit drei ebenfalls festen Puncten
Hy My Me

Diese sechs festen Puncte kénnen nach Belicben angenommen
werden, bis auf die Bedingung, dafs von den sechs reducirten Abscissen

Cees], (ei), [exes], (6.1), (8:6s)> (222s)

keine = 0 sei.

Wablt man unter dieser Voraussetzung, falls dies méglich ist,
By, By und By 0, dale

[BJ =0, [426:]—9, [a6] —0

wird, so geht die Léeung der Gleichung 4. Ober in die Gleichung
[<A] 0, von der wir susgegangen sind. In der That tritt alsdann
[A8) i, i {Al
tftp) 12 constantes Verbiltnife m {510, und ee folgt munichst

;

(ese) fore)
(Alf Al

Nimmt man hier «= @, B= By, 80 wird wegen [4] — 0 zur Linken
der Divisor gleich dem Dividenden, also ist 4—1 und es folgt

(es@] (48) + [se] [41] = 0,

endlich wegen 5. art 16

[oA] [0g] = 0, 4. i. [6] = 0,wet bow
20.

Sei m die reducirte Linge eines geodatischen Bogens, welcher dio
Pancte 4, % und p,q verbindet. Will man sich zur Bestimmung von
m sls Function von p, q der Gleichung B. des art. 12 bedienen, so
mufs man noch, aufser den bereits festgestellten Stetigkeitsbedingungen,
dio am Schlusse des art. 14 gefundene Anfangsbedingung hinzuftigen,
zufolge welcher m, wenn p,q in unendliche Nihe von py, go rilckt,
bis auf Grofsen vierter Ordoung das Quadrat des beide Puncto ver-
bindenden Linienclementes wird.
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Dies setzt aber voraus, dats man in der Differentialgleichung“B.die vom Azimuth & abhingigen Coefficienten, welche nach art. 2 nichts

anderes als (32), — 2229, (22)' sind, ans den dort aufgestoliten
Difforentialgleichungen bestimmt, und dann das Verhiltnify zweier von

ihnen rum dritten durch p, 7, py, 4 und das Azimuth bei 75,% aus-godritckt habe

Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, werden wir die Gleichung

B. noch einmal diferentiiren, und mittelst der hieraus folgenden 3? und
24 eliminiren, woraus dann fur m eine partielle Differentialgleicbung
folgt, in welcher nur p, q vorkommen, wihrend die Coordinaten 75, d9
nar noch in Grenzbedingungen eingehen, und das Azimuth bei P, %
aus allen Bedingungen eliminirt ist.

Far die folgenden Rechnungen, die durchgingig nur angedeutet
werden milssen, werden wir atatt der bisherigen Bezcichnungen ein-
fachere wihlen, deren Bedeutung sich aber darch die Vergleichung
mit den enteprechenden Formeln von selbst ergiebt.

. Es sind p und q als Functionen von s so mu bestimmen, dats
zwei Differentialgleichungen von der Form (vergl. art. 2)

1 vim dp?+ 2p+ 9?Gm Ap?+ Quyt+ m0?
erflllt werden, und zugleich

2 Ep+2Fp'q'+ Gg?=1

wird, wenn das Quadrat des Linienelementes

est— Eep'+ 2Fepeg + Geg?
ist. Endlich milssen p,q flr s—0 in py, a dbergehen.

Die Ausdriicke, welche in 1. rechts vom Gleichheitszeichen vor-

kommen, worden wir durch (J,,1;¥,), (JnH4%) bezeichnen.

B. Int die vorige Aufgabe geldst, und wird

atm _j11) am _ pt) amapr Ut) ap — (a) 3g + Bem €
atm _ 12) dm __ (21) dm1 apa (i lap— lal aq + Fem = 8
am (28) 2m _ 138) amog — Lt} 5p — Ua} ag + Gem — 8
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gesetzt, so haben wir aus der erwahnten Gleichung B. zur Bestimmung
von m:

2 Ep?+ 25 p'q'+ Gq?=0,
woru aufser den Stetigkeitsbedingungen noch die Anfangsbedingung
gebdrt, dafs, wenn p,q von py, gy nur noch um unendlich kleine
Grdfsen erster Ordnung verschieden sind, bis auf Grofsen vierter Ord-
nung genau

3. mtm Eo(p — po)? + 2 Fy(p — Po) (4 — a) + Go(a— a0)"
wird.

©. Wir setzen nun voraus, dafs diesen simmtlichen Bedingungen
geniigt ist Dann bestimmen p,q als Functionen von s eine von po) %
susgehende geoditische Linie, s wird die Linge des zwischen beiden
Puncten enthaltenen Stiickes dieser Linie und m, wie verlangt, die
reducirte Linge von s.

Aus &, 2. folgt durch Differentiiren

1, 2G p+Fop"+Get Ge)a't FEv+ (E+ 238) peg +... 0,* op. og op. ,
und wenn man hier fir p”,g” aus %. 1. ihre Werthe einsetzt:

2 2G p'+ Fa) Aa) + 2(80'+ Ga) ayry) +E vt ---—0:
Diese Gleichung ist, wie B.2. in p’, q’ homogen, aber vom dritten

Grade. Wenn dieselbe nicht bei beliebigen Werthen der GréBen 2, u,v
identische Folge von 8. 2. ist, so kann man aus beiden Gleichungen
p' und q’ eliminiren; das Resultat dieser Elimination

3. [m] = 0,

ist die oben erwihnte partielle Differentialgleichung. Zu ihr gehért

aufser den Stotigkeitsbedingungen noch %. 3. als Anfangsbedingung.

‘Wenn dagegen die Gleichung ©. 2. bei beliebigen Werthen der
Grdfsen 2, #, v mit B. 2. vertriglich ist, so gentigen p’,q’ mit WB. 2.augleich den linearen Gleichungen Ep’+ §q'— 0, §p'+Gq—0. In
diesem Falle ist also Ep?-+ 2p'q'+ Gq? ein vollstindiges Quadrat,und m genigt der partiellen Differentialgleichung

@) P-EG-0.

Da die Gleichung [m]—0 jetzt fir alle Werthe der sechs Gréfsen
4, #, v besteht, so ist sie nothwendige Folge der vorstehenden.

Wihrend also die reducirte Lange m in allen Fallen sufser den

Anfangs- und Stetigkeitsbedingungen der Gleichung ©. 3. genigt, giebt
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es noch Aumahmefille, wo sie der einfachern Differentialgleichung (3.)
Geniige leistet, und jene eine Folge von dieser wird.

D. Wir untersuchen nun die umgekehrte Frage, ob auch jede
der Gleichung 6. 3. und den dazu gehdrigen Bedingungen gentigendo
Function eine reducirte Linge ist. Damit dies der Fall sei, ist er-
forderlich und hinreichend, dafs mit Zugrundelegung der 40 bestimmten
Function m sich auch die in %. und QB, gestellten Bedingungen be-
friedigen Inssen.

Die Gleichung ©. 3. ist die Bedingung daft, dafs den Gleichungen

8. 2, und G. 2. durch den nimlichen Werth von 2; — i gentigt wer-
den kénne. Wir setzen also voraus, es sei £ eine Lésung der Glei-
chung 8.2, durch welche auch 6. 2. befriedigt ist. Setet man dies
in © 2 ein, 80 sind auch p’,q’ bestimmt bis aufa Zeichen, von welchem
die Richtung der wachsenden

¢ abbiingt, und welches auf das Verhiltnis$2 Keinen Einflufs hat.

Durch Differentiiren folgt jetzt aus B. 2. die Gleichung C. 1, und

‘wenn man von dieser die bereits befriedigte Gleichung 6. 2. subtrahirt
und den Factor 2 beseitigt

1. (€p'+ Fa"— Cies)) + [8P'+ Galle”— Gaam)] = 0.
Differentiirt man die bei der Bestimmung von p’, q’ benutzte Gleichung
XU. 2, so erhilt man eine Gleichung von derselben Form wie ©. 1, und
von welcher zu bemerken ist, dats sie nach art. 2 vermége der Bedeu-

tung der Coefficienten 4,——{'!}a. 8. w. identisch wird, wenn man
p,q durch (2,12), (asHs%) ersetzt. Es ist also auch, sobald p’, 9°
der Gleichung W. 2. gentigen,

2 [Ep’ + Fa']lp"— (4u.%)] + Fp’ + GV”— atys)] = 0.Wenn die Determinante

8 gn |OP+ Ba Bet @|: | Ep’ + Fa’ Fe'+ Ga’
dieser beiden Gleichungen nicht —0 ist, so sind also auch die Diffe-
rentialgleichungen W. 1. erflllt, und zwar ist eine einmalige Integration
derselben geleistet, indem p’,q’ als Fanctionen von p, q, Po,qo ethaltenworden sind. Bestimmt man also hieraus p,q #0, dals sie fir s—O

in po, go Gbergehen, so sind alle Bedingungen %. und B. befriedigt,
und es ist dann namentlich wegen %. 2. die unabhingige Variable s
die Linge einer geoditischen Linie zwischen p,q, und p,g, und m
ihre redueirte Linge.
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Wenn dagegen unter der nimlichen Voraussotzung, dafs den Glei-
chungen W. 2, 8. 2 und G. 2, Gentige geleistet ist, 4 identisch ver-
‘schwindet, s0 sind die Gleichungen 9 1, nicht mehr cine nothwendige
Folge der beiden vorstehenden. Man kann in diesem Falle eine Grofee 2

80 bestimmen, dats Ep’+ §q’— 1(Ep'+ Fa’), und zugleich §p’+ Gq"
= 2(Fp'+ Gq’) wird. Addirt man diese Gleichungen, nachdem man
die erste mit p’, die andere mit g’ multiplicirt hat, 90 folgt wegen . 2.
und %. 2. 0—4, 00 dals also, wenn 4 identisch verschwindet, an Stelle
von @. 2. die einfachern Gleichungen Ep’+ §q'=0, §p’+ Gq’
=0 treten.

Folglich geniigt m in diesem Falle auch noch der Gleichung
B'—EG—0. Es wird sich weiter unten ergeben, dale nicht jede
Function, welche diese Gleichung befriedigt, cine reducirte Linge ist,
abgesehen davon, dafe sich nur in Ausnabmefillen unter den Lésungen
dieser Gleichung Oberhaupt reducirte Lingen befinden.

‘Aus den vorangebenden Untersuchungen ergibt sich also das fol-
gende Resultat: Jede Function m, welche sufser den Anfangs- und
Stotigkeitebedingungen noch der Differentialgleichung ©. 3, aber nicht
zugleich der Gleichung 6. (3.) genigt, ist eine reducirte Linge, und es
lassen sich aus dem Ausdrucke dieser Function mittelst der Gleichungen
B. 2. und W. 2 auf algebraischem Wege p’ und q’, also das Azi-
muth % der von pgp mach pq gehenden geodatischen Linie finden,
wihrend es zur Bestimmung ihrer Linge noch einer Integration be-
darf. Bei der Bestimmung von p’,q’ wird ein Vorzeichen verfllgbar,
welches bestimmt ist, sobald festgestellt wird, ob s von p,q) nach pq
hin, oder in umgekehrter Richtung wichst. Vgl. art. 13.

21.

Die Untersuchung des Ausnahmefalles, welcher sich im Voran-
gehenden dargeboten hat, stttzt sich auf die Bemerkung, dafs der Aus-
druck 4, unter Vorsussetzung linearer Substitutionen flr p’ und q’
allein, die simultane Covariante der beiden Formen

w= Ep?+ 25p'q'+ Ga"?
vm Ep'?+2Fp'q'+ Gq'*

ist, Man findet in Folge desson durch geeigneto Specislisirung dieser
Formen

Go-Ew §o—Fu

an-|e oe oe eek
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In unserm Falle ist aber (1. 2.) o-—1 und (B. 2) w= 0; folglich

wird

2-9-6.
Dieser Ausdruck ist seinerseits wieder die Invariante von bei linearen

Substitutionen flr p’ und q’ allein; er ist aber auch eine Invariante
in weit ausgedehnterm Sinne.

Setzt man zunichst in den Gleichungen der Oberfiiche S

== 9(P,0), y= ¥(P,9), #—= 2(P)9)

fur die Variabeln p,q 2wei voneinander unabhiingige Functionen von
Pi %» Cin, wodurch die Fliche S nicht geindert wird, so geht die
Function » ber in eine neue Fanetion

om Expy?+ 2Fip'a+ Gia,durch welche der neue Ausdruck des Linienelementes bestimmt ist,
und die Function u, welche bei beliebigem m nichts anderes be-
deutet als

os

un Satkm,
geht Ober in eine neue Function

Hy Ep+ 2hp'a'+ Ga,
wo G,, §,@, fiir die neue Form des Linienclementes und die zuge-
horigen Variabeln, wegen des vorstehenden Werthes von u, der kein
Coordinatensystem voraussetzt, ebenso gebildet sind, wie friher G, §, G.

Da man andererseits die Werthe der Coefficienten in den trans-

formirten Formen erhiilt, indem man in den urspriinglichen Formen
blofs die lineare Substitution

a Ce)(») Pm Bp Pet Gg G9 Uap,Pt Gq,
macht, und 4 hierbei die erste Potenz der Substitutionsdeterminante

rm OP Od _ oe tg

ap, a4, ~ 89," omausecheidet,
90 folgt G'- €,6,— °F EG).

Sei allgemeiner S, eine auf S abwickelbare Fliche und das System
ihrer Gleichungen

T= (PG) YR NP) #= MPG):

Dann kann man p und q als Functionen von p, und g, 60 bestimmen,
dala die Linienelemente beider Flichen einander gleich werden, also
wieder

con
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wird, Aus der nimlichen Substitution ftir p und g ergiebt sich eine

lineare Substitution (p) flr ihre Derivirten p,q’. FUbrt man die erstero

in m aus, 80 bleibt w= 2% + km bei jeder Bedeutung von m unge-
andert, wenn S auf S, abgewickelt wird, also ist auch

umm,

mithin wie oben i — 6,6, — r'(*— EO).
Der Ausdruck §?— €G, dessen Zusammensetzung durch die iden-

tische Gleichung

ag+ ov" + og = Bip + 2F peg + Gog! -
bestimmt ist, iat aloo Invariante gegentiber jeder Substitution von Fune-
tionen g,, ¥%, % an Stelle von g, w, z, durch welche

eg tw + ox ogh + out t extwird, unsbhiingig davon, ob hierbei gleichzeitig p= g,, ¥—Y, und
1% sein kann oder nicht.

In derselben Weise mufs dieses Theorem auch flr das Krimmangs-
mals ausgesprochen werden, wenn man die Substitutionen, denen gegen-
‘ber dasselbe invariant iat, richtig bezeichnen will.

22,

Um nun die Natur der Flichen zu bestimmen, fir welche bei

jeder Lage des Punctes p, q die reducirte Linge m einer geoditischen
Verbindungslinie dieses Punctes mit dem festen Puncte p, % der
Gleichung,

4=—0

genigt, mag dies nun flr alle oder nur flr specielle Lagen des Punctes
By) % stattfinden, bezeichnen wir den geoditischen Bogen zwischen
bbeiden Puncten durch r, sein Azimuth bei p,q durch g, und nebmen
die neuen Variabela p,—r, g,—. Dann wird das Quadrat des von
‘P, 7 ausgehenden Linienelementes

est = er? + meg’,

und hieraus folgt (art. 2 und B. 1. art. 20)

‘Om6, - Fa thm

aim __dlogm Om5s rae or a

atm, (om)*_ 1 (emt©, — Fy + (Fe) — ae Gq) tm
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Da m cine reducirte Linge sein soll, so wird €,—0; ferner ist

ogBw
‘also erhalten wir

(B*logm\* (dp q_ ep 24)"

 (aebe) ~ (5 39 a6 08) 8 — EO),
und da die rechte Seite = ( sein soll,

Bogm _

“erag ~
Folglich ist m das Product aus zwei Factoren, von denen jeder nur

cine der beiden Variabela r, @ enthilt, Da aber 2" fur r—0 in die
Einheit tbergeht, so ist m von g véllig frei, und Function von r
allein. Daraus ergiebt sich weiter, dafs wuch des Krimmungemals &
nur von r abhiingig, also an jedem geoditischen Kreise entlang con-
stant ist, dessen Centram der Punct 7, go ist.

‘Wenn umgekebrt, bei geeigneter oder beliebiger Lage des Punctoo
Po: G E nur von ¢, nie von g abbingt, eo wird auch die reducirte

‘Linge m Fonction von r allein, und 4 identisch = 0.
Bei dieser Beschaffenbeit von m zeigt aber der Ausdruck des

Linienelementes, dafs die Fliche S ohne Dehnung in eine Rotations-
fliche umgebogen werden kann, #0 dala p,, g Punct der Drehungs-
axe wird.

In diesem Falle verwandela sich alle von py, g» ausgehenden geo-
ditischen Linien in Meridiane, fr deren reducirte Lingen, weil sic vom
‘Azimuth p unabbingig sind, 4 —0 ist, und es giebt daher umgekehrt,
wenn die Voraussetzungen unserer Untersuchung erfillt sind, Keinen
von Ps, dy ausgehenden geoditischen Bogen, fr welchen 4 von Null
verschieden ist.

Der Fall, dafo die reducirte Linge der Gleichung 4 —0 gentgt,
bietet sich also dar,

1) bei den Flichen von constantem Krimmungsmatse flr jede
beliebige Lage des Punctes p,, 9;

2) bei jeder andern Flache, die sich auf eine Rotationsfliche
abwickeln lifet, wenn man filr 9, g> einen derjenigen Puncte
wiblt, welche dabei auf die Drehungsaxe fallen, vorausgesetat,
dafs die urspriingliche Fliche dberhaupt einen solchen Punct
enthilt.
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In allen dbrigen Fillen ist, wenn man flrm eine reducirte Lingenimmt, 4 von Null verschieden, folglich nicht blofs jede reducirte
Linge eine Lasung der im art, 19 gefundenen Differentialgleichung

[m]-0

nebst den dazu gehdrigen Bedingungen, sondem auch umgekehrt jede
Function, welche dieses System von Bedingungen befriedigt, eine redu-
cirte Linge.

Da endlich nicht jede Lisung der Gleichung 4—0 eine reda-
cirte Linge ist, sondern nur eine solche, die von p unabhingig ist,
weil nur in diesem Falle €,—0 wird, 20 folgt, dale in den beiden
cbigen Ausnahmefilien auch die Gleichung 4 —0 zur Bestimmung
dor reducirten Linge nicht hinreicht, sondern diese, was in diesen
Fallen aber auch zuniichst liegt, direct aus der urspriinglichen Gleichung

on + km=0
gefunden werden mufs. :

‘Von den obigen Ausnahmefillen wird der erste im folgenden
Abschn, art. 29 seine vollstindige Erledigung finden; der andere tritt
nur flir besondere Lagen des Punctes 74, 4 ein, und bedarf als Grenz-
fall keiner besondern Behandlung.

Vierter Abschnitt.

Gooditische Classification der krummen Oberfiichen.

23.

Nachdem im Vorangehenden nachgewiesen worden ist, welche Be-

doutung den im zweiten Abschnitte gefundenen Integrabilititsbedingungen
beigelegt werden mufs, werden wir die simmtlichen Formeln mit Be-
nutzung der inzwischen gefundenen Vereinfachungen in entsprechender
‘Weise zusammenstellen. Wir halten dabei an der Voraussetzung fest,
dale die in den Seiten des geoditischen Dreiecks gezihlten Abscissen
in der art 5 fesigelogten Richtang wachsen, so dafs die reducirten
Liingen der Seiten, durch reducirte Abscissen susgedrickt, die folgen-
den werden:

@ =], O=[re], © =[e8]-

E.R obrtetotte, Quam Attandiengn, 2
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A. Die endlichen Grundformeln

Ga +a) =0
aa) 8(a) (a)©)dayéa;

— bay 20, — |oe +h,(a)=0

2 (a: ga log (a) @ sing’
Hy ("int aay”) + 86a)=® (siny210@(@) _ 2 (sin By _

Die tbrigen Formeln, welche hierhin gehiren, ergeben sich durch
ceyklische Vertauschungen; die entwickelten Formeln werden wir nicht
wiederholen.

B. Die Differentialformeln.

Dieselben lauten in unentwickelter Form:

; 4) 1721) ain g 82%, — [sl 1} sin(C—0)—4{7}} sin 6 sing 350) ep
a(t) 1/3) 5, sa+ {at 2} sin(h—o)—4 {9} sindt] 09, + Gre,

Co [A(3] sin(B—0)—4{7} sin + sin 7 ZO) on,
+[{2] sincr—o) 49] sintt] ea, + ay ep

Ga — cos Bac, — 2a,— 00872, + Ca,sing sins ging (21080-» 4 Slog)aa — tea,—Sy eae tine GEO 20, + EM ec,).
In entwickelter Form wird

‘gain (11 oy Blog (a) ‘gain /2toa, — [2{7} tesine GE‘27 [ese{2}
. Ao (ay sin, sin,+gsin(U—o) 3a, 1 80 Tye yey

. sine (11 «oy Blog (ay) ‘gino (24m=— [2882]enna op, — [ese]
. o sin in(t—e+ 9sin(h—0) 2580) 24, og lene toy Gye edy

2a = ¢,008%,cp,+ 9,008 (,—0,) 2a,
— ¢,c08 i, 2p, — 9,008 (%,—0,)24,.
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Wenn es sich nicht blofs um eine einzige geodittische Linie, sondern

um ein geodatisches Dreieck handelt, so milssen auch hier noch die

durch cyklische Vertauschung folgenden Formeln beigefigt werden.

24,

Die vorstehenden Resultate wenden wir auf die Untersuchung der
Frage an, unter welchen Voraussetzungen dber die Fliche $ in éhn-
licher Weise, wie es bei der Kugel der Fall ist, zwischen den Ele-
menten, niimlich den Seiten und Winkeln cineé geoditischon Dreiecks

Gleichungen bestehen, welche von den Coordinaten p, q der drei Ecken
unabhiingig sind.

‘Wenn eine solche Gleichung stattfindet, so wird bei einer stetigen
Ortsinderung des Dreiecks, bei welcher flinf Elemente ungeindert
bleiben, auch das sechste sich nicht indern. Ein ahnlicher Schlufs gilt
in den beiden andern noch méglichen Fallen, wo zwischen den sechs
Elementen zwei oder drei voneinander unabhingige Gleichungon “statt-
finden.

‘Wenn umgekehrt eine stetige Ortsinderung des Dreiecks mdglich
ist, bei welcher seine simmtlichen Elemente ungeindert bleiben, so
sind die Ausdricke der sechs Elemente durch die Coordinaten der

drei Ecken keine voneinander unabhiingige Functionen der letztern,
indem die Differentiale der Coordinaten durch die Differentiale der

Elemente nicht véllig bestimmt sind, weil sonst jene mit diesen zu
gleich verschwinden mifsten. Unterscheidet man nun diejenigen Co-
ordinaten, deren Differentiale bei gegebenen Differentialen der Elemente
willktirlich bleiben, von den dbrigen, und eliminirt die letztern, so
gehen die erstern nothwendig von selbst heraus, und man erhilt dem-

nach ebensoviel voneinander unabhiingige Gleichungen zwischen den
Elementen des Dreiecks allein, als Differentiale von Coordinaten seiner
Ecken willktrlich bleiben.

Es ist demnach zu untersuchen, ob die sechs Gleichungen

@) — éa=0, ch—0, ce=0, a= 0, 2B =0, ty= 0bei von Null verschiedenen Werthen der Grofsen

@) Par Gar gr Gay Pyr CQyy
oder was anf dassolbe hinauskommt, der folgenden

@) Ey, Cys Cegy (yy Vay Cy
méglich sind oder nicht, und im ersten Falle, wieviel von den letztern
dabei willktirlich bleiben.

Diese Untersuchung tber die Fille, wo die Auflésung der Glei-
chungen (1) keine bestimmte ist, hiingt nur scheinbar vom Verschwinden

2°
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iner sechszeiligen Determinante und ihrer Unterdeterminanten ab, in-

dem die drei ersten von den Gleichungen (1) sich stets und ohne Un-

bestimmtheit nach drei Unbekannten, 2. B. 2a,, 2b,, /¢, auflsen lassen,
durch deren Elimination man zu drei Gleichungen gelangt, deren De-
terminante zu untersuchen ist.

‘Auf einem solchen direkton Wege wiirde man indessen zu kaum
fibersehbaren Resultaten gelangen.

25.

Setct man zu besserer Ubersicht

cosetconpoosy _ y, coef -tocsycora  cony+ cosaconf _tin Bin » Sing aine einenF ,
rund die Determinante

1 —cosy —cos8
— cos 7 1 —cos «|= 6,

—cosB — cose 1
20 wird

—ae it prfoe_1-Mm pay? A— BO soaring any
u. 8, w, und man erhilt:

a — cosy 2b — cos Bae = sin (sin y ca, + Bsina’e,)
— sin A (sin 82a, + sine eb,),

nebst zwei ihnlichen Gleichungen, welche aus dieser durch Ver-
tauschungen folgen.

‘Um den drei ersten Gleichungen (1) zu gendgen, nebmen wir

siny ea, +Bsinedc,—2i26, sinfaa,+Tsinadd,= 2iet
sin ab, + sinpea, —ysek, sin 700, + Asin Bocy — y S2e
sin Ba¢y+ Asiny at, — 252", sina de, + Bain yea, — 2 82h,

woraus ; ;
(1—B?) sineae, -eie — Brine
=F) si =y ttt pe tiny(69) sinadd,— y S24 — Fa SAE

u. a. w, folgt Durch die Werthe von 2, y, # sind also die GréBen (3)
véllig bestimmt, und die Anzahl der willkirlich bleibenden ist in
beiden Systomen dicselbe.
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Nun ist

teem § [siny ea, + Spin ace, |— [sin Bea, — 52 sinaay]
1 pein, (80) i 17 sing (806) i~

@[eiset (392-8) sinezes|—G[ tae (G2+1) singad,],also folgt
ce m2 Petite 4 (20) _g) smb (_* aca= gy [Fieet (op-—8 6" aay 2a)|

1fjsiny (20 47) snr (_y _p_#_)].~ wet (G2 4+")(Ge +9) |
Setzt man nun

(a) aFEtAWOA, FP+e-OB, FL+r- Ol.
a a a

F2-A-@A, FP-8- OB, GP-r-Olpso wird der Factor von y gleich
sine?sin einy
a meerder Factorvon # wird gleich
finan singsneteinpeinypgund der Factor von« wird:

1_ (sing _siny sing siny

wae(Oe)— 28 amen ey — Tomer ory1_(sinfi_iny) _sinasing¥siny! (BB, | Fr) _sinatsin@inyml ~S) ee apt ing) ve
wenn ferner

2 (rin sin”) gin pain (8824 Tu) — gin gtvise sin ping (te) — 82 «8m Bing (Fg + ny) — Hina
e jay sine) ga (le AAA cin

ge,siaaaiepany (Oe~ ar) — sin enin Boing (50 + ZF) — inp By
ine sin) a agin (AA, 88) osaman Fainy (ay — Be) — tin esin Boing (Gr + a4) — ain,

gesetet wird.

Bei diesen Bezeichnungen wird sls, wenn ca—0, 2b—0,

c= 0 ist, ae
camNON A 2 + Ty + Bs].

Diese Umformungen setzen jedoch voraus, dais

8 = — AeosS TEFL cog PEI=* 9g 1H E=F ogg SHE—?

.



342 XVI. Allgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke.
‘yon Noll verschieden sei. Von den vier Factoren dieses Productes

verschwindet aber der erste filr jedes belicbige geoditische Dreieck

nur dann, wenn das Krimmungsmals « + B +7 — 2 jedes Dreiecks =O
(Disqu. g.c. 8. XX), also auch das Krimmungsmafs der Fliche S
allenthalben =0, und diese Fliche auf einer Ebene abwickelbar ist.

Diese Flichen sind also von der folgenden Untersuchung ausgeschlossen,
was jedoch keine Beschrinkung ist, da die Trigonometrie derselben
bei unsern Untersuchungen vorausgesetzt wurde.

Wire der zweite Factor fr jedes geoditische Dreieck der Fliche
S gleich Null, so wire das Krimmungemals jedes Dreiecks nur vom
Winkel « abbingig, und sein Differential = 2¢«, was ein Widerspruch
ist. Wir erhalten demnach das folgende Resultat.

Fir jede Fliche S, die nicht auf einer Ebene abgewickelt werden

kann, besteht die Bedingung dafir, dafs auf ihr ein geoditisches Drei-
eck ohne Anderung seiner Elemente stetig verschoben werden kénno,
darin, dafs den drei Gleichungen

Ac+Ty +B, =0

Bay + Aye +02 = 0
Tet Bact Ay =O

genigt werden kénne, ohne dafs die Unbekannten z, y, ¢ simmtlich
verschwinden.

Bleiben m von diesen Unbekannten willkilrlich, so bestehen zwischen

den Elementen des geoditischen Dreiecks gerade n voneinander unab-
hiingige Gleichungen, welche keine andern veriinderlichen Gréfsen ent-
halten.

26. Die erste Flichengattung, n= 0.

Ist die Determinante

A. T, Be| Ty By Ay | “4B, A, Ty

nicht identisch =, 0 werden 2, y und ¢—0, und os ist dann die
stotige Ortsiinderung eines geoditischen Dreiecks ohne Anderung seiner
Elemente im Allgemeinen unméglich.

Im vorliegenden Falle sind die Differentiale von p,, ga)--- 4, durch
die Differentiale der Elemente vollig bestimmt, solange nicht A — 0
wird, was nur fir spezielle Dreiecke méglich ist. Folglich sind nicht
Dlofs die Elemente des Dreiecks durch die Coordinaten der Ecken,

sondern auch umgekehrt diese durch jene bestimmt Ist diese Be-
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stimmung eine mehrdeutige, so findet dasselbe Elementensystem bei
mehrern geoditischen Dreiecken statt; aber es ist nicht méglich, diese
durch stetige Ortsiinderung ineinander dberzufthren, ohne dafs wabrend
dieses Uberganges Anderungen in den Elementen stattfinden.

21. Die aweite Flachengattung, n—1.

Die zweite Flichengattung findet statt, wenn A, aber nicht jede
Unterdeterminante von A identisch verschwindet.

Alsdann ist von den Grofsen 2, y, s eine willkirlich, und durch
diese sind die beiden andern bestimmt. Auf einer solchen Fliche findet

‘also fir jedes geoditische Dreieck cine Gleichung zwischen seinen Ele-
menten allein statt, aber auch nur eine einzige. Es kdnnen daher finf
Elemente des Dreiecks und ihre stetigen Anderungen beliebig an-
genommen werden, und durch diese ist das sechste Element nebst
‘seinen stetigen Anderungen bestimmt.

Von den sechs Gréfsen dp,, 29,,--. €qy ist nur eine einzige will-
kurlich, Ein auf der Oberfliche gegebenes geodittisches Dreieck kann
also im gegenwirtigen Falle ohne Anderung seiner Elemente stetig
vyerschoben werden, jedoch nur in der Weise, dafs jede Ecke eine vallig
bdestimmte Kurve durchlauft.

Werden daher auf einer Fliche der zweiten Gattung finf Elemente
‘eines geoditischen Dreiecks gegeben, so ist hierdurch das sechste, und
fur jede Ecke eine Ortskurve vollig bestimmt, und zwar ist die Lage
simmtlicher Ecken gegeben, sobald irgend einer von ihnen cine be-
stimmte Lage auf ihrer Ortskurve angewiesen wird. Gleichzeitig sind
dann auch die Azimuthe an den Ecken bestimmt.

28. Die dritte Flichengattung, n—2.

Die dritte Flichengattung findet statt, wenn alle Unterdetermi-
nanten, aber nicht alle Elemente von A identisch gleich Null sind.

In diesem Falle ist auch A—0, und es bleiben von den GroBen

, y, # awei willkOrlich, und durch diese ist die dritte bestimmt. Auf
einer Fliche dieser Gattung finden also flr jedes geoditische Dreieck
awei Gleichangen zwischen seinen Elementen statt, welche die Coordi-
naten der Ecken nicht enthalten.

Von den sechs Gréfsen Gps, 2qe,---€4, bleiben ferner zwei will-
kurlich, und durch diese sind die Obrigen bestimmt. Die stetige Orte-
Anderung eines geoditischen Dreiecks von unverinderlichen Elementen
ist also in der Weise méglich, dals eine Ecke an einer belicbigen
Kurve entlang verschoben werden kann, wihrend hierdurch die gleich-
zeitige Bewegung der beiden andern Ecken véllig bestimmt ist.
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Eine Fliche der vorliegenden Gattung enthilt also jedes auf ihr

‘uberhaupt mogliche geoditische Dreieck unendlich oft, und zwar auf
drei Arten, indem jeder Punct der Fliche fur eine beliebige der drei

Ecken genommen werden kann, wodurch dann die beiden andern Ecken,
also die Richtungen der von der ersten Ecke ausgehenden Seiten, véllig
bestimmt sind.

Auf einer Fliche der dritten Gattung kann man demnach Ober
vier Elemente eines geoditischen Dreiecks und die Coordinaten einer
Ecke nach Belieben verflgen. Dadurch sind die beiden andern Ele-
mente und die Coordinaten der beiden andern Ecken bestimmt. Ist

diese letztore Bestimmung eine mehrdeutige, so ergeben sich fur jeden
Panet der Fliche mebrere, in den Elementen congruente Dreiecke,
welche dort die nimliche Ecke, 2, B. « haben. Aber diese congruenten
Dreiecke knnen durch stetige Drehung um die gemeinsame Ecke «
nicht zur Deckung gebracht werden, ohne da® wahrend des stetigen
‘Uberganges Anderungen in den Elementen stattfinden In der That
ergiebt sich aus dem Obigen auch der Satz:

‘Wenn man auf einer Fliche der dritten Gattung ein geoditisches
Dreieck um eine seiner Ecken, zB. « dreht, ohne die dort anstofsen-
den Elemente 8, «,¢ zu indern, so erhilt man uach und nach alle
geoditischen Dreiecke, welche mit diesen drei Elementen auf der Fliche
‘berhaupt construirt werden kénnen, und zwar gilt dies, wo auch der
Punet « auf der Fliche angenommen werden mag.

29. Die vierte Flichengattung, n= 3.

Die vierte Flachengattung findet statt, wenn simmtliche Elemente

von A identisch gleich Null sind.
In diesem Falle bleiben z, y und ¢ willkdrlich, und os finden da-

her auf jeder Fliche dieser Art drei von den Coordinaten der Ecken

unabhiingige Gleichungen zwischen den sechs Elementen jedes geoditi-
schen Dreiecks statt.

Es bleiben ferner drei von den Grofeen ép., ¢ge,---@qy willketr-
lich, und durch diese sind die drei tbrigen bestimmt. Auf den Flichen
der vorliegenden Art ist also die stetige Ortsiinderung eines geoditi-
sehen Dreiecks von unverinderlichen Elementen in der Weise moglich,
dafs eine Ecke, 2 B. a auf einer beliebigen Kurve verschoben, und
Bleichzeitig einer der beiden andern Ecken noch eine ununterbrochene

Bewegung ertheilt wird, die bis auf die Bedingung unverinderlicher
Elemente willktirlich ist, also neben einer translatorischen Bewegung
mit der Ecke a in einer Drebung des Dreiecks um dieselbe besteht.
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Der vorliegende Fall ist bis jetet der einzige, wo die weitern
Untersuchungen sich vollstindig haben durchftbren lassen. Aus den
Gloichungen A, = 0, Ay — 0 folgt

aa) _ _ 80) _ ay
ba, Bay"?

und aus A, — 0, weil auch By= 0, Tu — 0 ist:
sin) _ siny
© @*

Vermige der ersten Gleichung geht dio Formel

Ba) __ (0) (a) _

0,26, ~ 84, 04,fiber in die gewdhnliche Differentialgleichung

Xa) _ (2€a))*.5 — (3) + 1=0.
Dieselbe wird durch Multiplication mit ae integrabel, und liefert

y(2Y-1---@
wo ¢ die Integrationsconstante ist. Dies in die vorige Differential-

gleichang eingesetzt gicbt FE + (a) -0,y

folglich ist dss Krammungsmals der Fliche an jeder geoditischen Linie
entlang constant, und wir erhalten den Satz:

Die vierte Flichengattung wird gebildet durch das System aller
derjenigen Flichen, deren Kriimmungsmals constant it.

Wird dasselbe wieder durch  bereichnet, so folgt mit Rucksicht
auf die flr a, — a, stattfindenden Grenzbedingungen

1 on (VE 1(@) = J sinVEC,— 9p) = Fo sin VB.
Durch cyklische Vertauschungen ergeben sich demnach die flr alle

Flichen von constantem Krimmungemalse k giltigen Formeln:

sin(aVB) _ sin®VE)_ sineVhwine 0B sing?

cone + conf conycos (aVk) =aa

cos (DYE) — Smetsonrcene
cos (CVE) =see
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Der merkwiirdige Satz, dafs die in der vorstchenden Weise ge-

schriebenen Formeln der sphirischen Trigonometrie nicht blofs fir die
auf der Kugel abwickelbaren Flichen, sondern auch noch fir diejenigen
Flichen giltig sind, deren Kriimmungsmals einen negativen constanten
Werth hat, ist zuerst von Hern Minding (Crelle's Journal XIX) ge-
fanden worden.

Hiermit ist der Aumshmefall erledigt, weleher sich am Schlusse
des vorigon Abschnitts dargeboten hat, und es treton nun flr alle

Ubrigen Flichengattungen die dort gefundenen Resultate in Kraft,
denen zufolge die zur Auflésung eines geoditischen Dreiecks erforder-
lichen Formeln sich aus art, 23 unmittelbar ergeben, sobald die redu-
cirte Linge eines geoditischen Bogens als Function der Coordinaten
seiner Endpuncte dargestellt ist, wozu jene Formeln nicht erforder-
lich sind.

Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 17. Dezember 1868.



XVII.

‘Uber die Transformation ganzer homogener Differential-
ausdracke.

(Monataborichte der Kgl. preuss. Aksdemio der Wissenschaften su Berlin 186%,
81-8)

Wenn man in einem homogenen Differentialausdruck pter Ordnung

F = EF oj0,.0y8%ayeay ++ Oay

im welehem die Coefficienten beliebige Functionen der n Variabeln
%, %,...2, sind, statt dieser Variabeln ein System von einander un-
abhingiger Functionen der neuen Variabeln 2, 2}, ...2, einflhrt, soerhilt man einen neuen Differentislausdruck F’ von gleicher Ordnung

und Dimension, welcher aus dem urspringlichen auch durch zwei suc-

cessive Substitutionen erhalten werden kann, nimlich dadurch, dafs man
1) die Differentiale ¢2 durch eine in den 22’ lineare Substitution trans-
formirt, und alsdann 2) in den Coefficienten F,,0,... selbst ebenfalls von
den urspriinglichen zu den neuen Variabeln abergeht. Jene lineare
Substitution nenne ich im Folgenden die Hauptsubstitution.

Sind nun umgekehrt zwei Differentialausdricke F und F’ vou
gleicher Ordnung und Dimension gegeben, so kann man sich ebenso
wie in der Invariantentheorie die Frage vorlegen, unter welchen Be-
dingangen F in F’ transformirt werden kann und falls dies méglich
ist, welche Substitution die verlangte Transformation leistet.

Unter den verschiedenen Fallen, welche sich hier darbieten, ver-

dionen die Differentialausdricke zweiter Ordnung besondere Aufmerk-
samkeit, sowohl wogen der wichtigen Probleme, in denen sie vor-
kommen, als auch weil sie den Differentialausdriicken héherer Ord-
nungen gegentiber einen Ausnahmefall bilden.

‘Wenn nimlich p>2 ist, so liofert die Invariantentheorie unterder Voraussetzung, dafs blofs dio Hauptsubstitution ausgefuhrt wird,
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inerseite eine Anzahl von Bedingungsgleichungen fir die Moglichkeit
der Transformation, und andererscits mittelst der, bis auf besondere
Fille stets in der normalmifsigen Anzahl vorhandenen zugehdrigen
Formen véllig bestimmte Werthe fir die Coefficienten in der Haupt-
substitution. Damit sind aber nicht alle Bedingungen flr die Mog-
lichkeit der Transformation von F in F” gewonnen, sondern es wird
nun eine rweite Untersuchung ndthig, die Bedingungen betreffend, da-
mit die aus den zugehdrigen Formen hervorgehenden Ausdriicke fir
8%, %,...2z, auch, wie erforderlich, die vollstindigen Difforentiale
der urspringlichen Variabeln werden. Fur diese Untersuchung bilden
die mugehdrigen Formen selbst dio Grundlage, und zwar genau wegen
der bekannten Eigenschaft dorselben, unmittelbar nicht die direkte,
sondern die transponirte Substitution zu liefern.

Obne diese Betrachtungen weiter zu verfolgen, sicht man nun
ohne Weiteres ein, weahalb die quadratischen Differentialformen sich
der allgemeinen Behandlung entzichen; der Grund hiervon liegt darin,
dats die algebraische Invariantentheorie flr dieselben nur eine 2u-
gehdrige Form liofert, also ohne Hinzuzichung der Integrabilitite-
bedingungen nicht die Mittel gewihrt, um die Hauptsubstitution durch
dae Resultat dereelben zu bestimmen.

Ich habe daher den Fall p—2 flr beliebige Werthe von n be-
handelt, mich dabei jedoch auf die Vorausseteung beschrinkt, dafs die
Determinante von F nicht identisch —0 ist. Im Verlaufe dieser

Untersuchung, welche im Journal des Herm Borchardt erscheinen
wird, trennen sich zwei verschiedene Fille von einander, indem sich

als Houptfall derjenige herausstellt, in welchem das Resultat der
‘Transformation die anzuwendende Substitution vallig bestimmt, wih-
rend demselben Ausnahmefiille zur Seite stehen, in denen es stetige
Variationen der Substitution gibt, welche F’ ungeindert lassen. Za
diesen gehdrt 2. B. der Fall, wo YF das Linienelement einer in
sich selbst ohne Dehnung verschiebbaren Oberfliche ist, und os ist
aufserdem mu bemerken, dale diese Ausnahmefille nicht blofs far

p=2, sondern uch fir alle Obrigen Ordnungen 2 berilcksich-
tigen sind.

Far die dem Hauptfalle entsprechenden quadratischen Differential-
formen finde ich nun das merkwirdige, und aus der Natur der Sache
keineswegs im Voraus m erwartende Resultat, dala alle Bedingungen
fir die Méglichkeit der Transformation von F in F", sowohl was die

Haupteubstitution, als was die zu ihr gehdrigen Integrabilitats-
bedingungen betrifft, sich ohne Ausnahme als Gleichungen zwischen
Invarianten der Formen F und F” darstellen lassen, wenn dieser
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‘Ausdrack zur Bezeichnung der gleichen Formverhiltnisse wie in der

‘Algebra angewandt wird, und dafs auch hier zugehdrige Formen
und Covarianten in derselben Bedeutung, wenn auch ans ganz
anderer Quelle anftreten, wie bei den anslogen algebraischen ‘Trans-
formationsproblemen.

Die erwihnten Invariantengleichungen werden durch die all-
gemeine Theorie in zwei vollig bestimmte Gruppen zerlegt. Unter
den Gleichungen der ersten Gruppe finden sich deren m, durch
welche die urepriinglichen Variabeln els Functionen der neu einzn-
fuhrenden véllig bestimmt sind, und diese Werthe miissen die
‘tbrigen Gleichangen der ersten Gruppe, soweit solche vorhanden
sind, und alle in der zweiten enthaltenen zu identischen machen.
Unter Voraussotzung dieser Werthe der urspriinglichen Variabeln
liefern alsdann die Gleichungen zwischen den zugehérigen Formen
véllig bestimmte Werthe fir die Coefficienten der Hauptsubstitation
und diese sind, ohne dafs neue Bedingungen erforderlich werden, in
verlangter Weise die Derivirten der urspringlichen nach den neuen
Variabeln.

Wenn dagegen die Anzahl der von einander unabhangigen In-

varianten und zugehdrigen Formen von F zur vélligen Bestimmung
der urspriinglichen Variabeln und der Coefficienten in der Hauptsub-
stitution nicht hinreicht, so bietet F einen der oben erwahnten

Ausnahmefille dar, und es ist hiernach klar, dafs die simmtlichen

Bedingungen fir diese Falle in identischen Gleichungen zwischen sol-
chen Invarianten und zugehSrigen Formen von F’ bestehen, welche
im Hauptfalle voneinander unsbhingige Functionen  simmtlicher
Variabeln sind.

Unter den besondern Fiillen, welche ich behandelt habe, zeichnen

sich die terniren Formen durch eine bemerkenswerthe Vereinfachung
der Resultate aus. Ich erlaube mir daher dieselben fir diesen Fall

volistindig mitzutheilen.

Man bezeichne durch E die Determinante der terniren Form

F= 0,22,0%,,

und durch E,, in bekannter Weise ihre Unterdeterminanten. Ferner
bilde man folgende 18 Ausdriicke

h| 1 (8% | Bay, Be,y

| \~3 Ga +S — Fe).and mittelst dieser
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= 1 (ten_ ten _ dey) Fee 2 ai-2\\¢4a aeth ~ 388 at) +2 ( aiie/-l2le)
wed (Ben 4 Bey Boy BoyAum y (Hs + GY — gabe Zr)

Eqg|31|) 20) _ [a2] |a9

nebst den durch oyklische Vertauschungen von 1, 2,3 aus ibnen fol-
genden; endlich die 18 Ausdriicke

a4 Aw ak 2 Fdint EyrdarAy = Ft — BEE + Be |eee,
so wie alle ihnen enteprechenden fr die neue Form

Fe Soni zien.

Mittelst dieser Ausdritcke als Coefficienten werden die drei alge-
braischen Formen

P= FAyX,X,,

®- SEX,

6 = S40, XX,

und fir F’ die entsprechenden I”, ®', 6’ mit den Variabeln ¥ und V
an Stelle von X und U gebildet.

Dann sind die fur die Méglichkeit der Transformation von F in
F’ erforderlichen und ausreichenden Bedingungen genau die nimlichen,

wie diejenigen, welche stattfinden miseen, damit durch eine lineare
Substitution

Xm Sree

Tin IY, ® in © transformirt werde und gleichzeitig unter Voraus-

setzung der transponirten Substitution

Vem Sri 0,

© und © entsprechende Zwischenformen werden, welche der Gleichung

o- Re

geniigen, unter R die Substitutionsdeterminante verstanden.

Dieser Satz findet jedoch nur unter der Voraussetzung statt, dafs

die sechs absoluten zugehdrigen Formen und Invarianten von I’, ® von-

einander unabhingige Functionen der Variabeln 2, 25 25 U, Uy Uy sind.
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Ist diese Bedingung erfillt, so erhilt man aus den Covarianten-
gleichungen die Coefficienten der inversen Substitution

Bam AX

und zwar 40, dafs allgemein a
Bon 3wird,

Dazu bemerke ich noch, dafs die vier simultanen Invarianten der
Funetionen I; ® diejenigen sind, welche ich als ein vollstindiges
System von Invarianten des Differentialausdruckes F bezeichne.

Anmerkung.

Dieser Avszug der ephler im 10, Bande des Joumals fir reine und an-

gowandte Mathematik erschienenen und anf den folgenden Seiten diowes Bandes = *
sbgedruckten Abbandlang Christoffels warde der Akademie von Borchardt
in der Gesammtsitzung am 7. Januar 1869 abergeben,
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Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdracke
zweiten Grades,

Gournal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. 70, 1869, 8. 46—70.)

1

Fobrt man in den Differentialausdrack

F=JS0,82,02,; i,k —1,2,...0,

in welchem die Coefficienten  beliebige Functionen der von einander

unabhingigen Variabeln 2,, 2, ... z, sind, statt der letztern ein System
von einander unabhiingiger Funetionen der neuen Variabeln 21, 21, ... 2,
ein, s0 geht F in einen neuen Differentialausdruck

F = Soj,22,2%,

‘ber, welcher dem urspringlichen vermége der ausgefthrten Substitu-
tion gleich ist.

Sind umgekehrt die beiden Differentialausdricke F und F’ ge-
geben, so kann man sich die Frage vorlegen, welche Bedingungen er-
forderlich sind, damit der eine in den andern transformirt werden

Kénne, und falls dies méglich ist, welche Substitutionen die verlangte
‘Transformation leisten.

Wir bezeichnen fir diese Untersuchung die Substitutionsdetermi-
nante und dio Determinanten von F und F” wie folgt:

az, Om Bam
Stiga"
Dt On Oy

= E,DE Oy Oy EY

Dann findet, wie aus der algebraischen Invarisntentheorie bekannt ist,
eine und auch nur eine Transformationsbedingung

E'=E
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statt, und diese wirde auch fiir den vorliegenden Fall ausreichen, wenn
die Coefficienten @ von F und die Elemente von r constant wiren.

Im gegenwirtigen Falle missen jedoch noch andere Bedingungen er-
fUlt sein, da nicht jedes System linesrer und homogener Functionen

Yon 22,, 224) ..+ 2%, welches an Stelle von 22, 2%, ... 22, gesetat
F in F* dberfihrt, die gestellte Aufgsbe lést, sondern nur ein solches,
welches den Integrabilititsbedingungen gentgt, damit die Ausdricke
flr 22,, Oa, ... 2x, vollstindige Differentiale werden.

Wenn allgemein F ein homogener Differentialausdruck von be-
liebiger, und F’ von dereelben Ordnung ist, #0 finden ebenso flr die
‘Transformation von F in F’, weil fr die Differentiale lineare Subati-

tutionen gelten, runiichst die sus der algebraischen Invariantentheorie

entspringenden Bedingungegleichungen statt, und die zugehdrigen Formen
liefern, wenn die Ordnung von F grisser als 2 ist, im Allgemeinen
véllig bestimmte Werthe fiir die Coefficienten in den Ausdriicken der
urspringlichen Differentiale durch die neu einzufthrenden. Aber diese
Coefficienten milssen noch den hinzugehdrigen Integrabilitatsbedingungen
unterworfen werden, wobei die Eigenschaft der zugehdrigen Formen,
unmittelbar nicht die directe, sondern die transponirte Substitution 2u
liefern, wesentlich in Betracht kommt (vergl. art. 10).

Vereinfachungen dieser Art finden fiir die homogenen Differential-

ausdriicke zweiten Grades nicht statt, da sich flr dieselben aus den
algebraischen Bedingungen nur eine Invariante und eine 2ugehdrige
Form ergiebt. Ich werde daher im Folgenden die Hulfsmittel ausein-
andereetzen, mittelst deren dieser auf den verschiedensten Gebieten s0
wichtige Ausnahmefall sich erledigen lisst, und bemerke nur noch,
dass tberden Fall, wo F = 22} +22}+ é2$ ist,cin ausfthrlichesWerkvon Hern Lamé existirt (Théorie des coordonneés curvilignes),
wihrend die gegenwirtigen Untersuchungen urepriinglich durch die
Ausdehnung des Problems der aufeinander abwickelbaren Flichen auf
Gebiete von m Dimensionen veranlasst worden sind.

2.

Bei der Untersuchung der Bedingungen, welche fur die Méglich-
keit der @leichung

ay Douteen= Yoye2,22,
erforderlich sind und hinreichen, werde ich mich auf den Fall be-
sohrinken, wo die Determinanten E und E’ dieser Differentialausdriicke

nicht identisch gleich O sind. Die neuen Variabeln 2’ werden als die
unabhiingigen betrachtet und ihre Differentiale constant angenommen.

E-A.Chrlatottel, Gesammsie Abhandlengen, 1 23
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Ersetzt man nun jedes dz, durch @2;+ 2, und bezeichnet dieden Differentialen 32° entsprechenden Zunshmen der urepringlichen
Variabeln x ebenfalls durch 62, so muss in (1.) allgemein 2x durch
22+dx ersetzt werden. Fohrt man alsdann beiderseits die Quadrateund Produete aus, so ergiebt sich nach Beseitigung Ubereinstimmender
Theile

(2 20,27,82,— Lo0,,22,824.

Vergleicht man hier die Coefficienten von é2), so folgt

a: BetDowie b2,— >o,,82,,
und hieraus

re,
‘pa Oxy(3) x,— Doe Shen,

wo E;, in bekannter Weise die aus einer Aenderung von @;, (nicht
von @,,) entepringende Unterdeterminante von E” bedeutet.

In'der Gleichung (2.) lasse man nun jedes 2’ um sein Differential
é2’, in (1.) dagegen um 2’ wachsen, wodurch die Differentiale zur
Rechten nicht geindert werden; dann folgt:

Do, 27,82, + Dio,27,82, + Jo,ez,262, — Seo;,22;82,,
Db0y 82,02, + 2S 0,027,824, — S805,22,22,.

Dividirt man die aweite Gleichung durch 2 und subtrahirt sie von der
vorangehenden, 80 folgt

J o,H2,82, + 300,027,824, — $Sourer,
= Dio),02,52,— 4S80),22,22,.

Wird nun aur besseren Usbersicht

1[ 2 | Pe, es) _ [on(4) slat -e)-2]
gesetzt, woraus

hg) _ poh ort _ fh) 4 9k®) CE)= Ee] me SP -(2 1+ 0%]
folgt, und dieselbe Beveichnung bei der transformirten Form benutzt,
80 ergiebt sich

6) Douttaex+ > plenenen = DTG] e202.* oo Si

Hier ersetze man 62, durch seinen Werth aus (3), wodurch die rechte
Seite in
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. Ey a,
Pleat aa’, > Oyo Oba,Dll, Dont

‘ubergeht. Durch Vergleichung der Coefficienten von 3, folgt also

a it). B24 a oat Seb zon

Diese Gleichung moltiplicire ich mit “+ und summire Uber die Werthe
yon k. Wird alsdann

it Ee ao) S-(7)
gesetzt, woraus

ney fat@) -()

folgt, und die gleiche Bezeichnung bei der transformirten Form an-
gowandt, so ergiebt sich

os, aN ap)'22,
a 2+ Bl resea— 3D “Fy Be ee

woraus offenbar auch riickwarts die Gleichung (6.) folgt, und es wird
hiernach fir alle Werthe von @, 6 und r:

as, ik) Oy Oa ap\/ 22,@) weet Qtr -QM
Diese Gleichung liefert “+ Gleichungen fur jedes r, also im Genzen
ein System von n+" simultanen partiellen Differentialgleichungen
zur Bestimmung der gesuchten Substitution. Sind dieselben befriedigt,
so sind selbstverstindlich die Integrabilititabedingungen fur die linesren
Ausdriicke der urspringlichen durch die neuen Differentiale erfillt.

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr betrichtlich, wenn alle
Coefficienten @ der urepriinglichen Form constant sind, indem in diesem
Falle, aber wegen (7.) und (6.) auch nur unter dieser Voraussetzung,

alle Ausdrdcke {‘*) verschwinden. Man erbilt alsdann fur jede urepring-
liche Variable ein System von linearen partiollen Differentialgleichungen,
und fir alle Varisbeln das nimliche System. Das gleiche Resultat hat

Herr Lamé ftir den von ihm behandelten oben erwibnten Fall ge-
fanden.

as
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3.

Wenn es nicht méglich ist, die urspriinglichen Varisbeln = als
Funetionen der neuen 2° so su bestimmen, dass die Gleichungen (9.)
befriedigt werden, 90 ist die Transformation von F in F’ unmdglich,
ds diese Gloichangen sich mit Nothwendigkeit ergeben, wenn die Mog-
lichkeit dieser ‘Transformation vorausgesetzt. wird.

Sind dagegen die Gleichungen (9.) auf irgend eine Weise erftllt,
80 wirft sich die Frage auf, in wie weit sie rum Rickschlusse auf die
Gleichung (11), d. h. auf die Formel F =F’ berechtigen. Um dies 2u
untersachen, fllhre man die vorsusgesetzte Lésung der Gleichungen (9.)
in F ein, woraus

P= JSoj,02\02, =F"

folgen mdge. Dann handolt es sich darum, welche Bezichungen zwischen
den entsprechenden Coefficienten von F” und F” stattfinden.

Nun sind die Gleichungen (9.) nichts anderes als eine identische
Umformung der Gleichung (6.), aus welcher sie selbst folgen, und
welche sie such rickwarts nach sich zichen. Geht man aber, statt von

F =F, jetzt von F— F” aus, so liefert die Rechnung des art. 2 statt
des Ausdrucks, welcher dort suf der rechten Seite von (6.) steht, den
neuen Ausdrack

“PY eat 2x',82;,,
‘und dieser muss dem urspriinglichen gleich sein. Also ergiebt sich

allgemein . .
WT -

woraus wegen (5.)
ae, 0%

‘ox, ~ Ox,

fir alle Werthe von g, h, k folgt. Die entaprechenden Coefficienten
von F” und F” unterscheiden sich demnach nur um additive Constanten.

Damit diese Constanten vorschwinden, reicht es aus, dase irgend einmal

F" =F’ werde, mit anderen Worten, dass die Lésung der @leichungen (9.)
den aus der Gleichung (1.) hervorgehenden Transformationsrelationen

am 0% _(10) DonteA ~o,,
fir irgend ein specielles Werthesystem der neuen Variabeln Gentige
Ieiste. Wir haben also den Satz:
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Wenn es miglich ist, die urspriinglichen Variabeln 2,, 2p... 2,als Functionen der neuen Variabeln 2, 2, ... 2, 90 su bestimmen,
dass das Gleichungssystem (9.) befriedigt wird, und man unterwirft
diese Functionen noch der Anfangsbedingung, dass sie nebst ihren

ersten Derivirten fiir irgend ein specielles Werthesystem der neuen

Variabeln den in der Gleichung F = F” enthaltenen Transformations-
relationen Geniige leisten, so finden diese Transformationsrelationen

und mit ihnen die Gleichung F =F" fiir alle Werthe der neuen
Variabeln statt

Daraus folgt, dase die in (1.) enthaltenen Transformationsrelationen
durch die Gleichungen (9.) bis anf die ihnen zu ontnchmende Anfange-
bedingung dberfllssig gemacht werden, sobald die letztern miteinander
vertriglich sind.

Das Gleichungssystem (9.) enthalt also, seine Miglichkeit vor-
ausgesetst, bis auf die erwihnte Anfangsbedingung die simmilichen

fiir die Transformation von F in F” nothwendigen und ausreichen--
den Bedingungen, und ersetst hiernach gleichecitig die algebraischen

aus (1.) hervorgehenden Transformationsrelationen und die hinsw-
gehirigen Integrabilititsbedingungen.

4.

Far die Mglichkeit der Gleichungen (9.) sind neue Integrabilitate-
bedingungen erforderlich, 2u deren Herleitung wir jetzt Ubergehen. Um
tugleich den Nachweis zu fthren, dass diese die Gleichungen (9.) nicht
rlickwarts nach sich zichen, betrachten wir statt der letziorn das
System, welches in einer der folgenden Gleichungen enthalten ist:

az, >» py" r
wy PeatRheeBeth a+ Cp@ ae, Sei ar" 4 (7sade+ SUF lem Byla+ (2)
wo, wie im Folgenden allgemein, die ersten Derivirten

ar yt
an, 7 Me

gesetzt sind, wihrend wir fr die hdhern Derivirten die gewdhnliche
Bezeichnung beibehalten. Aus dem Vorstchenden wird also das System

(9) erhalten, indem man die Gréssen (Sh) alle gleich 0 setzt.
Die in Rede stehenden Integrabilititsbedingungen werden erhalten,

wenn man die erste Gleichung (9'.) nach z,, die sweite nach x, dif-
ferentiirt und die Differenz bildet, wobei die dritte Derivirte von z,
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wegfallt. Beachtet man, dass auch die Glieder, welche eine nach x, und
x, genommene zweite Derivirte enthalten, sich wegheben, so folgt:

afr} al ] a, iy a,zich went SP aertag — 2I lats
alt aed apy 2, ery’ 2,

Daraus geht zuniichst hervor, dase die Integrabilititebedingungen far
das System (9'.) genau die nimlichen sein werden wie fir die ur-

spriinglichen Gleichungen (9.), sobald die Gréssen () dem folgenden
Gleichungssystem Geniige leisten

SME THI(uy ears enyey AL) af~ Di) Ve )+ee,
welches sich leicht in eine symmetrische Form setzen lisst.

Ich setze nun voraus, dass diese Bedingung fur alle Werthe von r,

a, B und y erflllt ist. Werden alsdann in der vorangehenden Gleichung
flr die zweiten Derivirten ihre Werthe aus (9. eingesetzt, 0 folgt:

alt} al? I]2feaa My
+Dee(Sele-Pehew)
SU ( SC e-Pelee)

(ter aN) .~2 a oe,

+ DN SOY eB darw)
~ QS Sear)
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Hier heben sich alle @lieder weg, in denen das Product aus zwei Deri-
virten u vorkommt; vereinigt man die dbrigen Glieder, indem man
rechts 4 mit  vertauscht, so folgt:

al) _ al} 1) (o6)_f08) (2m1))SHELAED, Sen estsetl)ees(12) ae

ate’ a7)
’

; '2

2 <B\fery’_fary'(0ey "5-2 tz,~ ez, + SUNN 7) (Pyar
Wir haben also das folgende Resultat.

Das Gleichungssystem, selches aus (12.) hervorgekt, wenn fiir r,

«, B und y alle Werthe von 1 bis n eingeselst werden, enthilt alle
fiir die Moglichkeit des Systems (9.) erforderlichen Integrabilitats-
bedingungen. Aber es kann die Gleichungen (9.) might ersetsen, in-
dem aus ihm riickwiirts nicht diese, sondern die allgemeinern Glei-

chungen (9.') folgen, in denen die unabhiingigen Glieder () dem
Gleichungssystem (11.) Gentige leisten.

5.

Die Gleichungen (12.) mitssen fir die weitere Untersuchung durch
cin anderee, gleichbedeutendes System ersetzt werden. Ich multiplicire

far diesen Zweck mit o,,u} und summire tiber alle Werthe von k und r.
Es ist klar, dase die hieraus folgenden Gleichungen auch wieder zum
System (12) zurtickfthren, wenn man, nachdem die eben bezsichnete

Sommation wirklich ausgofthrt ist, mit 5%. =" multiplicit, hieraut
auerst nach 4, dann nach 1 summirt und zuletat 9 — 1 setzt.

Bei der angegebenen Operation geht die Gleichung (12.), da

wegen (10.) .
Jo,H) = 044

ist, munichet in
;

Dei Deakas ostelUe led
ee yan’ .

(ALT TY sorpaty pert peny yn )=a LL, sree enterena a;

Atber, so dass die noch rickstindigen Reductionen fr beide Seiten der
Gleichung die nimlichen sind, Nun ist nach Gleichung (7.)
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Del? |-[2),

also wird die auf der linken Seite nach r genommene Summe

wig Slee te HG eat SIRI (PIED,
wenn in den beiden Summen, welcho Derivirten von o enthalten,
p stat r gesetzt wird. Femer ist nach (6.)

den rip), pik) ey

ENO) eee0

oy ‘i com(l-ae--G) ae-frl-()
und die in Rede stehende Summe wird

aft) ft] : ‘
SE SEED.

Diesen Ausdruck bezeichne ich von hier ab durch (gkhi), so dass, wenn

die Grossen {%'}, {9} mittelst der Gleichungen (7.) weggeschatt
werden, .

af) af] ;

os on FEI Sy C02) - ID:
oder wenn man die Derivirten susfuhrt,

Bo, | Bem, do, eo,
«ay [ora=F +eae - ae)

Fas (foe[| +SCI0-0D
wird. In Folge dieser Bezeichnung, welche wir auch fir die trans-
formirte Form benatzen, nehmen die Integrabilititsbedingungen (122)
die folgende Gestalt an:

(15.) («dp =.Oia
Far dieses System von Gleichungen gilt das nimliche Resultat wie fir

die Gleichungen (12.), dass sie das vollstindige System aller zu (9.)
gehrigen Integrabilititebedingungen bilden, aber nicht die Glei-

chungen (9), sondern das allgemeinere System (9) unter Voraussetzung
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der Relationen (11.) nach sich ichen, also die 2 (1.) gehdrigen Inte-
grabilititebedingungen nicht ersetzen.

Die Coefficienten im vorstehenden Formelnaystem haben folgende

Eigenschaften. Vertauscht man in (13) i mit h, 20 folgt

16+) (okih) = — (gkhi).

Vertauscht man in (14.) g mit &, so folgt

(16) (kghi) = — (kbs)

Vertauscht man in (14) g mit ¢ und zugleich & mit h, s0 ndert sich
suf der rechten Seite wegen Eye—Euy nichts, und es folgt

(ihitg) = (9k)
oder

(a6) (high) = (gthi).

Endlich erhilt man ohne Weiteres

(16+) (kha) + (ghik) + (gikh) = 0,
wobei zu bemerken ist, dass diese Formel auf eine der vorangehenden
zurtickfubrt, sobald sich unter den Zahlen ghik awei gleiche befinden.

Mittelst dieser vier Formeln liest sich dio Anzahl der in (15.)
enthaltenen und wesentlich voneinander verschiedenen Relationen leicht

bestimmen.

Zuniichst sind wegen (a. und (b,) alle Fille ausruschliessen, wo
a@=8 oder B—7 ist, sowie diejenigen, welche durch Vertauschung
von « mit d oder von # mit y folgen. Fir ad sowie fir Ay sind
demnach nur Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen 1, 2, ...

zu nehmen, deren Anzahl gleich "*=— a, ist,Jetzt zerfallen die Ausdritcke («38> in drei Gruppen, die erste
von n, Ausdriicken, welche der Voraussetzung aé — By entaprechen,

die aweite von "=" Ausdricken, in denen ad nicht gleich By ist,
wihrend die dritte Gruppe von gleichviel Ausdritcken, welche sich aus

der weiten durch Vertauschung von «3 mit By ergiebt, wegen (c)
auszuechliessen ist. Also erhalten wir wegen (a), (b.) und (¢) nur

m+) Ausdricke (06 87)’
‘Da aber jede Gruppe «87, in welcher keine Zahl mehr als ein-

mal vorkommt, eine Gleichung (d) liefert, so lassen sich im Ganzen

n= bal 1) (0—2)(n—3)
von den eben erwihnten Ausdricken durch andere darstellen, und es
bleiben nur

MH4 _tt)
2 * 12
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von einander werentlich verschiedene Ausdricke («3By)' Ubrig; dies
ist demnach die Anzahl der Gleichungen (15.), soweit sie nicht aus-
einander folgen.

Die Anzahl der Gleichungen (10.) ist ““*); addirt man dies zur
vorstehenden Zahl, so erhilt man

n(n+1) n(n?— 1) (H+29(n+Iain — 3)MED RD tt np OTD ALIN) |
und es ist demnach fr n—2 die Anzahl der Gleichungen (10.) und

(15) kleiner als die Anzabl n*+n der in ihnen vorkommenden Un-
bekannten, nimlich der urspriinglichen Variabeln und ihrer ersten
Derivirten, fr n— 3 ist sie dieser gleich und flr » > 3 ist sie groBer
als dio Ietztere.

,

Ebenso wie dio Gleichungen (10.) als Transformationsrelationen

zur Gleichung (1.) oder (2.) gehdren, #0 sind auch die Gleichungen (15:),
wie aus ihrer Form hervorgeht, die Transformationsrelationen zu einer
Form vierter Ordnung. Bevor wir zur Herstellung dieser Form dber-
gehen, werden wir nachwoisen, wie man allgemein aus den zu irgend
einer Form gehérigen Transformstionsrelationen mittelst der Glei-
chungen (9.) zu den Transformstionsrclationen fir eine neve Form ge-
langen kann, deren Ordnung um Kins gréseer ist wie die Ordnung der
urspriinglichen Form.

Sei

oe :G,Fi eB iy
cine aus den Coefficionten von F abgeleitete und in den Differentialen

22, 22, ... 0x wfach lineace Form, @, ihre tranaformirte, mithin all-: ”

gemein (CA id© (iin. ius .--u's ,
wo wie bisher —

=%
mae

mu setzen ist. Differentiirt man nun nach 22, 80 folgt

Bie tedeeee
ae i) ah tePm DSbi)fie wsiG,

+Stetah SGi, is
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Setzt man nun in P fr die zweiten Derivirten ihre Werthe

an, a2,)" 2 85) gle

. wig, | a “Bl r) us,
ein, 20 erhilt man fir P eine Differenz U—V, wo

> id COREE EE

HD UPY Dt aided ah pe
c we,

MDE)oe ea HP Gre gt]
und

"

Vm Sein STE GA AD H(D]Ga. te]
ist, Fuhrt man den hierdurch bestimmten Werth von P cin, und

bringt U suf die linke Seite der Gleichung, wihrend auf der rechten
alles unter ein Summenzeichen gebracht wird, so ergiebt sich folgendes
Resultat:

Unter der Vorausseteung, dass alle Integrabiltdtsbedingungen

formationsrelationen u*" Ordnung

am) (6404 6) = S Grigio
cin neues volistindiges System von Transformationsrelationen (u + 1)”
Ordnung

an) (YB Gi Daa,
wenn man

*

ag) CRA te a2 STP Gat ( PB]Gat]
t

setst und diese Beseichnung auch fiir die transformirte Form benutst.

Mittolst dieses Satres kann man aus einer Gleichung G,—G, cine
Reihe Ghnlicher Gleichungen G,41— Gi'+1, Gua Gisa, usw. ab-
leiten, bis man auf identische Relationen oder solche kommt, die aus

frttheren susammengesetzt sind.
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Der erste Fall tritt bei der Function ¥ selbst ein. Nimmt man

nimlich (,i,) = 0,,,, 80 wird
wey 0m e ‘

i) = FE SUE ott ous)f

Bony pity) _piiy
~e -TE)-[2]

nach einer in art. 5. benutzten Formel, und dies ist wegen Gleichung (5.)
stete gleich Null.

1

Wir gehen nun zur Darstellung derjenigen homogenen Form G,
‘ber, zu welcher die Gleichungen (15.) als ‘Transformationsrelationen
gebdren. Dieselben lauten

a wo) Ot; Om, Bay, 8:(18) (cee) <2 (sisi) 5a et Beford

und es ist wegen (16.)

(19.aoChi) Giq)=——Gibt) Gait) = G44)iris) + Gish) + Gait) = 0.

Wir multipliciren die Gleichung (18) mit 221,62, Dz,,4z,, unter a,
4, D, 4 verechiedene Differentiationszeichen verstanden, und setzen

2 iisigi,)02,82,Dz,42,— Cya
dann folgt aus (18) durch Summation dber alle Werthe der «

Gi=G,.

Hier ist also G, cine quadrilineare Form der Variabelnsysteme 62, dz
Dz, 4z, welche alle derselben linearen Substitution unterworfen sind.

Aber diese Form ist wegen der Eigenschaften ihrer Coefficienten eine
sehr specielle.

Vertauscht man i mit i,, was nichta indert, da beide die gleichen
Werthe durchlaufen, und ereetat dann (i,ii,i,) durch — (iiji,i,), 20
folgt, dass G, nur sein Zeichen indert, wenn 2 mit 6 vertauscht wird.

‘Nimmt man fur ii, nur die Combinationen ohne Wiederholung, so folgt

G,— Deibivi) @a,04,— 64,82) Dz,44,,
Das Gleiche ergicbt sich fur D und 4, wenn i, und i verteuscht
werden, und es folgt

(20) G,—' Sit) 2,82, — 6x, 8z)(Dz, 4z,— Dz, 4z,),



XVII Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades. 365

wenn der Accent am Summenzeichon bedeutet, dass sowohl flr ii,, als

far j,i, nur dio “*=" Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen
1, 2... m gesetat werden durfen.

Vertauscht man nun i mit i, i, mit i, und wendet die Gleichung
(rinii,)= Gi,i,i,) an, 90 folgt, dass G, ungeindert bleibt, wenn all-gemein 22,2, —é2,82, mit Dx,4z,—Dz,42, vertauscht wird. @leich-

wohl darf man nicht D = und 4—4 oder eines von beiden setzen,
weil sonst die Coefiicienten (ii,4,%,) und (iyi,ii,) oder, was dasselbe ist,
(iii) und (ii,%,i,) nicht mehr von einander getrennt bleiben, sondern
zu ihrer Summe vereinigt werden, mithin aus G,— G; nicht mebr alle
‘Transformationsrelationen (18.) hervorgehen kénnen.

Die letzteren ergeben sich auch aus den Formen

Hy = Diiyini)ezda,Dx,42, — D(iiyiyiex,Dz,42,8%,
I,m Divine, Dx,4%, = Dbivigi)ex,47,8%,Dx,,

welche aus G, durch cyklische Vertenschung von , D und 4 hervor-

gehen, und es ist wegen (19.) identisch

G+ H+ J,-0.

8

Ich sotze nun voraus, man habe nach art. 6. aus den Coefficienten

(ivigigi,) von G, neue Ausdriicke (ii,ii,i,) abgeleitet und mittelst der-
selben eine in den Differentislen @x, @2, 2, @z, 2x fllnffach lineare

Far ara

Form G, gebildet. Ebenso sei aus G, auf demselben Wege eine sechs-
fach lineare Form G,, aus dieser eine sicbenfach lineare G, abgeleitet
worden, u.s.w, bis man auf Formen kommt, deren Coefficienten ent-”
weder verschwinden oder suf frihere Formen zurickfuhren. Dann er-

giebt sich das Gleichungssystem

(A) FaF, G=Gi, GG, ..,

und es geht aus-dem Vorangehenden hervor, dase flr die Mglichkeit
der ersten von dieson Gleichungen die Méglichkeit aller Obrigen er-
forderlich ist

Damit aber die Gleichung F—F’ méglich sei, ist erforderlich
und hinreichend, dass die ontsprechenden Transformationsrelationen

() (qm) = Paina,
fir (i) = o,, und zugleich die Integrabilitatebedingungen

ou, aut,B. Be Oe@)
ae, Os,
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erfillt sind. Denn wenn beide Gleichungseysteme erflllt sind, 20 giebt
es n Functionen ,, %5,...%, der Beschaffenheit, dass die Gleichungen (F.)
durch die aligemeine Annahme

62%
Me Bx,

befriedigt werden, und die Substitution z,—0,, 2y— 0%)... 2,— 0,
leistet dann die verlangte Transformation von F in F*.

Damit die Gleichung G,—@; méglich sei, missen dic Trans-
formationsrelationen

(G) (e000) — SCivininidul woul
‘und die Integrabilititsbedingungen (B) erfullt sein.

.

Ebenso missen diese letzteren neben den ‘Transformationsrelationen

(G,) (a) =Siful
erflllt sein, damit die Gleichung G,—G; méglich sei, u. s. w.

Dies festgestellt, wirde die ‘Transformation von F in F” schon
dann unméglich sein, wenn die verschiedenen Systeme von Trans-
formationsrelationen (F.), (G4); (Gs:) (Ge-), u. 8. w. algebraisch nicht
miteinander bestchen kénnten, abgeschen von den nothwendig hinza-
zufligenden Integrabilititebedingungen (B).

Ich setze daher, indem von den Gleichungen (B) ginzlich Abstand
genommen wird, voraus, die verschiedenen Systeme von Transfor-
mationsrelationen, deren Herleitung und Aufeinanderfolge oben fest-
gestellt wurde, seien algebraisch erfullt; dann handelt es sich darum,
‘ob die Integrabilititebedingungen (B.), vermittelst deren sus F = F”
alle dbrigen Gleichungen (4.) folgten, Uberfldssig sind oder nicht.

9.

Um diese Frage, welche der Kernpunkt des ganzen Transformations-
problems ist, 2 erledigen, will ich zur Vermeidung tberfldssiger
Rechnungen die hier erforderlichen Schldsse zunichst unter einer be~
stimmten Voraussetzang darlegen, welche keineswegs festgehalten werden
soll, und dann erst zur Behandlung der Frage in derjenigen Form
‘ubergehen, in welcher sie gestellt werden muB.

ch will also voraussetzen 1) dass die Unbekannten 2 und u bei-
spieleweise durch das Gleichungesystom (G,.) vollstindig und ohne

Widerspruch bestimmt sind, und dass 2) diese Werthe der Unbekannten
auch dem folgenden Gleichungssystem (G,.) gentigen.
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Nimmt man nun von den Gleichungen (G,.) die Derivirte nach

2.,, 80 folgt ein Gleichungesystem
Ane ead” Hii AD Oey af

ae - >FateMe, + T

op) ah at at(6) Tm> (irivid ga wn,
ite

«cau?+ Sabine ata poo.rr “

In Berug auf dieses System ist sunichst fostzustellen, was aus unserer
ersten Voraussetzung folgt, dass durch dasselbe die Werthe aller
Derivirten

ae, ou,

vollig bestimmt sind, d.h. dass das System (G;,) eine der Anzahl
dieser Unbekannten gleiche Anzahl von Gleichungen enthilt, welche
in Bezug auf jene von einander unabhingig sind, und keine Gleichung
dieses Systems mit andern im Widersprache ist.

‘Setzt man nun

ay (8

aZ-4~(2)
ad, 4s, aa) 7h

0 sind () -0, (c) 0 die Gleichungen, mittelst deren in art. 6.
aus den vorstehenden Gleichungen (@;,) die soeben als die Unbekannten
dieses Systems bezeichneten Derivirten weggeschafft wurden, wodurch
jene in die Gleichungen (G,.) dbergingen.

Schaflt man stat dessen diese Derivirten aus den Gleichungen

(G,) mittelst der vorstehenden Formeln weg, 20 erbilt man auf der

rechten Seite einen in den Grissen (‘), (2) Tinearen Theil U,, der
sich von der urspringlichen rechten Seite von (G,.) nur dadurch unter-

autscheidet, dass %z dureh (*), ie durch (2) ersetzt ist. Die tbrigenGlieder heben sich gegen dio linke Seite weg, da wir voraussetzen,
dass die Gleichangen (G.) erflllt sind. Folglich gehen die Glei-
chungen (G,) her in ein Gleichungssystem

U,=0,
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welches aus jenen erhalten wird, wenn die Unbeksnnten durch (/),
(2) ersetzt, und alle unabhingigen Glieder unterdrickt werden.

Dieses System enthilt also ebenfalls eine der Anzahl der Un-

bekannten ($), (1) gleiche Anzahl von Gleichongen, welche in Be- |
zug auf jene von einander unabhingig sind. Folglich kénnen diese

Gleichungen nur dadurch befriedigt werden, dass man allgemein (*)—0,

(a) = also namentlich fir jedes i und «
= 2
Ma Gx,

setzt.

Wenn daher die Gleichungen (G,.) allein alle Unbekannten véllig
bestimmen, und die ihnen gentigenden Werthe derselben auch die aus
(G,) fiiessenden Gleichungen (G,.) befriedigen, so sind alle Integra-
Dilititebedingungen erflllt, so dass bei diesen Voraussetzumgen die
Gleichungen (B.) dberfidesig werden.

10.

Es bedarf nach dem Vorhergehenden keiner neuen Rechnung, um
einzuschen, dass diese Folgerungen auch noch stattfinden, wenn alle

Unbekannten durch die Gleichungssysteme (G,), (G,), (G,), ... obne
Widerspruch véllig bestimmt sind und zugleich den Gleichungen (4,1),
(G,41)s (Grar)y --+ Genilge leisten, welche sich aus diesen nach art. 6.
ergeben. In der Tat folgt dann aus jedem System (G,) mit Rilcksicht

anf (G,,,) ein Gleichungssystem U,—0, und es muss sich dann unter
der Schaar von Gleichungen

U,=0, U,=0, U,=0, ...

eine Gruppe finden, welche ebenso viel Gleichungen enthilt als Unbe-
kannte vorhanden sind, und deren Determinante von Null verschieden ist.

Zn den Gleichungen, aus denen man die urspringlichen Unbekannten
z und um bestimmen hat, gehdren in erster Linie die Transformations-

rolationen (F:) selbst; sie unterscheiden sich von den Gbrigen ausser

ihnen 2u verwendenden Gleichungssystemen, z. B. von den Gleichungen
(G,.) dadurch, dass die aus ihnen nach art. 6. abzuleitenden Gleichungen

identisch erfullt sind, indem sich fr (i,i,) —@,,, (éi,4,)—0 ergab.
Folglich erhalten wir den Lehreate:

Aus dem urspriinglichen Differentialausdrucke F leite man su-
nichstnach den artt. 5. und7. die Form G, ab, und dann aus
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dieser nach art 6. die Formenreike Gy, Gy, u. s.1e. Wenn alsdann
durch die Transformationsrelationen, welche su den Gleichungen

P=F, -G/, G-G, ... GG,

gekiven, die Werthe der Unbekannten x und u ohne Widerspruch
willig Bestimmt sind, und die ndmlichen Werthe der Unbekannten

auch noch den TransformationsrelationenGeniige leisten, welche sichaus der néichstfolgenden Gleichung

Gy Gea
ergeben, 20 sind rugleich alle fiir die Transformation vom F in F°

exforderlichen Integrabilitatsbedingungen erfilt, und es wird allgemein

ayw= oh.

Durch diesen Lebrsatz, welcher in allen Fille’, wo er Anwendung
findet, die Frage nach den Integrabilitatsbedingungen aberfdssig macht,
wird fir die Anwendungen der algebraischen Invariantentheorie ein
neues und frachtbares Gebiet eriffnet.

In der That Kommt bei der Anwendung dieses Satzos der Um-
stand nicht mehr in Betracht, dass die Gréwen éz, (2, ... vollstindige

Differentiale bedeuten, sondern man hat F, G,, G,,... nur noch als
algebraische homogene Formen mit den Variabelnsystemen @z, 22, ...

tu betrachten, unter der Voraussetzung, dass alle Variabelneysteme der
némlichen linearen Substitution unterliegen.

Unter dieser Bedingung hat man nun, was aus rein algebraischen
Gronden entschieden wird, die Reihe der sufeinanderfolgenden Forsten
F, Gy Gs, ... soweit fortzasetzen, bis sie n absolute Invarianten und

ebensoviel 2ugehirige Formen ¥, liefern, von denen die ersten in Be-
sug auf die Variabeln x, die letztern tberhaupt von einander unab-
hingig sind. Sodan hat man noch fir die um ein Glied weiter fort-
geselzte Formenreihe F, G,, Gy, ... ein vollstindiges System von Iu-
varianten J, Jj, ... 2 ermitteln, welche in Berug auf die Coeffcienten

dieser Formen von einander unabhiingig sind,
Dann besteht das System aller fr die Moglichkeit der Transfor-

mation von F in F” erforderlichen und ausreichenden Bedingungen in

den Gleichungen T-rl, Lard, ..,
wo r die Substitutionsdeterminante ist, und die Exponenten 4 constante
Werthe haben.

Es ist angemessen, diese Incarianten I, I,, ... der hinreichend
weit, aber nicht weiter als nithig fortgescteten Formenrcihe F, Gy, Gy, ---

BB Chrlatottel, Gemmmetie Abtandangn. 2



370 XVII. Transformation der homogenen Differentialausdricke zweiten Grades.

auch als ein volistindiges System von Invarianten des Differentialaus-
druckes F su bezeichnen.

Sein U,, Uy, ... U, die Varisbeln in den urspringlichen, V,,
Vy, ... Vy dieselben in den transformirten zugehdrigen Formen, so
dass zur urepriinglichen Substitution

én, = Duan’,

die transponirte V= EM,
gehdrt. Sind unter dieser Voraussetzung die Gleichungen zwischen
den mugehérigen Formen die folgenden

PVay Vay=BOs, Uy ---)y

flr s—1,2,...n-und constante Werthe der j, 20 folgen, wean
unter & eine beliebige Function der urspriinglichen Variabeln ver-

standen, und allgemein en
y=

gesetzt wird, die Gleichungen

@2 eB @2 32Wi Fee Sage) OR (Ses Gage)”
Solche, eine willkiirliche Function 2 enthaltende Ausdriicke

20 2aw (Fe gee -)
milssen als sugehirige Formen des Differentialausdruckes F beseichnet
werden.

Ebenso liefern die Covarianten des Systems F, G,, G,, ... =

Gleichungen O1(C2,, ey.) =P OOny, 724, «>,
und die Differentialausdriicke

(2, @, --.)

miissen als Covarianten des DifferentialausdruckesF selbst bezeichnet werden.
11.

Um den Inhalt des im vorigen art. gefundenen Satzes genau fest-
zustellen, muss hervorgehoben werden, dass die Bedingungen desselben
nicht unter allen Umstinden erfiillt werden kénnen. Wenn es sich

2. B. um die Frage bandelt, ob zwei gegebene Oberfidchen suf ejnander
ohne Debnang abgewickelt werden kinnen, so hat man eine Gleichung
F=F' fir n=2 zu untersuchen. Wenn nun die Abwickelung einer
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Fliche auf die andere, slso die vorstehende Gleichung méglich ist, 80

wird man aus den in den Gleichungen F = F’, G,— Gj, G, = G;,..-
enthaltenen Transformationsrelationen, wie weit diese Reihe auch fort-

gesetzt werden mag, doch in denjenigen Fallen niemals bestimmte
Werthe der z und u erhalten, wo die vorgelegten Flichen in sich

selbst stetig verschoben werden kénnen, weil in diesen Fallen die

‘Transformationsrelationen, ohne Aenderangen der neuen Variabeln,

stetige Aenderungen der urspriinglichen gestatten.
Es ist hiernach leicht, die Bedingangen fir den allgemeinen Fall

anzugeben, welcher der Verschiebbarkeit einer Fliche in sich selbst
entepricht.

Das Gréssengebiet der Variabeln 2, %,... 2, wird ein bei un-
veriinderlichem F in sich verschiebbares genannt, wenn durch das Re-
sultat der Transformation von F die anzawendende Substitution nicht

vollig bestimmt ist. Es ist klar, dass die simmtlichen Bedingungen

flr das Stattfinden dieses Falles in identischen Gleichungen zwischen
solchen Invarianten und 2ugehdrigen Formen von F bestehen, welche
unter den Vorsussetzungen des vorigen art. von einander unabhiingige
Funetionen der Variabeln z und w sind.

In diesem Falle werden die Integrabilitatsbedingungen nicht aber-
fidssig, weil man allen Transformationsrelationen genigen kann, ohne

die in art. 9. durch (i), (2) bezeichneten Ausdriicke gleich 0 zu
‘setzen.

Far alle abrigen Fille gilt das schne, und aus der Natur der

Sache keineswegs a priori zu erwartende Resultat, dass alle fir die
Moglichkeit der Transformation von F’ in F’ nothwendigen und aus-
reichenden Bedingungen sich als Gleichungen zwischen Invarianten

darstellen lassen, wenn dieser Ausdruck zur Bezeichnung der gleichen
Formverhiltnisse wie in der Algebra angewandt wird, und dase auch
bei dem hier behandelten Transformationsproblem zugehSrige Formen
und Covarianten genau in derselben Bedeutung, wenn auch aus ganz
anderer Quelle auftreten, wie bei den anslogen algebraischen Problemen.

12.

Als Beispiel zur vorangehenden Theorie behandle ich den Fall
n=3, bei welchem sich merkwardige Vereinfachungen darbieten.

Werden wie in Gleichung (20.) fir i,i, ebenso wie for kk, nur
Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen 123, also z. B. nur die
Gruppen 23, 31, 12 genommen, so kann man die Transformationey
rolationen (18.) von G, in die Form

a
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(BxBa7s 70)’ =" Gata a ha) (uy, — alu) (agile — att wl)setzen.
Ich bestimme nun vier Zahlen f, y, i und k durch die Bedingung,

dass 68,By, 77172) ‘iyi, und kk,ky positive Permutationen der Zahlen

123 werden, so dass also gleichzeitig z. B.

B=1, B=2, B38,

oder 6=2, 6,—3, A,—1,

oder B=3, f,—1, 8-2

wird. Man erkennt hieraus, dass auch umgekehrt durch den Werth

yon B sowohl f, als 6, bestimmt ist.

Dies festgestellt, bezeichne ich die aus einer Aenderung von wi,
hervorgehende Unterdeterminante von r durch ri, und setze, da i,iy

sowie kk, durch die Werthe von i und & véllig bestimmt sind,
(isk) = Any

0 dass nach (14.)

L(g amy aay _ doy, Eas | 8] pasu 32aecds 958 Gat) +28 Celle]-[elle)@) 1/2! , Gey ote, Pe, Eayptt 127713An=9(533 tageh athens) te Cl) -L Te)
wird, woraus die Abrigen durch 2yklische Vertauechung von 123

folgen.
Dann nehmen die Transformationsrelationen von G, die einfache

Form an:

(b) Ay, F407.
In abnlicher Weise lassen sich die zu F'

= F" gehérigen Transforma-tionsrelationen, wie 2. B. aus der zugehdrigen Form von F hervorgeht,
durch die folgenden ersetzen:

©) E,, = DEwin.
Hierzu gehért die Bemerkung, dass wegen der Gleichungen (19.)

(@) Aum Av

ist und, was spiter zur Anwendung kommt, A,, sein Zeichen wechselt,
wonn i, und i, oder , und A, mit einander vertauscht werden.

Die Gleichungen (6.) und (c.) sind hiernach nichts anderes als die
‘Transformationsrelationen fir die simultane Ueberfihrung der terniren
quadratischen Formen
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r= P4aXXv,
©- SEX, .

in die folgenden

r= ZAEE,
o- SEER

mittelst der linearen Substitution

© X= S48),
deren Determinante

. Ra?

ist, und zu welcher die inverse Substitution

©) BnDX
gehort.

Es ist bekannt, dass dieses Transformationsproblem ein bestimmtes

ist, indem vier simultane Invarianten und drei zugehdrige Formen exi- ‘
stiren, welche in Bezug auf die Variabeln der letztern und die Coef-

ficienten von I’, @ von einander unabhingig sind. Daraus ergeben
sich drei absolute Invarianten; wenn diese auch in Bezug auf die
Variabeln x, 2,, 7, von einander unabhingig sind, so ist es nach dem
Lehrestze des art. 10. flr die gegenwirtige Untersuchung nur noch
néthig, zu F und G, die nichstfolgende Form G, abzuleiten. Nun
ist nach art. 6.

Givi) = a5) ~ 2 [ean + (8) Gam m)
+ (P) aaa) + PP] Gana):

In dieser Summe hat man im ersten Gliede flr 4 nur die Werthe i,
und i zu nehmen, da (i,i,k,4,)—0 ist. Verfihrt man ebenso bei denbrigen Gliedern, und vertauscht in den Fallen, wo i—i oder =k

gesetzt wird, diesen Index mit dem zugebérigen, so folgt zuniichst

(aint)—PS — Gist [88] + (8} + (8) + (BE)
+ (8G) + (99) GK) + PEGE” + (P) GikeD-

Nun sind iii, iii, und kkk, kkA zugleich mit iii, und kh,ky
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positive Permutationen von 123; slso folgt, wenn rechts in der Klammer

des Subtrahenden noch (4°) + {4} addirt wird:
.

5 OAn r

i rf b+ Aa HE At (Aa t (Eat PB) Aa + PE)Aa:
Diesen durch dio Werthe g, i, k véllig bestimmten Ausdruck bezeichné

ich durch A,,, 80 dass (gisishihs) = Asay
und nach der leicht herzuleitenden Formel

or) _ 1 aED(i)~ ne,
OA Ay 2E gh ghO) A= Gt ee +t S(T]Ant(F] 4a]

wird, Dieser Ausdruck hat die Eigenschaft, ungeindert za bleiben,
wenn i mit k, dagegen sein Zeichen zu wechseln, wenn i, mit i, oder
, mit k, vortauscht wird. In Folge dessen Inssen sich die zu G,— G;
gehérigen Transformationsrelationen

oar GB AangGG
in die infachere Form

@) Ain =BAe
bringen und fihren nun zu einem weitern merkwirdigen Resultate.

Sind nimlich fr die zugehdrigen Formen von I und ® U,U,U;
die urspriinglichen, V,¥,V, die neuen Variabeln, so dass die ent-
sprechende, zu (¢) transponirte Substitution wird

5) V.-2nU,,

woraus durch Umkehrung , |
«) u,-D ier.

folgt, so erbilt man aus der Gleichung (¢), indem man mit V,z,5,
multiplicirt und nach @, 8, 7 summirt:

PiaVRB 1BAU, Ky.

Da aber r— Rt eine Potenz der Substitutionsdeterminante ist,und in beiden Summen sowohl die Variabeln der urspringlichen als

auch die der zugehdrign Formen vorkommen, so miissen dioselben
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‘entaprechende simultane Zwischenformen sein, und wir kénnen demnach
den folgenden Lehreatz aussprechen:

Um die fiir die Miglichkeit der Transformation eines terniiren
quadratischen Differentialausiruckes

F=So,27,2%,‘in
einen andern Fr= Zoycx,22,

erforderlichen und ausreichenden Bedingungen und, falls dieselben
erfillt sind, die Substitution zu erhalten, welche die verlangte Trans-
formation leistet, bilde man mittelst der Coefficienten von F die drei
algebraischen terndiren Formen

Dm 2A,X,X, .

O-ZE,X,X,

O = 2A UX Xs
‘und fiir F' in gleicher Weise die entsprechenden Formen I”, @', 0

mit den Variabeln3 und V an Stelle von X und U.Dann sind die verlangten Beditigungen genau die ndmlichen,

welche erforderlich sind und hinreichen, damit durch eine directe
Substitution

X= 2n5,

Tin I’, ® in © transformirt werde, und unter Voraussetsung der

V~SnU,

gleichzeitig © und 6 entsprechende Zwischenformen werden, welche
der Gleichung

o-Re

geniigen.

Dieser Sate findet jedoch nur unter der Voraussetsung statt, dass
die sechs absoluten sugehirigen Formen und Invarianten von I, ®
‘von einander unabhiingige Functionen der Variabelnx, 2,7, U,U,U, sind.Ist diese Bedingung erfilllt, so erhiilt man aus den Gleichungen
svischen den urspriinglichen und transformirten Covarianten von

T, © die Coefficienten ut, der inversen Substitution, also da r
durch die Invarianten bestimmt ist, w, selbst und swar so, dass
allgemein

1 2%

“naewird,
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Ist sie nicht erfillt, 80 folgt statt des vorstchenden Satses das
Resultat, dass das Grissengebiet der Variabeln 2,2,% ohne Aende-
rung von F stetig in sich verschoben werden kann.

Aus art. 10. folgt, dass unter den Voraussetzungen des vorstehen-
den Satzes alle fr die Méglichkeit der Transformation von F in F”

erforderlichen und susreichenden Bedingungen sich mittelst der simul-
tanen Invarianten dreier homogenen Formen F, G,, G, und ihrer
transformirten darstellen lassen. Dieses Resultat setzt ebenso wie der

obige Satz voraus, dass bei der Elimination der Substitutionscoefii-
cienten w, oder r£, aus welcher die in Rede stchenden algebraischen.
Grundformen hervorgehen, auf Integrabilititsbedingungon zwischen den-
selben keinerlei Ricksicht genommen werde.

Nun ist oben gefordert, es sollen sich die Gréssen ,,, durch dio
Coefficienten von I’ und ®, und die Grossen 4,, in der gleichen Weise

durch die Coefficienten von I” und ® so ausdricken lassen, dass 1) © eine
simultane Zwischenform von I’ und ®, 2) 6’ die nimliche simultane

Zwischenform von I” und @, und 3) 6’ = Ri@ wird. Der Exponent
von R zeigt, dass diesen Bedingungen nicht geniigt werden kann, wenn

die Gréssen A,,, rationale Functionen der Grissen A,,, E,, sind.
Andererseits lassen sich diese Bedingungen sicher befriedigen, wenn F”
nicht willkirlich gegeben, sondern aus F durch irgend eine Substitu-
tion, 2 B. die identische 2,—2, abgeleitet worden ist. Also habenwir den Satz:

Man kann fiir jeden terndiren quadratischen Differentialausdruck |

F die in den Gleichungen (f.) eingefiihrten Griissen A,,, als irratio-

nale Functionen der Coefficienten von I und ® so darstellen, dass
@ cine simultane Zwischenform vonI und @ wird, die su ihrertransformirten in der Besichung 6’ — Ri@ steht.
Fagt man mu dieser die Gleichungen Y=’, ©’— ® und

ZLnii-B,

so erhilt man 31 Transformationsrelationen, sus denen sich, obgleich
die Variabeln von @ verschiedenen Substitutionen unterworfen sind,

die 9 Substitutionscoefiicienten ri, so eliminiren lassen, dass alle Eli-
minationsresultate die Invariantenform

I'=RI

annehmen.

In dem Hauptfalle, wo durch das Resultat der Transformation
yon I’ und ® dio anzuwendende Substitution vollig bestimmt ist, gilt

das Gleiche nothwendig auch von den drei Functionen I, ® und @.
Alsdann ist die Anzahl der von einander unsbbingigen Invarianten
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1) von Fund @ allein gleich 4, 2) von F', ® und © sueammen
gleich 22, also 3) die Anzahl derjenigen unter ihnen, welche noth-
wendig Coefficienten von @ enthalten, gleich 18.

Nach der in art. 10. angewandten Ausdrucksweite hat also der
Differentialausdruck F im gegenwartigen Falle 22 Invarianten dber-
haupt und 21 absolute, ausserdem drei von einander unabhingige 2u-
gehdrige Formen und ebenso viel Covarianten.

Ueber die beim vorigen Lehreatze ausgeschlossenen Differential-
ausdricke F, mu denen unter andern-das Quadrat des Linienelementes

im Raume von drei Dimensionen gehért, liegt eine Abhandlung sus
dem Nachlasse Riemanns*) vor, m welcher Herr Dedekind die dort
‘unterdrickten analytischen Entwicklungen in Aussicht gestellt hat.

1) Ueber die Hypothesen, swelche der Geometrie su Grunde legen. Abb. der

Gottinger Ges. d. W. vom Jahre 1967, Band XIII. (Gesammelte Werke S. 254.)

8, Januar 1869,
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XIX.

Ueber ein die Transformation homogener Differentialausdracke i
zweiten Grades betreffendes Theorem.

(Journal far die reine und angewandte Mathematik, Bd. 70, 1869, 8, 41-245.)

Die Lehrsitze, welche ich im art. 10 meiner Abhandlung tber die
‘Transformation der homogenen Differontialsusdriicke zweiten Grades
(p. 46 dioses Bandes)*) bowiesen habe, setzen voraus, dass man die dort
eingefuhrte Formenreibe F, G,, G,, ... soweit fortgosetzt habe, bis sie

1) n absolute Invarianten und 2) ebensoviel zugehdrige Formen liefert,
‘yon denen die erstern in Berug auf die urspringlichen Variabeln, die
letztero Uberhaupt voneinander unsbhingig sind. Von diesen beiden
Bedingungen ist, wie ich seitdem bemerkt habe, die erste flr das Statt-
finden der erwihnten Sitze nicht bloss nothwendig, sondern auch hin-
reichend, so dass die zugehdrigen Formen stets in der geforderten Zahl
vorhanden sind, wenn m voneinander unabhiingige absolute Invarianten
exiatiren.

Der Beweis dieses Satzes stitat sich auf einen Umstand, welcher

bei der Auflésung linearer Gleichungen eintreten kann und der fol-
genden Anwendung wegen einer Erdrterung bedarf. Derselbe besteht
darin, dass ein System von linearen Gleichungen, welches nicht zur
vélligen Bestimmung aller Unbekannten hinreicht, gleichwohl unter
Umstinden flr gewisse Unbekannten Werthe lifer kann, welche von
jeder Unbestimmtheit frei sind.

Um dio Bedingungen fir diesen Fall darzustellen, sei A. cin
System von p-+m oder mebr linearen Gleichungen mit den Unbe-

Kannten 1, %45---Ypem nd den unsbhingigen Gliedern 4, £5, ..
Teh setze voraus, dass alle Determinanten dieses Systems, deren Ord-

nung > p ist, gleich Null, aber die Determinanten p** Ordnung nicht
alle gleich Null sind. Insbesondere sei diejenige Determinante p** Ord-

nung von Null verschieden und — 4, welche den Unbekannten ¥,,4)+--Yp
in den Gleichungen entepricht, deren unabhiingige Glieder #,, 4,...#,
sind (vergl Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten,
aweite Auflage, §. 8, 3 und §. 4, 7).

%) 8. 862 dieses Bandes.
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‘Werden nun diese p Gleichungen nach y,, y,---y, aufgelést, und -
die gefundenen Werthe in die dbrigen Gleichungen eingesetzt, so fallen
aus diesen (nach §. 8,16 des angef. Werkes) auch die ibrigen Un-
bekannten ¥, 41; Ypya>+--Yp4m Weg, und man erhiilt demnach einerseits
die Werthe, welche den Grissen #,,,, #,,2,--. beigelegt werden
milssen, wenn das System A. keinen Widerspruch enthalten soll, wih-

rend andererseits das Resultat folgt, dass die Unbekannten y,, 94,---Y
sich durch 9541) Ysa + Ypym Susdriicken, diese letatern dagegen will-
kirlich bleiben.

Damit nun, was dem obigen Fale entspricht, 2. B. y, einen Werth
erhalte, der von jeder Unbestimmtheit frei ist, ist erforderlich und hin-
reichend, dass die m Determinanten p** Ordnung = 0 sind, welche aus
4 hervorgehen, wenn man jeden Coefficienten von y, durch den der-
selben Gleichung entnommenen Coefficienten einer der Unbekannten

Ypsts Myst +<-Ypym ersetzt, indem diese Ausdriicke bis aufs Zeichen
die Coefficienten sind, mit denen diese Unbekannten im Ausdrucke von

4-y, multiplicirt sind.
1

Ich will nun im Anschlusse an die artt. 9. 10. meiner oben er-

wihnten Abhandlung voraussetzen, es liege ein System von G@leichungen
beliebiger Form

rep) 4=0
vor, in welchem zwei Gruppen von Unbekannten vorkommen, niimlich

%j,%,.-.a, und wi, uj... ue), und eine Grappe von unabhiingigen
Variabeln, niimlich 2, 2,,...2. Von diesem System werden folgende
Eigenschaften vorausgesetzt:

@) Das System (1.) liefere véllig bestimmte Werthe der Unbe-
kannten z als Functionen der Variabeln 2’.

2) Ob es auch zur Bestimmung der Unbekannten « ausreiche,
bleibt dahingestellt.

©) Dagegen soll, wenn man nach den unabhingigen Variabeln
differentiirt und hierauf

ex, au? --5@) Paley Fe HVS HZ)
einsetzt, oin Gleichungssystem

(3) 8-0

folgen, von welchem ich voraussetze, dass es durch die dem
System (1.) geniigenden bestimmten Werthe der x und irgend
ein gleichzeitig gentigendes System der u befriedigt wird.
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Dann ergeben sich folgonde Schlisse. Wegen a) liefern die Glei-
chungen

a ou

ay og 7°
vllig bestimmte Werthe fir die Derivirten von z,, 2)... %4) Wib-
rend die Frage, ob die aus ihnen folgenden Wertho der Derivirten von
,, jy «-- ebenfalls von jeder Unbestimmtheit frei sind, nach 3) da-
hhingestellt bleiben muss.

‘Aus (1’) eliminire man nun alle Derivirten mittelst der Gleichungen

7 am oa (i) MF ow oa fi@) get (Ds FE 9 2) + (Ops
dann muss man, weil die Gleichungen (1’.) in den Derivirten linear
sind, ane jeder von ihnen cine Gleichung von der Form U+8—0

erhalten, wo ® dieselbe Bedeutung wio in (3.) hat, und U aus 2%
. - aay iy Quy ierhalten wird, wenn man allgemein 3% durch ({), Be, durch (. ”)

ersetzt und diejenigen Glieder woglisst, welche keine Derivirte ent-
halten, Da aber nach Voraussetzung c) stets 8 — 0 ist, so liefort jede
Gleichung (1') eine neue Gleichung

@) U=0,

welche sich von jener nur dadurch unterscheidet, dass alle unab-
hangigen Glieder unterdriickt sind, wihrend die urspringlichen Un-

ae, aut iy (4 .bekannten 57, zg durch andere, nimlich (2) (e A) ersetzt sind.
Diesem Gleichungseystem kann man daher geniigen, indem man

alle Unbekannten —0 setzt. Da es aber fir die Unbekannten (*)
Werthe liefern muss, die keine Unbestimmtheit enthalten, so kann ihm

such mur dadurch geniigt werden, dass man alle (!)—0 sete. Wir
haben daher den Satz: ‘

4) Wenn die obigen Voraussetzungen erftllt sind, so sind auch
die Unbekannten ut! des Gleichungesystems (1.), (3.) keiner
Unbestimmtheit fihig, sondern es folgt allgemein

eo 2%

wee

2

Dies festgestellt, betrachte ich noch einmal die Systeme von
‘Transformationsrelationen, welche aus den Gleichungen F = F’,



XIX Ueb. ein d. Transformation homog. Differontialausdricke bets. Theorem 381

G,=G;, G,=G,,... hervorgehen. Nimmtman an, dass dio zu denGleichungen
@) F=F, G=G, G=G, 6-6

gebdrigen Transformationsrelationen vollig bestimmte Werthe der
urepringlichen Varisbeln 2 als Functionen der neuen Variabeln 2’ lie-
fern, und dass diese, sowie irgond ein gleichzeitig gentgendes System
der u auch den in

) Gres Goes

enthaltenen Transformationsrelationen Gente leisten, so folgt aus dem

obigen Satze, dass allgemein

6) wh,
also die Transformation von F in F’ méglich ist

Die Bedingungen hierfir ergeben sich wie folgt. Man botrachte
die Gleichungen (4.) und (5.) als rein algebraische und bilde 1) ein
vollstindiges System voneinander unabhingiger absoluter Invarianten

I,, Iz, -.. 1, des Formensystems
(a) F, Gy Gey. Gy

2) die absoluten Invarianten 1,44, Jiy1)---Ji, welebo 20 jonen geftgtwerden milssen, um ein vollstindiges System voneinander unabhingiger
absoluter Invarianten der um ein Glied weiter fortgesetzten Formenreihe

@) Fy Gy Gey. Gy Spgs
zu erhalten,

Dann ist fir die Anwendbarkeit der obigen Schlisse erforderlich
und hinreichend, dass 1) unter den 2 Invarianten der ersten Gruppo ‘
sich deren n, etwa J,,,,...1, befinden, welche in Bezug auf die
Variabeln 2,, 2, -.. 2 voneinander unabhingig sind, und dass 2) dio
Werthe der urspringlichen Variabeln als Functionen der neuen, welche
sich aus den Gleichungen I, = J,, —Jj,...1,—T, ergeben, auch
den tbrigen Gleichungen J,— J, der ersten Gruppe, soweit solchevorhanden sind, und allen Gleichungen I,—J; der 2weiten GruppeGeniige leisten. Sind nimlich diese Bedingungen erfullt, so enthalten
die aus (4.) und (6.) hervorgehenden ‘Transformationsrelationen auch
in Bezug auf die Werthe der Unbekannten « keinen Widersprach, und
es folgt nun mit Nothwendigkeit die Gleichung (6.). Mit Racksicht
darauf, dass bei diesen Untersuchungen voranegesetst ist, dass die

Determinante von F nicht identisch = 0 ist, haben wir also den fol-
genden Satz:
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Es scien F und F" swei vollstindige quadratische Differential-

formen mit den Variabeln 2, 2,,... 2, und x, 2... 2. Um
eu untersuchen, ob die eine in die andere transformirt werden kinne,

bilde man die Formenreihe F, G,, Gy... fiir F und die ent-
sprechende fiir F’. Wenn alsdann unter den absoluten Invarianten von

@) F, Gy Gyo Gy .

als System von simultan su transformirenden algebraischen Formen

betrachtet, sich deren n befinden, welche in Beeug auf die Variabeln
 voneinander unabhiingig sind, ohne dass dies der Fall ist, wenn

man G, aus der Formenreihe weglisst, so beslehen die nothwendigen
und ausreichenden Bedingungen fiir die Moglichkeit der Transfor-

mation des Differentialausdruckes F in F" darin, dass die als

algebraische betrachteten Formen

@) F, Gy, Gey ++ Gyr Gy ys

durch tibereinstimmende lineare Substitutionen gleichseitig in

@) FY, Gy Gy os Gor Goan

transformirt werden kinnen, und diese Bedingungen werden daher
durch die Gleichheit der entsprechenden absoluten Invarianten der

Formenreihen (b.) und (b') vollstiindig ausgedriickt.
Wenn dagegen die algebraische Formenreihe (a.), wie weit sie

auch fortgesetst werden mag, niemals n absolute Invarianten liefert,

welche in Beeug auf die Variabeln x voneinander unabhiingig sind,

80 ist die Transformation von F in F’ selbstin den Fallen, wosie miglich ist, doch keine bestimmte,
weil in diesem Falle, wo die Invarianten allein zur Ermittelung der

gesuchten Substitution nicht ausreichen, noch die Differentialgleichungen
des Problems zu Hilfe genommen werden miissen, so dass die Sub-
stitution nothwendig verfiigbare Elemente enthilt, welche stetiger
Aenderungen fuhig sind.

Berlin, den 7. April 1869.
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