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VORWORT.

Es sind zehn Jahre verflossen, seit Christoffel kurz nach Voll-
endung seines T0. Lebensjahres gestorben ist. Seine Publikationen
erstrecken sich tiber einen Zeitraum von 40 Jahren. Da ist es selbst-
verstindlich, daB einiges davon veraltet, ein erheblicher Teil durch
neue Arbeiten dberholt ist. Aber so manches, was er geschaffen hat,
gehort heute zum festen Besitz der Wissenschaft — so die Begriffs-
bildungen, die er in die Flichentheorie eingefiihrt hat, und die Theorie
der Unstetigkeiten, die mit dem Fortbestehen partieller Differential-
gleichungen vertriiglich sind. Seine Arbeiten {iber algebraische Funk-
tionen und ihre Integrale, mit denen er sich in den beiden letzten
Jahrzehnten seines Lebens fast ausschlieBlich beschiftigt hat, tiben
noch heute ihren EinfluB aus.

Allen Christoffelschen Arbeiten gemein ist die klare, sorgfiltig
durchgearbeitete Darstellung; ein Vorzug, der ihr Studium beson-
ders ftir die heranwachsende mathematische Generation empfehlens-
wert macht.

Ein groBer Teil der Abhandlungen ist in den Anpali di mate-
matica von Brioschi erschienen und infolgedessen manchen Fachgenossen
weniger leicht zuginglich. Um so dankenswerter erscheint es, daB
der Teubnersche Verlag eine Gesamtausgabe seiner Werke unter-
nommen hat.

Herr Geiser hat die (ite gehabt, den Abdruck seiner Biographie
Christoffels aus dem 34. Band der Mathematischen Annalen zo ge-
statten und sie zugleich durch Zusiitze zu bereichern, die das Bild der
eigenartigen Persdnlichkeit Christoffels schirfer hervortreten lassen.
Wir verdanken ihm auch die Photographie Christoffels, die der vor-
stehenden Heliogravure zugrunde liegt.

Die Abhandlungen I—XXXII sind zu Lebzeiten Christoffels er-
schieren. Die Abhandlung XXXIII ,Ueber die Vollwertigkeit und die
Stetigkeit analytischer Ausdriicke” hat er noch selbst an die Redaktion
der Mathematischen Annalen eingesandt, aber ihre Drucklegung nicht

mehr erlebt. Die Abhandlungen XXXIV und XXXV , Vollstindige
a*



Iv Vorwort.

Theorie der Riemann'schen #-Function® und ,,Querschnittstheorie” haben
sich im NachlaB vorgefunden. Die erstere war mit dem Vermerk ,druck-
reif“ versehen und ist ohne jede Anderung in den Annalen erschienen.
In der letzteren hat der Herausgeber, Krazer, die einzelnen Abschnitte
mit Uberschriften versehen; im iibrigen ist auch dieses Manuskript
unverindert zum Abdruck gekommen.

Christoffel hatte die Absicht, diesen Abhandlungen noch weitere
folgen zu lassen, die ebenfalls Fragen aus der Theorie der Abelschen
Funktionen behandeln sollten. Aus seinen Vorlesungen ist bekannt,
daB das Material dazu bereit lag. Leider hat seine fortschreitende
Krankheit diese Absicht nicht zur Ausfilhrung kommen lassen.

DIE HERAUSGEBER.



Erwmy Bruwo CHRISTOFFEL.

Yon
C. F. Gemeex in Zirich.

Elwin Bruno Christoffel ist am 10. November 1829 in Montjoie,
einem kleinen Stidtchen in der preussischen Rheinprovinz (nahe an der
belgischen Grenze) geboren. Auf dem Friedrich-Wilhelms Gymnasium
in Kéln, wo der bald darsuf durch die Befreiung Kinkels berthmt
gewordene Karl Schurz sein Mitschiller war, erwarb er sich das Ma-
turititezeugniss. Seine Studienzeit verbrachte er an der Universitit
Berlin, wo ihn vor Allem Dirichlets Vorlesungen anzogen, mit deren
Form und Gedankeninhalt er sich aufs Genaueste und Tiefste vertraut
machte; sie sind fiir seine ganze Thitigkeit als Lehrer und Forscher
massgebend geworden. Daneben interessirten ihn Borchardt's gehalt-
volle Vortriige tiber elliptische Functionen; Steiner's geometrische Lehren
suchte er sich wenigstens in den Grundprincipien anzueignen. Scherz-
weise bekannte er sich auch als Bchiller Martin Obm's und belegte
dies durch ein Blatt von zweifelhaftem kiinstlerischen Werthe, auf
welchem er den bei diesem Docenten in der ersten Vorlesung gehorten
Satz illustrirt hatte: ,Lagrange stand auf den Schultern von Euler,
wir aber stehen auf den Schultern von Lagrange.“¥*)

Das Bediirfniss einen vollkommenen Einblick in die Voraussetzungen
zu gewinnen, suf welchen Dirichlet einzelne seiner Vorlesungen auf-
baute, veranlasste Christoffel, sich eingehender mit Experimentalphysik
zu beschiftigen, als dies damals bei den Studirenden der Mathematik
iiblich war. Er kam dadurch in persénliche Beziehungen zu Dove,

*) Als Weierstrass seinen ersten Besuch bei Steiner machte, fragte ihn dieser
in seiner ironischen Art: ,Bie kommen wohl hsuptsfichlich nach Berlin, um Ohm

kennen zu lernen?* | Nein, ich wollte zo Thoen und zu Dirichlet*. ,Dann haben
Bie Griitze im Kopf; wer Griltze hat, kommt zu Dirichlet und mir, die sndern

geben o Ohm “
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was ihm die Moglichkeit gewiihrte, gelegentlich eigeme physikalische
Versuche anzustellen. Er muss in dieser Richtung eine entschiedene
Begabung besessen haben; ich erinnere mich noch lebhaft an die An-
schaulichkeit, mit welcher er mir einst unter blosser Benutzung eines
eisernen Lineals, eines Bindfadens und der Brettchen einer Cigarren-
kiste zeigte, wie gewisse Fundsmentalgesetze des Magnetismus experi-
mentell zu priifen seien. Auch in dem Laboratorium des Chemikers
Sonnenschein arbeitete er eifrig; er trug bei einer Explosion schwere
Verwundungen am Kopfe davon, deren Narben noch lange Jahre
sichtbar blieben.

Nachdem Christoffel verhiltnissmiissig spiit seine Universititsstudien
abgeschlossen hatte (er promovirte am 12. Mirz 1856), kehrte er nach
Montjoie zurfick und blieb dort bis zum Tode seiner Mutter, die er
wihrend der Leidenszeit einer Krankheit nicht hatte verlassen wollen.
Der mehrjibrige Aufenthalt in dem abgelegenen Orte, der keinerlei
wissenschaftliche Anregung bot, ja sogar die einfachsten geselligen Be-
zishungen vermissen liess, ist von grosser Bedeutung filr seine ganze
Individualitit geworden. Auf Grund einer hervorragenden Arbeitskraft
und einer zielsicheren Intelligenz, unbeirrt von irgend welchen fremden
Einmischungen, gewann er eine geistige Selbstindigkeit, die sich in der
Wissenschaft frei von Einseitigkeiten und unfruchtbaren Speculationen
hielt. Er drang tief in die Riemann'schen Schipfungen ein, soweit
dieselben damals schon publicirt waren. In den Dirichlet'schen Vor-
lesungen erblickte er eine ausgezeichnete Vorschule filr dieses Studium,
ebenso in den functionentheoretischen Abhandlungen Cauchy's, die er
damals schon genan gekannt haben muss. Er meinte gelegentlich, mit
dem Citat in § 6 der Abhandlung iber die Abel'schen Functionen habe
sich Riemann die Hilfte des Umfangs der Ausarbeitung seiner Theorie
gespart. Aber in diesen Jahren einsamer und angestrengter Studien
bildeten sich such einige Singularititen des Charakters aus; er selbst
sagte, in jemen Zeiten hitte er sogar das Sprechen verlernt. Und so
verblieb ihm ein Gfter hervortretender Zug von Menschenschen, sowie
eine Reizbarkeit, die auch den Freunden gegeniiber sich leicht in Schroff-
heit und Misstrauen gelteud machte. Selbst sein sonst so sachkundiges
und gerne anerkennendes Urtheil iiber die wissenschaftlichen Leistungen
anderer Mathematiker konnte in solchen Momenten getriibt erscheinen.

Als villig reifer Mann habilitirte sich Christoffel im Jahre 1859
an der Universitit Berlin, wo er ebensowohl durch seine wissenschaft-
liche Bedeutung wie durch seine Thitigkeit als Docent sich die volle
Anerkennung von Kummer und Weierstrass erwarb. Hauptsichlich auf
ihre Empfehlung hin wurde ihm 1862 die durch Dedekind's Weggang
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erledigte Stelle am eidgendesischen Polytechnikum zu Zirich tibertragen.
Bei Annahme des Rufes freute er sich daranf, vor einen griisseren
Hérerkreis treten zu kinnen, bei dem er eine weitgehende mathema-
tische Vorbildung glanbte voraussetzen zu ddrfen. Unter dieser An-
nahme hatte er insbesondere als Einleitung zu seinen Vorlesungen eine
exacte Darlegung der Grundbegriffe der Infinitesimalrechnung sorgfiltig
susgearbeitet. Der erwartete Erfolg blieb zuniichst aus, und die Stu-
direnden ersuchten ihn, nach Verfluss des ersten Quartals, einen zuging-
licheren Weg einzuschlagen. Ohne jede Empfindlichkeit entsprach er
dem geiusserten Wunsche, begann die Vorlesang noch einmal auf total
verinderter Grundlage und nun mit einer Wirkung, dass er sofort zu
den ausgezeichnetsten Lehrern der Anstalt gezihlt wurde. Spiter durfte
er auch erhdhte Anforderungen stellen, sudem vereinigte sich in seinen
Privatvorlesungen ein grosser Kreis von Schillern, welche er mit den-
jenigen Parthieen der Wissenschaft bekannt machen konnte, in denen
sich seine eigene-Forschung bewegte.

Es war ein unvergleichlicher (Genuss, den Vortriigen Christoffels
zu folgen. Bchon die iiussere Erscheinung des kriftig gebauten Mannes
mit der ungesucht eleganten Haltung, dem fest wie in Bronze gepriigten
und doch geistig durchgearbeiteten Kopfe, den wunderbaren Augen,
ibte eine grosse Anziehungskraft aus. Die Sprache war einfach und
lebendig, von einem leichten Flusse, ohne jede unndthige Wiederholung
oder nachtriigliche Correctur. In dem fiir die kiinftigen Techniker obli-
gatorischen Unterrichte liebte er es, bis zu ausfiilhrbaren geometrischen
Constructionen und numerischen Rechnungen vorzudringen, deren Schluss-
ergebnisse er ohne Priitention und Pedanterie in #bersichtlicher Ord-
nung an der Tafel zosammenstellte. Der Hauptreiz und der Haupt-
werth aller seiner Vortriige aber lag darin, dass er in bewusster Nachfolge
Dirichlet's die Mathematik als eine Wissenschaft des reinen Gedankens
behandelte. Die allgemeinen Grundbegriffe und Methoden wurden immer
mit der grossten Pricision erlintert, die speciellen Probleme klar und
scharf begrenzt, die gefundenen Losungen in Bezug auf die nothwen-
digen und hinreichenden Bedingungen ihrer Richtigkeit umfassend dis-
cutirt. Betrachtungen iiber das Unendlichwerden, fiber den Grenzprocess,
iiber Unstetigkeiten wandte er seine besondere Aufmerksamkeit zu,
indem er sie von den zufilligen Umstinden, unter denen sie sich dar-
boten, befreite und in ihrer philosophischen, oder wie er lieber gesagt
hiitte, rein begrifflichen Bedeutung auseinanderlegte. Damit hing wohl
die Kunst zusammen zu concentriren und zu condemsiren. So gab er
in ein- bis zweistiindigen Bemestervorlesungen eine Theorie der be-
stimmten Integrale, oder der partiellen Differentialgleichungen, oder der
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krummen Oberflichen, die alles Wesentliche enthielt und hervortreten
liess, ohne dass er nothig gehabt hiitte durch geistreiche Apergus oder
beziehungsvollen Citatenreichthum die dem Gegenstand an und fir sich
innewohnende Bedeutung noch besonders zu erhithen und in kinst-
licher Belenchtung erscheinen zu lassen. Freilich verwandte er auf
derartige Collegien eine vorgingige Gedankenarbeit, dass er mir, jeden-
falls ohne jede Uebertreibung, bei Beginn eines derselben sagen konnte:
nlch weiss jetzt schon, was ich in jeder der folgenden SBtunden vorzu-
tragen haben werde”

Insofern man aus der Zeitfolge der von ihm publicirten Abhand-
lungen einen sichern Schluss ziehen darf, so ist der Zilricher Aufent-
halt fiir Christoffel auch in Bezug auf die selbstindige wissenschaftliche
Arbeit die reichste Zeit seines Lebens gewesen. Das Inhaltsverzeichniss
des Crelle'schen Journals fiir die Bénde G1—70 fiihrt zehn hierher-
gehirige Abhandlungen auf, zu welchen man noch eine in den Annali di
Matematica erschienene und eine von der Berliner Akademie der Wissen-
schaften veréffentlichte zu rechnen hat. Es war eine wohlverdiente Aus-
zeichnung, dass er in Anerkennung dieser Leistungen von der eben ge-
nannten Kérperschaft zu ihrem correspondirenden Mitgliede erwihlt wurde.

Aber nicht nur durch seine eigene Thitigkeit als Forscher und
Lehrer hat Christoffel dem Polytechnikum vorziligliche Dienste geleistet.
Er suchte, namentlich seit ihm die Leitung der Fachlehrerabtheilung
iibertragen war, den mathematischen Unterricht durch neu einzufithrende
Vorlesungen jingerer Docenten auszudehnen und auf eine hihere Stufe
zu heben. Aber schon friiher war es seiner Initiative zu verdanken
gewesen, dass bei einer Budgeterhthung im Jahre 1863 eine neue Pro-
fessur fiir hihere Mathematik vorgesehen und an diese als Vertreter
der Functionentheorie Herr Prym berufen wurde. Wie hoch Christoffel
die wissenschaftliche Bedeutung dieses Collegen schiitzte, klingt noch
nach in der posthumen Abhandlung iiber die Theorie der Riemann'schen
#-Functionen, wo es heisst (Math. Annalen, Bd. 54 pag. 391): ,Ich
kann diese Gelegenheit nicht voriiber gehen lassen, ohne die unbeschreib-
lichen Verdienste in Erinnerung zu bringen, welche Herr Prym sich
durch seine damaligen Publicationen um das Verstindniss Riemann's
erworben hat* In der That hat die Ziiricher Schule die Einfihrung
in die Schépfungen des grossen Gottinger Mathematikers schon zu
einer Zeit in ihren Lehrplan aufgenommen, als dieselben noch schwer
zuginglich und nur von einer kleinen Zahl von Mathematikern ge-
kannt und nach ihrer ganzen Bedeutung gewiirdigt waren.*)

*) Einer Darstellung der wissenschaftlichen Leistungen Clebech's entnimmt
man, dass dieser so vielseitige Mathematiker erst durch Herrn Gordan, nach
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Zu den Collegen Christoffels am eidg. Polytechnikum hatte wihrend
einiger Zeit such Heuleaux gehirt, der von dort im Jahre 1864 als
Professor an das Gewerbeinstitut in Berlin berufen und Ende 1867
zum Director der aus diesem hervorgegangenen Gewerbe-Akademie
ernannt worden war. Dies gab die Veranlassung, dass such Christoffel
an die neu organisirte Anstalt gezogen wurde. Eine bald nach Ueber-
nahme der neuen Stellung an ihn ergangene vertrauliche Anfrage, ob
er eventuell die Leitung der polytechnischen Schule in Aachen fiber-
nehmen wilrde, beantwortete er in ablehnendem Sinne. Er wollte seine
wissenschaftliche Thitigkeit nicht durch Amtsgeschiifte administrativer
Natur einschriinken lassen — und wohl mochte er auch filhlen, dass
ihm manche der wesentlichen Eigenschaften fehlten, die eine solche
Anitsfihrung nothwendig fordert.

Christoffel hat die Rilekkehr in's Vaterland als eine grosse Ehre
und Freude geschiitzt. Der Aufschwung, den Berlin wihrend seiner
Abwesenheit genommen, liess ihn die Anregungen und Vortheile einer
Grossstadt aufs lebhafteste empfinden. Vor allem pries er es als ein
besonderes (liick, dass er die grosse Zeit von 1870—71 in dem Centrum
der materiellen und geistigen Machtentfaltung Deutschlands miterleben
durfte. Er erziihlte, wie in den Tagen der Erwartung des Entscheides
wihrend einer seiner Vorlesungen plotzlich eine grosse Bewegung unter
den Zuhdrern entstanden und auf seine Frage nach der Ursache die
Antwort ertheilt worden sei: ,Der Krieg ist erklirt.“ Und unvergesslich
blieb ihm die darauf folgende, durch tiefen Ernst in festen Schranken
gehaltene Entschlossenheit der Bevilkerung, insbesondere der ilteren
Juhrgiinge der noch waffenpflichtigen Miinner, die sich bei den Controll-
stellen anzumelden hatten. Grisseres und Edleres schien ihm der
Mensch nicht erleben zu kinnen, jedes persbnliche Interesse werde in
dem allgemeinen aufgelist oder von demselben zuriickgedriingt. Und
doch sprach er spiter mit einem gewissen Gefilhl des Missbehagens
von den drei Jahren (1869—72) seiner Thitigkeit an der Gewerbe-
skademie. Zwar stand er mit seinem nichsten Collegen im besten
Einvernehmen: Aronhold's liebenswilrdige und lebendige Art war ihm
durchaus sympathisch. Von der Art, wie sich dieser Mann aus den
beschriinktesten Verhiiltnissen, durch energische Ueberwindung der
mannigfachsten Hindernisse eine bedeutende Stellung im Lehramte und
in der Wissenschaft errungen hatte, sprach er mit riickhaltloser An-
erkennung, Aber dass es ihm trotz der Unterstitzung durch einen so

dessen Habilitation in Giessen (Bommer 1863) ,mit den damals noch verhfiltniss-
miessig nenen und wenig verbreiteten Hiemann'schen Untersuchungen” bekannt
geworden sei (Math. Annalen Bd. 7 pag. 19).
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ausgezeichneten Mitarbeiter nicht gelingen wollte, eine grossere Anzahl
von Studierenden zu dauerndem Interesse an hihern mathematischen
Vorlesungen heranzuziehen, veranlasste ihnm zu sehr unliebsamen Ver-
gleichungen mit den Ziricher Verhiltnissen. Es mag vielleicht, wenn
such unsusgesprochen, ein Anderes dazn gekommen sein. Christoffel
war frilher Privatdocent an der Universitit gewesen, er zihlte zu den
correspondirenden Mitgliedern der Akademie der Wissenschaften; ist es
nicht denkbar, dass er sich neben seiner eigentlichen Lehrverpflichtung
noch einen weitern, seinen Neigungen und Fahigkeiten entsprechenden
Wirkungskreis ersehnte?

Alle Schwierigkeiten dieser Situation wurden durch die Berufung
nach Strassburg geldst. Freiherr von Roggenbach, der mit der ersten
Einrichtung der neu zu griindenden Hochschule betraut war, wahdte
sich, um fiber die Besetzung der mathematischen Professuren fach-
kundigen Rath einzuoholen, an Kronecker. Dieser nannte in erster
Linie Christoffel, der auch, nachdem seinen Anforderungen entsprochen
worden war, die ihm angebotene Stellung {ibernahm. Damit war er,
noch in der ersten Hilfte der Vierziger stehend, also in vollster Mannes-
kraft an ein Ziel gelangt, das allen seinen Wiinschen und Hoffoungen
die Erfilllung zu gewihren schien. Aber der mit den reichsten Mitteln
durchgefithrte grosee politische Gedanke: in dem wiedergewonnenen Heichs-
lande eine Universitit ersten Ranges aufzurichten, fand bei der deutschen
Jugend nicht die frendige Aufnahme, die zur Sicherung einer dem aus-
gezeichneten Lehrkirper und den aufs grossartigste eingerichteten wissen-
schaftlichen Instituten entsprechenden Frequenz néthig gewesen wiire.
Die Anzahl der Studirenden blieb in den ersten Jahren sogar hinter
bescheidenen Erwartungen zuriick; insbesondere war in den mathe-
matischen Fichern kein Grundstock von Schillern vorhandem, welche
in einer systematisch geordneten Heihe von Vorlesungen einen héhern
Abschluss ihrer akademischen Bildung gesucht hiitten. Bo musste
sich Christoffel einen Horerkreis erst heranbilden. Er that es unter
Einsetzung aller seiner Kriifte, sogar unter Einschrinkung der bis
dahin mit so reichem Erfolge gekrinten Publication wissenschaftlicher
Abhandlungen. Die Resultate seiner Forschung sollten nun in erster
Linie den Vorlesungen zu Gute kommen, aus deren Bediirfnissen sich
umgekehrt biiufig die Ziele seiner Untersuchungen ergaben. Gewiss
war Strassburg durch diese Thitigkeit nicht in demselben Masse zu
einem Mittelpunkte mathematischer Studien geworden, wie es nach-
und nebeneinander Kénigsberg, Berlin, Gottingen waren oder sind.
Aber Christoffel, der in der Wissenschaft gerne seine eigenen Wege
ging und bei allem liebenswiirdigen Verkehr mit seinen Zuhirern doch
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die persbulichen Beziehungen mehr vermied als aufsuchte, hat niemals
die Neigung besessen, eine besondere Schule zu griinden, und so erfilllte
ihn das Erreichte mit der vollsten Befriedigung.

Seitdem er in der Auswahl des zu behandelnden Stoffes im Wesent-
lichen freie Hand hatte, bildete in den Vorlesungen, wenigstens in den-
jenigen, deren Inhalt mir bekannt geworden ist, die Functionentheorie
den Hauptgegenstand. Ks folgten sich in systematischer Anordnung:
Bestimmte Integrale und unendliche Reihen; Einleitung in die Theorie
der Functionen einer complexen veriinderlichen Grisse; Theorie der
elliptischen Functionen; Theorie der Abel'schen Functionen; Anwen-
dungen der Lehre von den Abel'schen Functionen. Aber auch in Vor-
lesungen, die mit diesem Cyklus nicht in unmittelbarem Zusammen-
hange standen: Algebraische Theorie der homogenen Formen und
invarianten Suobstitutionen; Theorie der guadratischen und bilinearen
Formen; Ausgewiihlte Kapitel aus der Lehre von den partiellen Diffe-
rentialgleichungen, wurden iiberall die Beziehungen zu Aufgaben aus
jenem centralen (tebiete der Mathematik hervorgehoben. Es ist viel-
leicht von Interesse zu wissen, dass er schon im Beginn der Strass-
burger Zeit, als er eben erneut all' seine Arbeit der Functionenlehre
zuwandte, die Theorie der Abel'schen Functionen als eine vollstindige
Theorie der algebraischen Functionen bezeichnete, die jedoch zu ihrer
Erledigung nicht mit algebraischen Hillfsmitteln ausreiche, sondern
auch transcendente erfordere. Er vermied das Dirichlet'sche Prineip,
dessen Wahrheit unter beschrinkenden Voraussetzungen ihm zwar un-
zweifelhaft, dessen Begriadung ihm aber unsicher schien. Wie weit
er sich in der Umgestaltung der Riemann'schen Methoden und Resul-
tate mit Weierstrass begegnet haben mag, muss ich aus dem einfachen
Grunde mangelnder Sachkenntniss dahingestellt lassen. Nur das sei
noch hervorgehoben, dass er sich unansgesetzt bemilhte, die ,impo-
santen“ Leistungen des grossen Berliner Mathematikers, soweit dieselben
durch den Urheber selbst publicirt waren, in ihrer ganzen Bedeatung
gu erfassen.

Mehr ale zwanzig Jahre lang ist Christoffel in seinem Strassburger
Lehramte thitig gewesen; sobald es die in dieser Hinsicht eben so
liberalen uls verniinftigen Btatuten der Universitit zuliessen, trat er in
den Rohestand. Es entsprach seiner ganzen Lebensauffassung, wenn
er auch in Bezug auf seine eigene Person gefunden hatte: es liege
nicht im Interesse der Hochschulen, Professoren bis zum Aecussersten
im Dienste zu belassen und auszunutzen. Der Einwurzelung noch so
berechtigter wissenschaftlicher Richtungen und Traditionen sei eine
Ablosung durch neue Krifte, die sich auf verinderten Bahnen bewegen,
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vorzuziechen. Fiir sich selbst hoffte er noch auf eine Zeit intensiver,
von jeder Aussern Rilcksicht unabhiingigen wissenschaftlichen Thitig-
keit; sogar die Anregung: die gewonnene Musse zur Ausarbeitung und
Publication solcher Ergebnisse seiner Forschung zu verwenden, denen
er selbst einen grossen Werth beilegte, wies er von der Hand. Neben
den mathematischen Studien zog ihn die erneute Lectfire der alten
Klassiker an. Er hatte sich einst auf dem Gymnasium eine ungewihn-
liche Kenntniss der griechischen und lateinischen Sprache angeeignet;
withrend des Zdricher Aufenthalts bildeten Plato und Tacitus®) seine
Lieblingslectiire in den Stunden der Erholung von angestrengter Arbeit;
jetzt vertiefte er sich in die zeitgenBesischen Quellen der romischen
Eaisergeschichte.

Leider war seine (Gesundheit schon beim Riicktritte stark erschitttert.
Im Jahre 1892 hatte er noch in fast jugendlicher Spannkraft des
Kirpers und des Geistes ein paar frohe Tage des Wiedersehens und
der Erinnerung in Zirich verlebt. Er hatte die Absicht sich von da
nach Interlaken zu wenden; auf dem Wege dorthin traf ihn bei Brunnen
das Missgeschick, von eivem Velocipedisten {iberfahren zu werden und
einen Armbruch zu erleiden, der nur langsam und mangelhaft heilte.
Zugleich vermehrten sich asthmatische Beschwerden, die ihn schon
frither gelegentlich heimgesucht hatten. Wohl brachte spiter ein
Winteraufenthalt in Grindelwald eine bedeutende Besserung und neuen
Lebensmuth, aber in den letzten Jahren, die er in zunehmender Ab-
geschlossenheit und Einsamkeit verbrachte, sanken seine Krifte mehr
und mehr. Den siebzigsten Geburtstag verlebte er in dusserster Stille,
da man auf seinen dringenden Wunsch von Deputationen und dergl.
ginzlich Abstand genommen hatte. Bald nachher stellten sich die
drobenden Angeichen seiner letzten Krankheit ein, eines schweren Herz-
und Nierenleidens, zu dem schliesslich noch die Wassersucht trat. Am
15, Mirz 1900 hat ihn der Tod erldst.

Ueber die Stellung Christoffels an der Universitit Strassburg und
ilber den Eindruck, den seine Persiinlichkeit in dem Kreise seiner Col-
legen hinterliess, hat sich bei der Beerdigungsfeierlichkeit Prof. Windel-

*) Einen heitern Beweis seiner genauen Kenntniss des grossen Historikers
bewahrt das eidgenbssische Polytechnikum. Im Jahre 1864 hatte Christoffel als
Actuar der Gesammtconferenz das Protokoll in einer Sitzung zu filhren, welche
wegen Auflehoung der Studirenden gegen die oberste Leitung der Anstalt ein-
berufen war, Als Motte dber seine Wiedergabe der Verhandlungen schrieb er im
Originaltext und in deutscher Usbersetzung das Citat ane den Annalen (V, 6):
Bei diesem Anlasse wurden vierundvierzig Reden gebaltsn, einige aus Furcht,
die meisten aber ans Gewohnheit."
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band in einer schinen und treffenden Rede ausgesprochen, die in den
Math. Annalen Bd. 53 pag. 341 etc. abgedruckt ist. Dem Hinweis auf
dieselbe mBgen hier einige Erinnerungen folgen, die das dort entworfene
Bild des Menschen ansserhalb seiner Wissenschaft noch zu erginzen
bestimmt sind.

Die Erziehung durch eine ihrem katholischen Glauben fromm er-
gebene Mutter hat nicht so eingreifend und dauernd gewirkt, dass
Christoffel bei einem bestimmten religidsen Bekenntniss geblieben wire.
Doch hat er der Kirche, in welcher er aufgewachsen war, eine lebhafte
Sympathie bewahrt, die im Zusammenhang mit dem Bediirfnisse stand,
sich liebe Jugenderinnerangen unverletzt und ungetriibt zu erhalten. Da-
mit verband sich in politischen Fragen eine conservative, streng monar-
chische Gesinnung, welcher er einen um so entschiedenern Ausdruck
gab, je mehr sie sich mit den Anschauungen seiner Umgebung in
Widerspruch befand. Er hatte dazu in den ersten Zeiten seines Zilricher
Aufenthaltes reichliche Gelegenheit. Unter seinen dortigen Landslenten
fand sich noch ein Btamm alter ,Achtundvierziger”, die das Heil ihrer
Heimath in der baldigen Aufrichtung einer Republik erwarteten, eine
jingere Generation stand auf dem Boden des Nationalvereins oder der
liberalen Mehrheit des preussischen Abgeordnetenhauses; daneben er-
hoben die Sitddeutschen die schiirfsten Anklagen gegen das norddeutsche
Junkerthum und einzelne Stimmen traten fiir das im Sinne des Libe-
ralismus zu reformirende Oesterreich ein, dem die Fihrung des zu
einigenden Deutschlands zu ibertragen sei In diesem G(ewirre war
ein Mann, welcher der festen Haltung Konig Wilhelms und der kiilhnen
Kampfesweise des Ministerpriisidenten Bismarck freudig zustimmte,
villig isolirt. Erst der Krieg von 1866 brachte dann die grosse Wand-
lung und Christoffel erblickte ganz unbefangen in dem Siege der
preussischen Waffen zugleich eine persinliche Genugthuung fiir die
vielfachen Gegenstdese, die sein temperamentvolles Auftreten gefunden
hatte.

Auch die politischen Verhiltnisse der Schweiz, welche von den-
jenigen seines Heimathlandes so ganz verschieden waren, fesselten die
Aufmerksamkeit Christoffels in hohem Grade. Er hat aus der Nihe
die eigenartige Bewegung verfolgen kinnen, die den Kanton Ziirich aus
einem reprisentativ regierten in ein rein demokratisches Staatswesen
iberfilhrte. Das gelegentliche Zusammentreffen mit Mitgliedern der
damaligen Regierung hatte ihm den Einblick in die verstindige Tichtig-
keit dieser Minner gewiihrt, nun sah er, wie eine geschickt geleitete
Opposition, theilweise unterstiitzt von einem talentvollen und in seinen
Mitteln nicht wihlerischen Pamphletiir, das ganze System, auf welchem
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die Regierung beruhte, und damit diese selbst zu Fall brachte. Es
stimmte ihn nachdenklich, dass sogar in der Republik, trotz der fort-
wiithrenden Besprechung und Kritik der &ffentlichen Angelegenheiten
durch die Presse und politische Versammlungen, sich die wahre Stim-
mung eines Volkes nicht immer auf der Oberfliche der Tagesmeinungen
zeigt. Er war Zeuge davon, wie sich unbeachtet im Untergrunde eine
wachsende Unbehaglichkeit und Unzufriedenheit auch der ruhigen Ele-
mente angesammelt hatte, die nur eines letzten ginstigen Anstosses
bedurfte, um das Staatswesen bis in seine Grundfesten zu erschittern,
wie dann sber sofort in ernster Arbeit die Ernenerung desselben an
die Hand genommen wurde. Gottfried Keller hat in der Schluss-
erzihlung der Leunte von Beldwyla: ,Das verlorene Lachen” ein leben-
diges Bild von der Umwilzung gegeben, das Christoffel nicht nur an
jene Begebenheiten erinnerte, sondern auch an die Stunden, die er einst
auf dem Zunfthause zur Safran mit dem szlircherischen Staatsschreiber
zugebracht hatte.

Die Unabhiingigkeit seiner Ansichten von den Tagesstrimungen
hat Christoffel in besonderm Masse wilhrend der Zeiten des Cultur-
kampfes bewihrt, da er nun in entschiedener Weise sich gegen die
Kirchenpolitik Bismarcks aunssprach, auch die gleichgerichteten Vor-
ginge in der Schweiz missbilligte. Wohl hat sich dabei eine starke Nei-
gung zu paradoxen Behauptungen sowie eine verschirfte Reizbarkeit
gegenfiber allfilligem Widerspruch geltend gemacht, aber der Grund-
gedanke seiner Argumentationen hst sich in Deuntschland doch nach
und nach allgemeine Anerkennung erworben. In der Schweiz hat sich
die nimliche Wandlung vollzogen. Schon vor dem vatikanischen Concil
hatte Jakob Burckhardt in einer seiner Vorlesungen®) gesagt: ,Von
Seite des Staates ist es licherlich, wenn er gerne ‘liberale Prilaten’
hitte, die seiner Bureaukratie keine sauren Tage machen sollten” Und
der bedeutendste Staatsmann des Landes schrieb wiihrend der Kampf
am heftigsten tobte: ,Leider habem wir uns zu einer eigenen und
klar vorgezeichneten Politik in den Kirchenfragen nicht ermannen
kinnen. Wir hiitten auf das Anathemsa des obersten der Priester mit
der Proklamation der unbedingten Freiheit antworten sollen. Aber das
Vertrauen in die Macht des Gleistes hat uns gefehlt und wir haben
uns hinter die Landjiger verkrochen.”

Es ist wahrscheinlich, dass der tiefgehende Meinungsunterschied,
der sich in dieser Frage zwischen Christoffel und denjenigen Kreisen
gezeigt hatte, auf die er amtlich und gesellschaftlich angewiesen war,

*) Weltgeachichtliche Betrachtungen, pag. 14%2.
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zu seiner Vereinsamung wesentlich beitrug. Als der Streit verstummt
und ein Ausgleich der Gegensiitze moglich war, hatten vorrfickendes
Alter, dann Verzicht auf das Lehramt und beginnende Krankheit die
Wiederaufnahme eines regern Verkehrs zuniichst erschwert und schlieB-
lich vdllig unmbglich gemacht. So hat denn sein Tod nicht eine Liicke
in einen grossen Kreis lebendiger Interessen gerissen oder eime be-
deutende directe Wirksamkeit suf eine jiingere Generation jihlings unter-
brochen. Aber der kleinen Zahl von Freunden, denen er einst seine
persbnliche Theilnahme zugewendet und in treuer Anhinglichkeit be-
wahrt hat, ist der auch ausserhalb seiner Wissenschaften so bedeuntende
Mann in dankbarer Erinnerung geblieben und ebenso werden die zahl-
reichen Schiller, die er wihrend einer fast vierzigjghrigen Wirksamkeit
heranbildete, den unvergleichlichen Lehrer micht vergessen haben.
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Postquam (. 8. Ohm theoria sua electricitatis galvanicae') ana-
lysi novum campum aperuit, multae inquisitiones in illo institutae, mul-
taque egregia inventa sunt.

Consideratione enim sd corpors duarum, trium dimensionum ex-
tensa theoria amplificabatur: casu inde speciali, quem Illustrissimus
hujus theorine Auctor tractaverat, e principiis generalibus eruto, cele-
berrimae illse leges fluminis galvanici distributionisque vis electro-
scopicae in conductoribus linearibus ad summum, quod ipsa theoria
patiebatur generalitatis fastigium evehebantur. Omnibus his disquisi-
tionibus, & quarum numerc commentationes a Cl* Kirchhoff in An-
nalibus Poggendorffii*) Tom. 64. 67. T5. prolatas commemorare sufficiat,
physice valde promota experimentorumque copia aucta est.

Sed tamen haec theoria incompleta erat, quum eam tantum elec-
tricitatis proprietatem, a corporibus procedendi ad corpora contigua,
respiceret, actione neglecta, quam corpora electrica in corpora remota
exercent, — influentia, disjunctio electricitatum conjunctarum, — quse
tamen ab illius natura separari nequit. Quae quidem quum parum
momenti habere videatur ad phaenomena constantia in corporibus bene
conducentibus, in corporibus male conducentibus e contrario sic prae-
valet, ut illa neglecta, electricitatis distributio pullo modo explicari
possit. :

Quod desiderium explere conatus, quum experientia nulla phae-
nomens suppeditare videretur electricitatis motae, quibus ecalculi apte
superstrui possent, a phaenomenis profectus sum staticis, quae eodem
modo tractare licebat, quo geometrae generaliter in transitu ab actionibus
discretis ad continuss uti solent.

1) Die galvanische Kette, mathem. bearb. von Dr. . 8, Ohm. Berl. 1827,
2) Tom. 64. Ueber den Durchgang eines elektrischen Btromes durch eine
Ebene, besonders eine kreisfSrmige. — 87. Nachtrag dazn. — 76. Ueber die An-
wendbarkeit der Formel fiir die Intemsititen der galvanischen Strime in einem
Bysteme linesrer Leiter suf Bysteme, die sum Theile sus nicht linearen Leitern
bestahen.
1.

[



4 I. De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis.

Jam etiam alia parte a suppositionibus usitatis discedere coactus
sum, ubi de vi electromotorica caleulo subjicienda agebatur. E qua re
nova quae sequuntur cum experientia egregie consentire videntur.

Hoe in commentatione maxime curandum esse cenmsui, ut omnes
notiones, quae ad electricitatis motum, qualem hic consideramus, faciunt,
proferantur notionibusque comparentur, quae iis in theoriis cognatis
respondent. Cujus rei utilitas primum eo versatur, ut theoriam nostram
cum alia quadam frequentissima omnino congruere demonstretur: tum
eo, ut easdem notiones majori securitate tractare liceat, quando de
electricitatis motae theoria generali collocanda agetur.

Jam quod ad caleulos subductos attinet, praeter casus extremos
conductorum optimorum vel pessimorum electricitatis motum in sphaera
plena tractavi omni generalitate tam physica quam analytica. Qua in
re omnes calculos exhibere placuit, quorum in corporibus sphaericis
opus esse possit. Formularom autem generalium ad formam simpli-
ciorem redigendarum usuique practico sccommodandarum negotium ab
hac commentatione procul habendum, aliisque reservandum esse censui
occasionibus, ubi ex rei utilitate necessitas oritura sit.

De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis.

De electricitatis motu acturi e numero cansarum, quibus corpus
aliquod statum electricum induit, statusmus eas, quas abhine prae ce-
teris 0 nomine comprehendemus. Sunt sutem illae:

1. fontes electricitatis, puta corpora electrica illi contigua, quae
ei de electricitate sun impertiunt;

2. actio illa corporum electricorum ab existentia ipsius electrici-
tatis inseparabilis, qua simul in omnibus corporibus, quorum natura
non repugnat, electricitates conjunctae certo more dissociantur, simulque
corpora ipsa viribus moventibus sollicitantur;

3. vis electromotorica in contactu corporum heterogeneorum agens,
quae est causa illorum phaenomenorum, quae proprie galvanica dicuntur.

L.

Si electricitas sub datis conditionibus in corpore A movetur, quod
variis modis, hic pro notis habendis, cognoscitur, tempore progrediente
trium harum rerum observatur una:

1. Si causse, quibus motus electricitatis provocatur, manent, ita
guidem ut perpetuas mutationes subeant, status electricus ipsins A
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perpetuo a tempore pendebit, atque ab una epocha ad alteram varia-
bitar. Bi tamen causse illae invariabiles fiunt, hoe etiam cum statun
electrico ipsius A4 locum habebit, qua in re distinguendi sunt casus
sequentes:

2. Bit 4 in superficie sus nonnisi non-conductoribus contigoum,
sit distributio copiarum electricitatis extra ipsum A occurrentium con-
stans, omnibus, quse in systemate sunt corporibus ab omni motu im-
peditis: in corpore A sequilibrium constituetur electricum, quod secun-
dum leges Electrostaticae determinatur.

3. 8i tamen ipsum 4 in superficie sua invariabili modo eum
fontibus electricie constantibus conjunctum est, ceteris conditionibus
iisdem permanentibus, quales modo' exposuimus, a certa inde epocha
electricitatis motus in ipeo A stabilis fiet. Qui status id proprii habet,
ut, electricitate perpetuo ipsum A permeante, in nulla ipsius A4 par-
ticula status electrici mutatio operetur. Qui quum ei prorsus analogus
sit, cui in theoria caloris nomen ,motus caloris permanens” tribuitur,
in sequentibus etiam appellabitur ,electricitatis motus permanens®.
Quem accuratins examinare in hac commentatione nobis propositum est.

2.

Jam ut problema ad humeros revoecetur, suppositionem facimus
generaliter acceptam, electricitatis mensuram esse densifatem electricam,
signo positivo vel negativo praeditam, prout electricitas est vitrea vel
resinosa. Quae quantitas ut plane determinata sit, definitionem ejus
usitatam repetamus. _

Quodsi duo corpora habemus 4 et B, ipsa quidem omnino paria
unitatemque voluminis occupantia, electricitatis autem ratione diversa,
quse deinceps iisdem conditionibus electroscopio opponuntur in distan-
tia r: electroscopium deinceps attractiones ;.“ln % ostendet, qua in re
repulsiones pro attractionibus negativis habebimus. Bi igitur ponimus,
corpus illud A continue in eodem statu, in quo quum hoe experimen-
tum fieret erat, conservari, aut in hunc statum redigi posse pro volun-
tate nostra, sequitur, ut a sit quantitas constans, quae tamguam ex-

perientia data supponi possit; quare rationem £, cujus loco etiam
rationem inter singulas attractiones intercedentem f,:;. poni licet,

sequentes vocem aline usitatam densitatem electricam medicam corporis
B appellabimus,
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Porro si B est particula corporis, per quod electricitas migrat,
omnia quae in interioribus ejus sunt, electricitate imbuuntur. 8i igitur
corpus C, quod ejusdem naturae est sicat B, eadem qua ipsum B
densitate electrica media gandet, volumen ejus tamen est ipsius B pars
dimidia, tertia ..., electricitatis in ipso C contentae copia manifesto
erit pars dimidia, tertia ... copiae in ipso B contentas, id est: Electri-
citatis copia, quae corpore continetur, per quod electricitas migrat,
producto sequiparstur e demsitate electrica media volumineque corporis
conflato.

Quae definitiones hac observatione valde simplificantur, attractionem,
quam corpora electrica exercent, ab ipsorum corporum eubstantis esse
independentem. Eo enim postulata sbjiciuntur de corpore 4 facta, unde
loco attractionis electricae —:—I, vim aliqguam constantem e natura apte
petitam introducere licet.

Quum autem motus electricitatis generalis in eo versetur, ut cor-
poris, per quod electricitas migrat, particulae externa electricitate
impertiantur, electricitatemque propriam reddant, motum permanentem
in eo positum esse apparet, ut in hac ipsius electricitatie vicissitudine
nulla corporis particula densitatis electricae mutationem patistur. Si
igitur incrementum copiae electricitatis, quae in aliqua particuls inest,
ea suppositione computamus, ut electricitas in illa motum permanen-
tem modo relictura sit, hoe incremento nihili sequiparato conditionem
habebimus, ut in particula illa status electricus non mutetur, aequationem
igitar habebimus, qua motus permanens in illa determinatur.

Phasnomens fundamentalis.

3.

Jam exponam, quae vel experientia damtur, vel hypothetice assu-
wends sunt, ut incrementum illud determinetur calecnlorumque funda-
mentum ponatur.

Qua in re mihi in mentem venire non potest, principia rursus fir-
mare atque probare, quae jamdudum ab aliis proposita, atque cum ipsa
natura egregie consentire experta sunt: simpliciter illa afferam atque
adnotabo, ubi ampliora de iis inveniantur.

Jam primum illius sententiae mentionem injicere debemus, secun-
dum quam electricitas pro fluido habenda est corporeo, cujus particulae
mutuam repulsionem exercent secundum legem Newtonianam. Cui con-
fisus si sequationes motus permanentis exhibes fluidi illiue — ut supra
motum permanentem vocabimus a densitatibus perwanentibus — ad
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eum quidem casum spectantes, quo velocitates singularum particularum
perparvae sunt, easdem obtinebis aequationes, quales ex aliis deducemus
principiis, quae de natura ipsius electricitatis minus supponere vi-
dentur. Cujus sententine autem ut merito ratio habeatur, infra occasio
invenietur.

Nos igitur, sliam viam ingressuri; a duabus rebus proficiscemur
experientia confirmatis, quibue phaenomenis fundamentalibus nomen erit.

1. Conductio electricitatis.

8i duo corpora A et A', diversa densitate electrica praedita, in
contactu perfecto sunt, alterum alteri de electricitate sua tradit. In
temporis intervallo infifite parvo d¢ hac ratione per elementum o
superficiei, in qua 4 et A’ contingunt, ex ipso 4" in A electricitatis
copia E’ transmigrat, dum ex ipso A4 certa quaedam copia E ad A4
redundat. Quantitas, qua E’ ipsam FE superat, secundum G 8. Ohm
a differentia densitatum electricarom pendet, quse proxime ab ipso o
in duobus ejus lateribus inveniuntur. Siot ', w densitates de quibus
diximus, secundum ea, quae Ohm p. 103. et 106. op. . proposuit,
differentia E'— E, quam ,flumen conductivum® vocabimus, hac expres-
sione utitur:

A. & (w— ) odt,

ubi £ est quantitas ab ipsis 4, «', o, df independens, quam considera-
tionibus idoneis determinare oportet.

Haec expressio duos casus amplectitur valde distinctos, prout 4
ot A" ex eadem vel ex diversis substantiis confecta sunt.

Jam suppositionem facimus com experientia consentientem, ad
motum electricitatis spectantem hanc:

1. densitatem electricam in corpore homogeneo a puncto in pune-
tum continue variare, ita ut differentia densitatom in duobus punctis
propinquis distantiae punctorum proportionalis sit. Casns simplicissi-
mus, ad quem generalem revocabimus, is est, quo inter utrasque quan-
titates perfects aequalitas intercedit;

2. densitatem electricitatis, ubi superficiem contactus corporum
heterogeneorum transmigrat, subitas mufationes pati, unde differentia
densitatum electricarum, in punctis propinquis, sed superficie illa sepa-
ratis, haud amplius & distantia eorum pendet, sed generaliter valore
finito gaudet, qui in casu simplicissimo, ad quem ceteros revocabimus,
unitatem sequatur.
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Hujus suppositionis ope expressionem A. in casibus assignatis ita
transformare licet, ut nullas quantitates involvat nisi definitas.

Simplicitatis causa primo loco eum casum consideramus, quo A’
et A sunt corpora heterogenea. Bi igitur eo casu, qui aequatione

8. t— 1
_significatur,
b. qodl

quantitas est electricitatis, quae tempore df ex ipso A" in A per w
transmigrat, aequationum A. et a. ope nanciscimur sequentem:

Qwdt = gqodt,
e qua hoc quidem casu

52 -y

sequitur. Quantitas igitur electricitatis, quae generaliter in directione
commemorata per ipsum o transit, haec est
B. g(w'— w)odt.

Ex definitione autem ipsius ¢ (form. b.) apparet, quoties 4 et A’
boui eonductores sunt, quantitatem g procul dubio valorem valde magnum
induere.

Becundo casu, quo @ in interioribus conductoris homogenei situm
est, res haud ita simpliciter absolvitur.

A consideratione proficiscimur locorum geometricorum, in quibus
densitas electrica uw wvalore constante gaudet, quae igitur data sunt
sequatione
c. % = const.

Quum autem ex suppositione nostra u sit functio continua coordina-
tarum, hac aequatione superficies repraesentatur, quae nisi in casibus
" specialibus puncta vel lineas singulares non praebet. Quibus casibus
¥
d " ] d
Fig. 1.

in praesentis exclusis, si r, y, # sunt coordinatse orthogonales punecti
alicujus M superficiei c., Fig. 1, in boc puncto illa planum tangens
dd habet, eujus aequatio est

d d d
d (X—z)d:+(1’—!’)3:+(z—‘]3—:—'&,

si X, ¥, Z sunt ipsius plani coordinatae. Jam si statuimus, elementum
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@ punctum M continere atque perpendiculare esse ad planum tangens
dd, esse insuper ut supra w, u' densitates electricas in utrisque ipsius
@ lateribus locum habentes, trans @ tempore df secundum suppositio-
nem nostram permeat electricitatis copia

2 (w'— u)odt.

Quum autem ex sequatione d. pateat, u’ et u nomnisi quantitatibus se-
cundi ordinis differre, manifestum est, si tantum quantitates primi or-
dinis respicimus, flumen conductivum hoe easu nihil aequale esse, e qua
re statim deducitur, flumen conductivum ubique ad superficies c. per-
pendiculare esse.

Quibus positis consideramus
casum, quo o, etiam nune punctum
M continens, cum plano tangenti d.
certum angulum # facit. 8it ab,
Fig. 2, ipsius @, dd sutem plani
tangentis intersectio cum plano
tabulse, et d in hoe plano per-
pendicalaria.  Sit porro @' pro-
jectio ipsins @ in planum d, a'd’ Fig. ®.
ejus  intersectio, erit angulus
bMb = 0, et @' =@ cos . Jam ex iis, quae supra statnimus, mani-
festum est, per @ eandem necessario electricitatis copiam fluere debere
ac per ipsum o'

Bint igitur My, Mg perpendicula in M supra a'd’, ab erecta,
m,’, m, puncts, ipsi M propinqua, 5 eorum distantia; sit u,’, u, densitas
electrica in his punctis, secundum aequ A. per o’ tempore dif in direc-
tione m,'m, electricitatis copis

Q(w'— w) o'dt

transmigrat. Jam si eo casu, ad cujus normam nos generalem direc-
turos esse supra annunciavimus, scilicet qui aequatione

8. ' — =5
significatur,
f ke'dt

est quantites electricitatis, quae in directione dicta per @’ fluit, — ubi
igitar k est quantitas definita experientia determinanda, quae conducti-
bilitas vocari solet — nanciscimur sequationem

Q50 dt = ka'dt,
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unde nostro casu

2=t
ideoque
g Q (u,/— w)o'dt = k1= w’'dt?)
sequitur.

E punctis m,’, m, lineas ducamus ipsi dd parallelas, perpendi-
culom Mg supra @ erectum in punctis m’, m secantes, sitque horum
punctorum distantia = s, unde #'= 5 cos #; sint denique ', u densitates
electricae in his punectis: w' ab w,, 4 ab u, non different nisi quanti-
tatibus secundi ordinis. Itaque expressio modo inventa g. quantitatis
per @' vel etiam per o migrantis in hanc transit:

C. [l TR S el P 7
'] »

qua sequatione loco fluminis ad laevum, oblique in directione m,' m,
per @ transeuntis substituitor flamen alterum, quod in directione ad
ipsum @ perpendiculari m'm differentiationique contraria movetur.

8i enim, quod secundum hypothesin fieri debet, ad limitem trans-
w—

]
rectione Mg formatus, unde ernimus propositionem sequentem:

Sit @ elementum areae infinite parvum in interioribus corporis
homogenei situm, sint & §,  anguli, quos perpendiculum certo sensu
supra @ erectum cum axibus ipsorum =z, ¥, # facit, sit denique u den-
sitas electrica in punctis ipsi @ quam proximis, per @ tempore di in
directione differentiationi (vel perpendiculo) opposita transmigrat elec-
tricitatis copia
D. k{g;ma+§—;m§+;;mf}nd:.

imus, ubi s evanescit, fit quotiens differentialis ipsius u in di-

Qua in expressione si ponis
180° + & = o, 180° + f = f, 180°+ y = ¢,
hane induoit formam
u

D" —k[:—:mu'+:—;msﬁ'+:}m?']mdl,

1) Ut homogeneitas formularom perspiciatur, haec observamus. Si unitatem

longitodinie designamus L, formula e. accuratine its exhibends est: w,'— u, = % .
Ubi igitur in sequentibus ipsum & obrmit.‘ gjus loco numernm % subintelligas.
In f. ipsum k lineam designat, in g. sutem loco lineae k area kL obvia est, unde
abhine t aream repracsentat.
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quae est intensitas ejusdem fluminis, nisi quod ejus directio in direc-
tionem differentiationis incidit. Ex hoe sutem corollarium sequitur,
flumen negativum certa directione motum sequivalere flumini positivo
ejusdem intensitatis, quod directione opposita movetur.

Jam quod eum casum attinet, quem hactenus pro exemto habui-
mus, quo videlicet superficies u = const. puncta vel lineas singulares
praebet, hoe solum reminiscaris, in talibus locis planum tangens ana-
-lytice indeterminatum esse, ideoque valere aequationes

du 0, du -0 du 0.

dz= " dy *ds T
Quum igitur in propinquitate talium locornm u sit constans, flumen
conductivam in illis nihili sequale sit necesse est, unde expressio D.
etiam ad hune casum pertinet.

Is denique casus, quo trium differentialium partialium ipsiue u
alterum infinitum fieret, suppositione excluditur, u esse functionem
coordinatarum continuam.

Corollarium. Antequam ad phaenomenum fundamentale secundum
pergimus, expressionum modo impetratarum ope B. et C. significationem
mechanicam statuemus hypothesium de natura functionis w supra fac-
tarum, e quibus expressiones illae sequebantur. 8i conditiones, ad quas
formulae illae spectant, easdem esse supponimus, ita ut valores ipsorum
o, df, (W — u) in utrisque iidem sint, atque designamus

¢ —w)wdt= B, k**odt = C,
sequitar
h. B=%20C,

quae sequatio docet, electricitatem per superficiem contactus corporum
heterogeneorum migrantem resistentiam pati, quae causa est, ut loco
quantitatis C' quantitas infinite minor B transeat.

Talis resistentine effectus, quaecunque ceterum res sint, nonnisi in
hac re consistere potest.

8it Mo = I' quantitas electricitatis, quae per aream @ moveretur,
si resistentia ibi unitatem sequaret: si w resistentiam opponit duplicem,
triplicem, . . . p*™r*=  erit quantitas quae per o penetrat, = %mf’",

%mf“, . ,%nl"'; vel ut aliis verbis utamur: Si resistentia est — g, -

ceteris nihil mutatis, trans o totidem electricitatis permeat, quam per
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elementam n}'—% penetraret, si resistentia unitati sequalis esset. Sit
I', haeec copia, erit

i. N=Io'=2T,

atque % = p resistentiam metitur.

Buppositiones igitur nostrae de functione w ad hoe redeunt, ut
electricitas, ubi superficiem contactus corporum heterogeneornm adit,
in resistentiam ingentem incidat, eujus mensura est
k
g_.r
si resistentia in interioribus corporis, e quo electricitas prodit, pro
unitate habetur, designaturque k hujus corporis conductibilitas, atque s
distantis media particularum de electricitate sus tempore d¢ communi-
cantinm.

Cujus resistentise magnitudo etiam experientia certissime indicatur,
praecipue observatione Cl' Péclet, superficiebus metallicis contiguis,
nullo vernicis velamine separatis vim quandam condensatoriam inesse.

Jam hypotheses nostras, e forma speciali primitiva ad significa-
tionem generalem evectas ad omnes casus analogos applicare licebit
stque oportebit.

k.

9. Disiunctio electrici .

Phaenomenorum fundamentalium, quae nobis investiganda sunt
alterum actione gignitur, quam ecorpora electrica in corporas remots
exercent. Quae actio duplici modo eo cernitur, nt corpora conducentis,
in quae illa exercetur, simul et ipsa electrica evadant (electricitas
influentia provocata), simulque locum mutare nitantur (attractio
electrica).

Quos effectus singulos seorsim tractaturus primum ostendam, e
quovis puncto materiali in interioribus corporis conducentis sito,
quamdiu influentis electrica sollicitatur, propter hane influentiam conti-
nenter quantitates aequales electricitatis positivae et negativae in direc-
tiones oppositas profluere, atque inde copias electricitatis apparere, quae
eum iis, quas in sectione praecedenti determinavimus, generaliter com-
parari possint,

Fig. 8. 8i corpus electricitatem conducens B, cujus superficiem b
vocamus, in propinquo est corporis A4 electricitate imbuti, quam, ut
de re definita loquamur, positivam esse statmimus: in ipsius b parte ea,
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quae ipsi A opposita est, cernitur copia electricitatis negativae — A,
dum quantitas sequivalens electricitatis positivae + 4 in reliqua ipsius
b parte distributa invenitur. Jam si utraeque ipsius b partes paulisper

# B . 4
> <
Fig. 8.

corporibus « et § tanguntur, quorum ulterius electricitatem positivam
in b obviam tollit, electricitate negativa ad ipsum « transeunte: corpus
B in statum anelectricam recedit, sed propter actionem assiduam ipsius
A, tempore certo I' delapso, in pristinum statum restitnitur, ut sicut
antea, denuo copiae — 4 et + 4 supra b distributae reperiantur.
Tempus illud T generaliter valde exignum est, sicut experimentis de
influentia electricitatis notum est: si, quod infra sopponetur, B et
ipsum parvum est, ipsum I’ pmene evanescere patet, quum evidenter
una cum B decrescat. — Quod experimentum si repetitur, ita tamen,
ut inter singula experimenta tempus T intercedat, semper idem ejus
eventus erit, si propter causas qualescunque conditio electrica ipsorum
« et f immutata manet: qui, quatenus nobis interest, eo consistit, ut
corpora « et § copias — 4 et 4 o obtineant, guoties cum ipso B in
directione supra significata contingunt. Haec autem directio illo indicio
sine ulla ambiguitate definitur, si A et B infinite parva statuuntur:
tune enim manifesto in lineam inecidit corpuscula 4 et B conjun-
gentem. — Bit m multitudo experimentorum, quae tali modo per
unitatem temporis instituuntur, ipsum « per idem tempus obtinet
copiam —md = — E, per tempus r igitur, quod maultiplum esse
statuimus temporis T, copiam — ¢E, ubi E jam a tempore r ‘indepen-
dens evasit.

Sin autem nunc corpus B magis magisque decrescere facimus, se-
cundum ea, quae supra monuimus, etism T' decrescit, sed generaliter
loquendo jam infra omnes limites abierit, dum B adhuc sensibili
quamvis exigua extensione utitur. Quo pacto primum 7 a reservatione
illa liberatur, ut exactum multiplum ipsiue I' sit, quum propter
exiguitatem ipsius I' ejus partes aliquotas respicere mon oporteat.
Secundo loco singulse tactiones ipsius B per « et § in unam conjun-
guntur tactionem continuam, singuli discessus electricitatis ab ipso B
in unam continuam emissionem. Quae emissio, si etiam 4 infinite
parvam esse statmimus, in linea locum habet corpora A et B jungente.
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8i jam ultra supponimus, corpora B, «, f in unum corpus C supra
spatium finitum patens conjungi, cujus B est particula in interioribus
sita, ex ipso B in directione B — 4 per tempus r procedit electrici-
tatis copia — rE, in directione autem opposita copia sequivalens + ¢ E.
Bed quantitas E non jam tota ex intensitate influentise pendet, quam
A in B exercet, sed etiam a resistentia, in quam electricitas ex B
procedens incidit. Qua in re pro principio habendum est,

Influentiam, quascunque sit ejus intensitss, in corpusculo quo-
dam B infinite parvo et substantia conducente circumdato nun-
quam majores electricitatum conjunctarum copias re vera dis-
sociare posse, quam ex eo procedere possunt: ut, aliter lo-
quendo, electricitatis copise, quae pro intensitate influentiae
disjunguntur, sed propter impedimenta ipsum B relinquere
nequeunt, prorsus ita se habeant, acsi non separatae essent.
Qua re sponte sequitur, copias ex ipso B prodeuntes semper
esse aequivalentes.

Sub factis suppositionibus denique ipsum E infinite parvum evadit:
sed quum jam ex omnibus punctis ipsius ' eodem modo quo ex B
electricitatis copise profluant, talium copiarum multitudo infinita con-
currit, quarum summa determinanda est. Flumina sutem hae ratione
e copiis — ¢l et + rF orta disjuncte tractanda esse vix moneri
debet.

Jam ut determinetdr quantitas electricitatis influentia ipsius 4
provocatas, quae tempore infinite parvo d¢ per datum elementum areae
w permeat, ab eo casu incipiamus,
quo @ perpendiculare est in recta,
c quae punctum aliquod ipsive @ cum
A conjungit. Fig. 4. Supra o in
directione 4 — @ exstruimus cylin-
drum normalem. Ex omnibus pune-
tis in interioribus hujus eylindri
sitis propter influentiam ipsius A

Fig. 4. electricitas negativa procedit in di-

rectione @ — 4. Quum autem velo-

citas electricitatis finita sit, persuasum habere possumus, tempore dt
non alia puncta copias sensibiles electricitatis ex illis procedentis trans
@ esse missura, nisi quae ipsi @ proxime adjacent, in quae igitur A
actionem constantem exercet. Quum porro electricitatis copiae, quae
tempore df in directione dicta e quolibet puncto procedit, ad — dt
proportionalis git, haec proprietas etiam copiis convenit, quae e punctis
illis trans @ mittuntar. Si denique loco ipsius @ ejus partem dimi-

—_—
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diam, tertiam, ... consideramus, manifesto erit electricitatis copia prioris
pars dimidia, tertis, ... ex quo intelligitur, hane copiam ad ipsum o
esse proportionalem. Unde, si — H est densitas electricitatis per o
migrantis, porro — hodt ejus copia, si esset H = 1, generaliter habetur
pro quantitate electricitatis transeuntis

— hHuwdt.

Est igitor A constans ex observationibus petenda. Puncta autem,
8 quibus copia illa discessit, quum ipsi @ quam proxime adjaceant,
manifestum est, ipsum H non pendere nisi ab actione, quam A4 in haec
puncta exercet.

Bi tamen p est copis electricitatis in ipso 4 contentse, r ejus
distantia ab @: secundum legem a Coulomb detectam in puncta ipsi

® propinqua sttractio exercetur, quse ad I, proportionalis est. Quae

attractio si evanesceret, etiam H nullum esset: attractione crescente,

H aogetur. Suppositionem igitor facimus simplicitate sua commenda-

bilem, densitatem H esse proportionalem ad hane attractionem®), poni-

musque

L H=t_
crr

ubi ¢ est linea, quum g volumen contineat. Quantitas igitur electrici-

tatis, quae tempore di per o in directione @ — A transit, haec est:

o — A hedt= 2 L (B)edt

Jam qusestio oritur, quanta sit electricitatis copia, quae sub hypo-

thesi nostra per @ transit, siquidem hoc elementum quocungue modo
versus directionem sattractionis inclinatum est.

8it ab, Fig. b, intersectio hujus elementi eum plano tabulas, atque
@ in hoc planum perpendiculare. Circa peripheriam ipsius @ pro
directrice habitam cylindrom ponimus, cujus rectae generatrices in
directionem attractionis incidunt. Sit o, ejus sectio transversa, hujus

1) lpsa hypothesis non nova est, sed ejus applicatio. Biot illam in opere
suo: ,Traité de physique* (Paris 1816.) Tome II. pag. 284. his verbis protulit:
wloréqu'un corps conducteur et isolé B, qui est dans I'état natorel, est
mis en présence d'un sutre corps A électriséd et isold, 'dlectricitd distri-
bude sor la surface de A agit par influence sur les denx électricités
combinées de B, en décompose une quantité proportionslle i l'intensité
de son action ete. ete
postea sutem actionis influentise intensitatem eo definit, ut sttractioni eleciricas
eam saquiparet.
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intersectio cum plano tabulae ab’; sit # angulus acutus rectis ba, b'a
interceptus, unde @'= wcos . Jam e solo aspectu manifestum eet,
quantitates electricitatis, quae per o’ et @ transeunt, aequales esse, vel

Fig. &.

si placet, quantitatibus tantum altiorum ordinum inter se differre. Quae
igitur per @ transit electricitatis copia secundum m. haec est:

n h__d_(%) o' di = h i(f)mﬂndt_

¢ dr r

Hanc expressionem ad formam simpliciorem redigere licet.

Supra @ in puncto @ perpendiculum erigimus retrorsum spectans
agy, ex a, iterum perpepdiculum a,a, in ac dirigimus. Sit aa, = dr,
ady = ds8, a,a, = dp, erit dr = ds cos §, dp =ds-sin §. Bint porro
v,v,,v, valores, quos —: in punctis a@,a,,s, induit, habemus

0—e  u—t Bt -—u dr
B TR Tt 7 dp + “da?
vel 8i ad limitem pergimus, ubi ds evanescit:
d—:—g—;ninﬂ-i-:—:cnlﬂ.
Jam in valorem ipsius :—: inquiramus. Est autem

1
r 1 . d
ap ~m g |r'{r'+dp":r' __f_l =~ lim g5 =0,

unde
-0
atque
de
EFM!&-;—,

unde obtinemus
v L () wno-odt= 4 (2o

c
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Hac autem aequatione loco fluminis ad lsevum, oblique per @
transeuntis substituitur flumen alterum,- quod in directione aya ad ip-
sum @ perpendiculari differentiationique contraria movetur.

8i electricitas ipsius 4 negativa esset, expressioni praecedenti tale
signum tribuendum esset, ut valor ejus positivus evaderet; quum autem
secundum § 2. hoc casu p negativum sit, forma expressionie nihil mu-
tatur, quae igitur etiam ad hunc casum spectat.

His praeparatis, casum saggredimur generalem, quo influentia a
variis copiis electricia, quocunque modo in spatio distributis exercetur.

Bit @ elementum arese in interioribus corporis conducentis situm,
sint z, y, # coordinatae puncti ipso @ contenti, sint «, 8, » anguli, quos
perpendiculum supra @ in certam regionem exstructum N cum axibus
coordinatarum facit. Sint porro m,, m, ... varia volumina infinite pagva,
copias electricitatis w,, p,, ... possidentia; sint x,, y,,2,; =, %5, 5 - .-
eorum coordinatae, r,, 7y, ... sorum distantise ab ©, vel si placet, a
puncto z,y, 2.

Quoniam — cos @, — cos §, — cos y sunt cosinus angulorum, quos
perpendiculum supra o retrorsum erectum cum axibus facit, per o tem-
pore dt in directione perpendiculi N, si generaliter ponimus

45 4 e 4 L ot + Ly,

propter influentiam ipsius g, copia electricitatis transit

propter influentiam ipsius p, copia electricitatis transit
h d
— can(5)ed,
electricitatis igitur copia, quae per  eodem tempore in eadem directione
propter influentiam umnjum illarom quantitatum transit, haec est

0. T e dﬂlz ] - wdfy

vel si ponimus

F. £ -y,
r

ubi v est potentiale omnium massarum electricarum, vel, ut brevitatis
causa dicemus, pofentiale dm-imu, haec:

h yd
G. —_ d: + ay mnﬂ-l-d {!DI?} wdt.

f

Jam quod flumen attinet’ e copiis + rE formatum, omnia quae
exposuimus ad literam repetuntur, nisi quod copiis electricis obve-
E B Christoffel, Gesammelte Abhandlongen. 1. |
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nientibus ubique signum econtrarium tribuendum sit, flumenque resul-
tans in directione opposita dirigatur. Praeter copiam @. igitur per @
in directione differentiationi opposita transit copia

H. ': :: cosa + ; cos i + ——msy] odt,

ubi accentibus, quibus ipsum v ornavimus, indicatur, valorem potenti-
alis paullum differre ab eo, qui in form. G. obvius est. In utrisque
enim expressionibus potentiale ad eas corporis partes referendum est,
quae a copiis istis electricitatis proxime ante transitum per @ pene-
trantur,

Flumina G. et H. in unum flumen colligere licet, quod flumen in-
ductivum vocare placet. Quum enim secundum corollarium e form. D.
deductum flomen H. contra directionem differentiationis motum pror-
sus ita se habeat, sicut flumen

- % g:, CO8 @ + dv’ uuuﬁ o %}mur} wdt
in direetione differentiationis motum, manifestnm est flumina G. et H.
conjunctim ita se habere sicut flumen

hojpd d d d
() o B 8 ot (4 2 ) o
in directione differentiationis motum, quod ab hoe
L —? g: +“l mnﬂ-i—d cuny}mif

nonniei quantitatibus altiorum ordinum differt. Quibus neglectis, 1. est
flumen, quod inductivum appellabimus.

Experimentum, & quo in antecedentibus profecti sumus, ab altera
quoque parte, quam supra indicavimus, examinari oportet. Corporibus
enim A et B iterum advocatis, praeter phaenomenum modo tractatum
inter corpora illa etiam vis intercedit, quae distantiam eorum mutare
contendit. Quum igitur omne punctum materiale in interioribus cor-
poris conducentis situm viribus accelerantibus sollicitetur, generaliter
in motu electricitatis tertium exstat phaenomenum fundamentale, vide-
licet motus interior et exterior corporis, per quod electricitas movetur.

Simplicitatis causa asutem corpora, de quibus hie agetur, supponi-
mus ita esse comparata, ut neque ipsa, neque eorum particulse loco
suo moveri possint.

His statutis, ad tempus finem facimus considerationum hypothe-
ticarnm. In posterum semel tantummodo, ubi de electricitate in con-
tactu corporum heterogeneorum orta, deque ratione agetur, qua elec-
tricitas ex influentine actione orta se habet in superficie corporum, ad
phaenomens redire cogemur simpliciora.
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De motu permanentl eleotricitatis in interioribus gcorporum
homogeneornm.

4

Proponitur corpus 4, extensum, homogeneum; puncta in interiori-
bus ejus sita ad coordinatarum systema orthogonale referuntur ipsorum
z,y, s Densitas electrica ut supra vocatur u, potentiale electricum v.

Secundum ea, quae sub finem §' 2. statuimus, id nune agitur, ut incre-
mentum inveniatur, quod copia electricitatis in elemento aliquo ipsius A
contenta acciperet, si electricitas statum permanentem modo relictura esset.

Quod incrementum secundum principium superpositionis parvarum
mutationum aequale est summae incrementorum, quibus copia illa auge-
retur, 8i utromque phaenomenum fundamentale solum existeret. Unde
jam protinus conductionem electricitatis actionemque influentise sepa-
ratas tractare nobis licet.

Ipsum corpus A planis, quae coordinatarum planis parallela sunt,
in parallelepipeda dividimns infinite parva, quorum latera, axibus ipso-
ram r,y,s parallela, sunt dz, dy, ds. Brevitatis causa haec elementa
nomen docent ab illa cuspide, cujus coordinatae algebraice minores sunt:
ita ut e. g parsllelepipedum, quod cuspidibus (z,y,s) et (z + dz,
y + dy, # 4+ dg) determinatur, ad punctum (z,y, #) pertinere dicatur.

In praesentia tamen non alia elementa considerabuntur, nisi quae
tota in interioribus ipsius A sita sunt, quum elementa superficiei ni-
mium propinqua peculiarem tractationem sibi poscant.

1. Incrementum e conductione ortum. Per unumquodque sex late-
rum parallelepipedi ad punctum (z, y, #) pertinentis secundum ea, quae
in prima sectione §' antecedentis invenimus, flumen conductivum transit,
cujus intensitas formula D. determinatur.

8i e. g. latera duo contemplamur, quae in directione ipsorum z
perpendicularia sunt, et planis X =z, X =z 4 dz continentur: in
formula D. ponendum erit @ = dyds, & =0, § = p = 90°. Per prius
illoram igitur in directione abscissarum z decrescentium, id est ex inte-
rioribus parallelepipedi, copia electricitatis transit

d
k25 dy de dt;

gus in expressione si ipsum r quantitate dr augemus, eruimus copiam,
quae ab altera parte in parallelepipedum ingreditur, igitur

du d'u
k(55 + dzz3) dy de dt.

De qua si quantitatem priorem deducimus, obtinemus incrementum,
gw
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quod copia electricitatis in parallelepipedo nostro fluminibus illis acce-
u
kdm'd't dy de di.

Bimili modo parallelepipedum e duabus religuis coordinatarum direc-
tionibus inerementa aceipit

k9 %dzdydedt et k% Ydzdy de dt;
d;r"xy‘ dl'zy‘t‘
unde incrementum e conductione electricitatis ortum integrum hoc est:
K. L{d=,+dy.+d=.]dxdyd:df
2. Incrementum ex electricitatibus influentia dissociatis. Sint

v, v,
valores, quos potentiale electricum in parallelepipedis contiguis, ad puncta
(I - d.l?, Y, 'JI {I,y, "}l (5 + d:: ¥, ")
pertinentibus obtinet, secundum formulam G. §' antecedentis
e primo parallelepipedo in secundum electricitatis copia transit

28 4y de at,

e secundo autem in bartium

—*2ayasat

Porro secundum formulam H. ejusdem §'
e tertio parallelepipedo in secundum copis transit

h du,
. “d y ds di,

e secundo in primum
h dn

oo dy ds dt.

In secundo igitur puralluleplpadu, quod ad punctum (z,y, #) pertinet,
copis remanet

h dv  dv  de, de hojdue, dv’

el — @ taet an — ap) dydedt = {0 — 0 |dydsat

= Hd ud‘;tdyr.i'.n“

quod est incrementum copise electricitatis in parallelepido nostro con-
tentae, illi parti fluminis induetivi debitum, quae per latera parallel-
epipedi ad planum ipsorum y et # parallela penetrat: atque apparet,
ad ejus formationem quantitates, quae ex ipso elemento processerunt,
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nihil contribuisse, sicut re vera secundum principium &' 3. 2) eve
nire debet.

Bimili modo e duabus reliquis coordinatarum directionibus obti-
nentur incrementa

lhdw I.lm‘u

ti:rd'yd:d! ot —  dzdydzdt,
unde omnibus t:nl]asctla, incrementum ex influentise actione ortum inte-

grum hoc est
L. 2o+ .-;,-+ 5 dzdydsat.

Sed e nota potentialium prnpnetnta quum sit

d'y  d'e
P. d#’+d’!+ dj. 4’“,

incrementum L. hoc evadit

M. — 2%y dzdydsdt,

quae expressio docet, mctionis, quam influentia in punctum aliqued in
interioribue corporis conducentis situm exercet effectum non pendere
nisi & densitate electrica in ipsiuse puncti propinquitate.

5.

Aequatio motus permanentis in inlerioribus corporum homogeneorum.
Quum autem propter suppositiones, quas de natura conductoris fecimus,
jam nulla alia incrementa speranda sint, secundum ea quae §° antece-
denti monuimus, incrementum completum, quod electricitatis copis in
isto parallelepipedo eontenta obtinet, summam aequat expressionum K.
et M., unde hoc est:

N. (x[5% + —;+§'-'i] =} )| dzdydsat.

Ut igitar sequatio formetur, qua motus permanens definitur, hanc
quantitatem nihili sequiparamus, e quo, factore dx dy ds sublato, se-
quitur d’ .

W 8x
0. k [dx’ + riy d:'] < ¥=0

Quae sequatio ad omnia puncta spectat, quae in interioribus cor-
poris A. versantur,

Hac occasione adnotare convenit, expressionem N. nequaguam va-
lere ad aequationem motus generalem exhibendam, quod ita patet. Con-
siderationes emim, quas in § 3. instituimus, praecipue ea mituntur sup-
positione, distributionem electricitatis, de qua agitur, initio temporis dt



22 I. De motn permanenti electricitatis in corporibus homogensis.

permanentem fuisse: simul hypotheses, quas ibi collocavimus, praeser-
tim ea, quae in sectione secunda posita est, nonnisi tales modificationes
sunt hypothesium generalium, quales motui permanenti conveniunt. Ad
disquisitionem denique’ motus generalis notiones in praesentiarum ad-
hibitae mon sufficiunt, quum etiam velocitates electricitatis in singulis
punctis in calenlum introducere opus sit.

Ad exactam cognitionem phsenomenorum, quase electricitas mota
praebet, praecter densitatem electricitatis etiam flumen electricum in
quovie puncto conductoris determinari oportet. Quem in finem sit rur-
#us o elementum areae infinite parvum punctum (z,y, #) continens, et
a«, B, ¥ anguli, quos perpendiculum supra  in certam regionem erectum
cum axibus coordinatarum facit. Secundumn formulas D'. et I. per @
in directione hujus perpendiculi transit flumen conductivum

—k{ uuuu+d lms,&-r- mny}mdt

et flumen induetivam

_% 5.5 +d muﬁ+Tmuy}ﬂd!

unde electricitatis transeuntis copia universa haec est:
q. - {%(ku—i—‘?hu) mnu—{—{;(ﬁu—l— 'Thﬂ)mlﬂ
+ %(ku - IThw) mr] odt.

Quae expressio si ad unitatem areae et temporis refertur, non
tamen neglectis iis, quae de situ arese statuta sunt, erunitur flumen
electricum ad talem arease unitatem pertinens. Unde si ponimus

P. ku+¥ﬂ-—kw,

ejusdem fluminie expressio haec est
d d d
Q. —k{d—:mua+£mﬂ+d—‘:m?].

Invenimus igitur, quod attentione satis dignum esse videtur, lumen
electricum permanens e duobus fluminibus conflari, flumine ordinario
conductivo et flumine extraordinario induetivo.

Jam aogulos «,f,y ita determinare licet, ut flumen Q. quam
maximum evadat.

Qua in re si relationem respicis cosa® 4 cos §* 4 cosp® = 1, hujus
fluminis statim obtinebis e:prmionam

R. Sk( ()
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et ad ejus directionem definiendam

g cose=— 23 g — XY gy K AW
! 5 dx? Hdy’ 8 ds”’

Sint o, §', ¥ anguli, quos recta in hac directione perpendicularis
cum axibus coordinatarum facit, e relatione cosa cosa’ + cosf cosf’
+ cosy cosy’ = 0 sequitur, flumen electricum in hac directione esse
nullom.

Quum autem in flumen R. eaedem considerationes institui possint,
quae initio § 3. 1) factae sunt, percipitur, flumen Q. non esse nisi eam
partem fluminis R., quae per unitatem arese ad form. Q. pertinentem
transit in planum ad directionem ipsus R. perpendiculare projectam.
Flumen R. igitur est flumen electricum proprie dictum.

Quibuy positis omnes notiones patent, quae in problemate nostro
determinandae sunt: omniaque ad densitatem electricam w, potentiale v
in spatio externo et functionem w revocantur. Functiones sutem v et
tw more satis memorabili conjunguntur, quem infra ostendemus.

De motu eleotricitatis permanenti in superflole corporum
homogeneorum.

6.

Caleuli bactenus instituti quum ad omnia elementa valeant, quae
tota in interioribus ipsius conductoris versantur, talia tantum nobis
consideranda restant elementa, quae superficiei illius quam proxime
adjacent.

Quae elementa prae ceteris corporis partibus variis proprietatibus
excellunt: primam propter ingentem resistentiam, quam electricitas in
superficie conductoris patitar (§ 3. Corollarium), tum eo, quod praeter
conductionem et disjunctionem electricitatia etiam ad actionem vis elec-
tromotoricae respiciendum sit.

Jam in hac disquisitione iterum principio § 2. utemur, motum
permanentem electricitatis eo determinari, ut summa singulorum inere-
mentorum, quibus electricitatis copia in elemento aliquo contenta per
datum temporis intervallum augetur, nihili sequiparetur. Quae methodi
sequalitas, quum in ipsius rei natura posita sit, tamen nos coget, ut
actionem vis electromotoricae tali modo in ealeulos introducamus, cujus
nexum cum praeceptis ab Ill. Ohm prolatis non primo adspectu diju-
dicare liceat.
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Fig.6. Sit s superficies, in qua corpora 4 et A'inter se contingunt, quam
ubique continue curvatam esse supponi-
mus. (Figura nostra sicut superiores inter-
' g A sectionem planam exhibet) Sit w elemen-
o
¥

‘H

Py

_ s tum illius infinite parvum, aa’ ejus inter-
A4 sectio. Supra o in utrasque directiones
eylindros perpendiculares exstroimus sec-
Fig. 6. tionibus transversis terminatosabea’,a’b’e’a,

guorum volumina sint od, od’.

Secundom § 3. ad formationem fluminum ibi determinatorum eae
tantum corporis particulae contribuunt, quarum distantia ab elemento w,
per quod illa migrant, infinite parva est, et quidem facile intelligitur,
distantiam punctorum ultimorum, e quibus electricitatis copiae sensi-
biles trans @ mittuntur, a velocitate electricitatis pendere et a magni-
tadine elementi temporis.

Itaque, si & et & infinite parva esse statuimus, tamen supponere
fas est, areas be, b'c’ utique postulatis §' 3. respondere: dum ab altera
parte persussum habere possumus, tales sectiones transversas fy, 8%,
quarum distantise ab aa’ respectu ipeorum &, d" eatis parvulae sunt,
postulatis iisdem nullo modo esse responsuras.

Jam ut aequationes obtineamus, quibus motus permanens in super-
ficie determinatur, quatuor illa elementa fbecy, afiya’, a'f'y'a, fb'cy
singula seorsim examinabimus.

Qua in re illarum electricitatis copiarum, quse per superficiem
cylindricam fluunt, nulla ratio habenda erit: quum enim illae leges
supra exhibitas sequantur, secundum § 4. quse ex illis oriuntur inere-
menta quarti ordinis sunt, unde, quod mox patebit, prae quantitatibus,
de quibus hic agendum est, omnino negligends sunt.

Brevitatis cansa sint %, :—;’- quotientes differentiales funetionum
P, P, ex elementis fbcy, f'b'¢’y’ in directionibus perpendiculi ad interi-
ora corporum A, A’ spectantibus sumti'): dum functio P’ in corpore 4’
ensdem partes agit, quales P in corpore 4.

Quibus positis, elementa fbey, f'b'c’y’ per latera be, b'¢’ tempore dt
secundum § b. q. copias electricitatis obtinent:

du  2hdp ; Ldw  2h de
r. (Fc dp T ?ﬁ)mdt, r. (k iy + = d-ﬁ.)md.&
Qoum autem secundum suppositiones, quibus hae formulse nituntur,

T TR

1) Haee denotatio quotientium differentialivm, cujus in posterum semper
usus erit, ab usitata taptom signo differt, sed rerom natorse magis convenire
visa est.
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x illis elementis per be,b’c’ electricitatis copiae influentia ortae
- —:-:—;mdt, - X :;,mde secesserint, ex iisdem elementis quantitates
sequivalentes sed signo oppositas per fiy, 8’y profluant necesse est.
Unde elementa afya’, a'f'y’'a ab elementis fbey, f'b'c’y’ quantitates
obtinent :

h de ’ K ode

8. ¢ dp wdt, 8. 7 ay wodt.

Jam ut sequationes eruantur, quae ad elementa fbey, f'b'c’y’ spectant,
copise determinandae sunt, quae ex elementis afya’,a’'f’'y'a in illa
procedunt. Quae determinatio quum ex considerationibus superioribus
hand amplius succedat, e conditione nobis resultabit, motum electrici-
tatis etiam in elementis afiya’, a'f’'y’'a permanentem esse debere. Sint

t. Rudt, t. Q'wdt

quantitates, quae requiruntur, si expressionum r.s. t. et r'. #". t'. ope in-
crementa formamus, quae elementis fbey, f'0' ¢y’ accipiuntur, his inecre-
mentis, uti debet, nihili sequiparatis, obtinemus sequationes

du 2Thde h de
. bttt cn=
' (du’ 3R de . K de
e Faptevap t¥—zap=0

ubi factor communis wd¢ spounte abiit.

Ad elementa afya’,a'f'y'ac transimus. In iis expressiones s, s’
pro incrementis, contra t,t. pro decrementis habendae sunt. Porro
secundum § 3. B. afiya’ ab ipso a'f'y’'a copiam obtinet
v, V. g(w — w)odt.

Jam e prineipiis in §° 3. prolatis sequitur, ut electricitatis copiae,
quse in interioribus elementorum nostrorum actione influentiae separan-
tur, ex iisque procedunt, prae ceteris quantitatibns in caleulis nostris
obvenientibus prorsus negligendae sint.

Ponamus enim, actionem influentiae (cujus intensitas ab effectu, e reli-
quis conditionibus pendente bene distinguenda est), in elemento «fiya’ tan-
tam eese, ut lumen per aa’ transeuns Ew df incitaret, si aa’ eandem resisten-
tiam exerceret, quae in interioribus ipsius 4 locum habet: hoc flumen secun-

dum § 3. Corollarium form. k. resistentiam patitur ql' (ubi s est distantia

media elementorum, quae tempore df trans aream o de electricitate sua com-
municant): unde pars illius tantum re vera superficiem penetrat, scilicet
quantitas infinite minor i—' - Emdt. Becundum principium autem, quod
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& 3. 2) collocavimus, per By etiam nil plorie transit, nisi quantitas
_‘-Tt? Ewdt, partesque fluminum, quae in interioribus ipsius afya’ reti-
nentur, secundum hoc idem principium pro non-separatis habendae sunt.
Qua re sententiam nostram cum considerationibus superioribus consen-
tire evictum est.

Jam ad vim electromotoricam examinandam transimus. Cujus ac-
tionem in hac tantum re consistere posse manifestum est, ut in iis cor-
porum contiguorum particulis, quibus superficies corporum constant,
electricitates conjunctas certo modo disjungat.

Ad rem melius cognoscendam advocamus tabulam Voltae dupli-
cem, quae e physice satis nota est. Fig. 7. Sit

£ r fyf'y’ haec tabula, et quidem pars afiya’ e zinco,
z ¢ a'fy'a e cupro confecta. Quarum prior propter
actionem vis electromotoricae electricitatem posi-

¥ a g’ tivam exhibet, dum altera electricitate negativa
Fig. 7. imbuta est. Jam si ntraque pars corpore abdu-

cente tangitur, (ita tamen, ut novis tactionibus effectus vis electromo-
toricae in aa' agentis non diminustur), e cupro continenter totidem
electricitatis negativae, quam e zinco positivae profluit. Quo experi-
mento ratio, quomodo actio vis electromotoricae in calculum introdu-
cenda sit, omnino decernitur.

Bi enim, Fig. 6., discum infinite tenuem fyfy" pro tabula Vol-
taica habemus, prima vis electromotoricae actio in eo consistit, ut in
duabus illiue partibus electricitatum copjunctarum disjunctionem operet.
Bint — H, + H densitates electricitatum hoc modo ex elementis afiya’,
a'f'y'a versus aa’ propulsarum, + H igitur et — H densitates electrici-
tatum, quae ex illis versus Sy, f'y propelluntur: secundum formulam
§ 3. B. elementum afya’ per aa’ obtinet

w. + ¢(H + H)wdt,
ipsum a’fi’y’a autem
w', — q(H + H)adt.

lllas autem copias, ex actione vis electromotoricae ortas, quae per Sy,
f'y" fluunt, determinare non opus est, quum expressionibus t. et t". con-
tineantur. Ceterum si in has quantitates inquirere velles, nec non in
istas, quae in interioribus ipsorum afya’, a'f’y'a remanent, iteram prin-
cipio in §° 3. 2) collocato utendum esset.

Expressionibus . t. v. w. et s'. t. ¥ w" rite collectis, positoque

Hi H=4,
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conditiones, ut electricitatis motus in particulis afya’, a'f'y'a perma-
nens sit, hae inveniuntur

hd ’
x. ?—d;—n+q(u — 4+ d) =0,
' N d P N
x. Fd_;—-““!i(“—“+d}-ﬂ,

ubi factor communis wd¢ sponte abiit.
Jam si summas conficimus sequationum u. et x., u'. et x', quanti-
tates 2 et Q' abeunt, eruimusque

dw | 3hd .
U kp+ wapF e —ut )=0,
. dw | IKd :
U kﬁ""!Td_;'*‘q(“-“_d)"ﬂ‘

Quae in his aequationibus ad laevam obveniunt expressiones si fac-
tore odt afficiuntor, incrementa completa exhibent a copiis electrici-
tatis in ipsis abea’, a’b’c'a contentis accepta.

Quum igitur omnibus satisfecerimus casibus, qui e sitn particulse,
per quam electricitas migrat, oriuntur, persuasum habere possumus,
aliaa sequationes ad densitatem electricam determinandam non amplius
esse circumspiciendas, atque in interioribus corporis 4 unam tantum
valere sequationem O, in superficie tamen ejus totidem sequationes
forma U. gandentes exstare, quot ipsum A corporibus diversis contingit.

Bin antem aequationum x. et x’. summam facimus, sequatio sequitur

h de K dv /
CH-9+GEm—9)-o
quae docet, flumen electricum ipsius vis electromotoricae actione suctum,
in superficie perpendiculare, ad utrasque ejus partes eodem valore
eademque directione uti. Quae tamen sequatio propter U. et U
superflua redditar.

Aequationes nostrae U. et U'. si cum illis comparantur, quas [1. Ohm
in opere praeclaro pag. 123. exhibuit, primo adspectu legem ampli-
tudinum constantium (das Gesetz der constanten Spannungen) impugna-
visse videmur. Sed in §° sequenti hanc legem, experientia nonnisi in
casu apparatus voltaici aperti (der offenen galvanischen Kette) probatam,
eodem casu etiam e nostris formulis sequi demonstrabitur.

Jam propter dignitatem rei indicabimus, quis sit nexus inter aequa-
tiones nostras U. et U". illasque, quae alias in theoria contactus galva-
nici exhiberi solent. Aequationibus illis in se duetis invenimus

Fntr )tk + T i) =0
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unde sequitur, flumen electricum, in superficie perpendiculare ad utrasque
ejus partes eodem valore eademque directione uti debere: quae est
prima conditionum a Cl° Ohm prolatarum, nisi quod nostra fluminis
definitio ab usitata influentiae ratione differt. Porro jam in & 3. e
definitione quaotitatis g conclusimus, valorem ejus, quoties A4 et A’
boni conductores sunt, procul dubio permagnum fore. Quod si admitti-
mus, si conditionem addimus, flumen electricum non nimio valore gaudere,
ex U, si per p dividitur, sequitur, approximatam haberi sequationem

— -,

quae est alters sequationum a CI° Ohm L e. exhibitarum.

Jam casus nonnullos proponemus, quibus aequatio U. simpliciorem
formam impetrat. Inter quos maxime referendus est sequens.

1) Sit A" non-conductor electricitatis, erit ¢ = 0, unde aequatio in
superficie oritur

du | 2h de

U,. k i + = i 0.
Secundum § 1. 2) tamen problema nostrum non existeret, si haec
aequatio in tota superficie locum haberet.

2) Corpus A’ proprietatibus utatur flatus aéris, male conducentis,
continne se renovantis: in sequatione generali ponendum est u' = 0,

A =0, er
) eritque du . 2hdv
U, :

apt o ap—au=0

Ratio autem, qua deperditionem electricitatis in aérem respeximus, cnm
lege a Cl° Coulomb inventa omnino econsentit.

De motu electricitatis in comduotoribus linearibus,
actione influentiae neglecta.

1.

In §° antecedenti a methodo hactenus in theoria contactus galva-
nici usitata discedere coacti sumus. E qua re nova quae redundant
ut com consiliis priorum comparari possint, electricitatis motom in
conductoribus linearibus tractabimus ita comparatis, ut quantitas

:- (vide & . 0.) respectn ipsius & tam parva sit, ut et ipsa et omnes
quantitates ipsi proportionales sine damno negligi possint. Quae postu-
latio quum etiam ita pronunciari possit, ut & ipsum % eximie superet,

manifestum est, corpora de quibus agimus, siquidem exstant, praecipue
bonis eonductoribus adnumeranda esse. Etiam quae e suppositione illa
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resultant, egregie cum observationibus consentiunt in bonis conductoribus
institutis, dom mali conductores, sicut experientia infraque caleuli
docent, longe aliss leges sequuntur. Unde jam hoe loco proponemus,
quod sequentibus comprobabitur, suppositionem patere ad omnes optimos
conductores, neque tamen ad ullam aliam eorporum speciem.

Fingamus igitur cyclum clausum conductorum linearium, sectionibus
transversis constantibus utentium 4,, 4,,... 4, qui in ordine indicum
sese contingunt, quorum ultimus primo contiguus seriem concludit.
Conductores omnes in superficie libera non-conductoribus contiguos esse
statuimus.

Sint pro indicis p valoribus 1, 2,...m

t,l,o,k,

densitas electrica, longitudo, sectio transversa, conductibilitas ipeius 4,
porro %% w,/ valores ipsius w, in propinquitate eorum locorum, ubi
A, com A, , resp. A ., contingit; sint denique g,, 4, valores, quos
ipes g, 4 (conf § 6. U. U.") in superficie contactus communi corporum
A, A, ., obtinent: si omnia puncta ad coordinatarum systema ortho-
gonale ipsorum £, 1y, { referuntur, ad determinationem ipsius u, sequa-
tiones habemus sequentes.

In interioribus ipeius A, (§ 5. 0.):

d*u d'u d'u

) aps iy +ap =0

in superficie libera ipsius 4, (§ 6.U,.):

g duﬁ

(2) dﬁ; = 0;

in ea ipsius A, superficie, qua cum 4, _, contingit (§ 6. U"):
dug ‘

(3) 'k,:—"lr"‘gp-x (M —wi— A, _;) =0
d;p#

ot, ubi 4, cum 4, , contingit (§6.0.):

du .
(4) Ky gy + @ (s =4+ 4,) = 0.
M

Jam si statuimus, indicem inferiorem m, si v unitatibus augetur,
non transire in (m <+ +) sed in v, principium e quo signa quantitatum
4 eliguntur, praecepto continetur, ut sequationes, quae ad reliquos
conductores pertinent, e praecedentibus eo ervantur, ut omnes indices
eadem unitatum copia sugeantur. Ita e. g sequatio ipsius s, , e
tertia emergit haec:

duv
(6) Kyor 2 E4) 4og (W — 04y — 4,) = 0.

Pusi
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Quae formulae ut casui nostro applicari queant, formulam notissimam
advocamus

d'4 d*d | d'A ‘dA
(6) f{ ag Ty T ?F'I‘EH“#'_J dp 3%
in qua ds est elementum superficiei ejusdem voluminis, supra quod
integrale triplex extenditur, denotante ';: quotientem differentislem

ipsins A in directione supra (§ 6.) determinata.
Qua in formuola =i

€ d ¢ .
d — e ponimus A = u,, inte-
4y ap ¥ grali triplice supra talem
ipsius A, partem extenso,
b o [ Apw quae (Fig. 8) sectionibus
% L transversis a, d,, b, ¢, ter-
Fig. 8 minatur, propter 1. ob-
) tinemus
d
(7 f " ds w0,
dp,

Propter 2. autem ex hoc integrali ea pars abit, quae ad super-
ficiem ipsius A4, spectat. Unde si in posterum axes conductorum line-
arium, vel rectas vel curvatas, pro axibus abscissarum habemus, in
singulis conductoribue originem ab ea parte ducentibus, quae corpori
in ordine indicum antecedenti quam proxima est, ipsis insuper abscissis
Z,, Ty, . . . T, vocatis, sequatio 7., latitudine disci a, b, ¢, d, posita = dz,

in hanc transit:
'd
dxﬁf ’ #‘:‘ ds = 0,

ubi ds est elementum sectionis transversae comstantis @, Valorem
igitur medium ipsius u, in hae sectione si u, vocare pergimus, sequitur

d'u,
EE},.— III’. JIF = ﬁ,
vel denique
d'ﬁ#
(8) dat = 0.
E qua, si f,, ¢, sunt constantes indeterminatae
)] u, = fz, +e,

sequitur. In hac sequatione autem z, limites 0 et [, egrediatur nefas
est. Porro est

(10) Yy =¢,, M, = fub. +¢., duy

-1,

'ES
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Aequatio 7. etiam tunc valet, si ds est elementum superficiei talis
partis abed (Fig. 8) ipsius 4,, quse finem ejus facit, ubi cum 4,
contingit. In superficie autem hujus partis distinguends est:

1) sectio transversa be, cujus elementum sit do,;

2) superficies libera, cojus elementum sit ds,;

3) superficies denique aa’, in qua A, et 4, , contingunt; aream
ejus ponamus = £, elementum = d£2,. Quibus praeparatis, aequatio T.
in hane transit

‘du:. d ‘du"ﬁ d du"" 0
"'i_FF mp+j;j€ 8 + Iﬁ;’dﬂp“ ’

ubi propter sequ. 2. integrale secundum sponte abit. In tertium autem
integrale aequationem 4. ducimus, unde, si iterum ad valores medios
redimus, hancce obtinemus formulam

du’ ,
(11) 'k @ F_q#ﬂp(“:“'l_“ﬂ+dp}—u?

u%u dr
M

quam factore k, affecimus.

In formula 7. ponendo p + 1 loco u, si ad initium a'b’'¢’'d eam
applicamus conductoris 4,,,, eodem modo formulse 5. ope eruimus
sequentem

(12) k

duv
b1 ¢
Wit Dy gp o F g8, (wu—ui ,—d,)=0.
¥l

Jam in 11. et 12. valores introducamus e 10. petitos:
13) kpm#fp +qﬁﬂﬂ U.Iﬂiﬂ'l_ﬂ#'_cpﬂ'_'d.uj =0
{14} I:p+l.ﬂ,u+l. ,u+.'l+'§‘F'ﬂ'ﬂIl’?u'tn+c.u_ﬂ.ﬂ+1_dfyl=ﬂl
e quibus igitur
{lb] 'k.-m#f#" w1 Dus1 fusn
sequitur. Hane sequationem loco unius alteriusve aequationum 13,
14. introducere licet; partes expleat ipsius 14.
Jam @i observas, sequationes praccedentes non cessare recte valere,

si omnes indices eadem unitatum copia avgedtur, statim videbis, in
sequatione 15. systema contineri sequationum

(16) ky@yfy = kyoyfy = - - - =k 0.f,.

Quantitates autem singulae, quae ita aequales inveniuntur, magni-
tudinem exprimunt fluminis electrici in singulis conductoribus; quod si
8 vocamus, eruimus

] . 3 ]
(iT] ﬁ—kl'..'- f!_h"‘:"' ."'.‘-—-—.
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Ad aequationum systema transimus, quod ex formula 13. oritur.
Loco ipsius f, valore ejus introducto, sequatione per g, 82, diviea, si
ipsi p valores 1, 2,... m tribuimus, obtinemus

s

18 = —e, -8 A
{ ] ‘I'p-ﬂ-# E‘q.l_ m ip',;+ M
5 I

Quarum aequationum si p primas addimus, sequitur

w= 1 = h_ F=
S*Z::qrﬂr = Cus _GI_S’-I;;’.’ =1dn
vel
= l‘, =
(19) G =6+ 8 (o + o | =22
Pl re=1

Omnibus sutem aequationibue 18. computatis, omnes ¢ abeunt,

habeturque

LT vem o g L]

32 % S 2*.-. +2""
vel 54
(20) )
e  gf

— --——- - — = e L me——

k1-|+k + +.i' +!Tﬂ;'+jﬁ"+"'+__"

Ad hanc sequationem, si in formulam g. valores nunec determinati
substituuntur, accedunt hae:

{21) w, =8 h“+ﬂ’

= by s L + Tuvr 1 1 |
*'+ + ko, #+:"#+1+'E|R-+?:Rt+ +q, 2, |

~ |+ dyt++ 4]+ e,
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Si tamen omnibus diversorum indicum sbscissis cum ipsis x, originem
communem esse placet, noveeque abscissse vocantur z, in antecedentibus
ponendum est 2, =z, 2, =z —(L+4L+---+1)")

Jam casus nonnullos, qui in formulis nostris continentur, exponemus.

I. Bit corpus 4, non-conductor electricitatis, igitur k, = 0, ipsius
S denominator infinitus est, itaque S = 0. Unde formulae 21. in hasce
transeunt

Uy =€y Yy=0 — 4, “I-ﬂl_(dl'i’"f'l}r--'
. . Upor =6 — (A + D4+ +4,_,).
Ex his sequitar
Wty U=ty M, =d,
quae est lex amplitudinum Mnﬂnntlum, quse experientia in apparatu
Voltaico aperto probata eet.

Si igitur apparatus, in quem antea inquisivimus, qui m conduoe-
toribus confectus erat, eo in apparstum aperfum mutatur, ut conduec-
tore A, in duas partes diviso, conjunctio tollatur, designaturque w,__,
densitas electrica in ea ipsius A, parte, quae cum ipso A4 conjuncta
permansit, habetur

=0y =6 —dyy . ty=— (4 +dy+:--4,_,),
Upty =G —(dy+ 44+ + 4,),

W—y =+ 4+ 4,

Hoe 1gltur modo obtinetur numerstor ipsins S, quem summam
amplitudinum in apparatu aperto obviarum appellabimus.

Quoniam autem ex expressionibus densitatum electricarum quanti-
tates @ et 2 abierunt, in apparatu illo aperto distributio et intensitas
electricitatis & magnitudine sectionum transversarum et superficierum
contactus est independens.

Jam si quantitatem

ideoque

i,
i o Yocamus resistentiam conductoris 4,, item
L l'

q__ resistentiam, quam superficies 2, exercet, nequatio 20. docet,

in apparatn Voltaico clauso flumen electricum sequale esse

summse amplitudinum in apparatu aperto obvenientinm, per

summam omnium resistentiarum in apparatu obviarum divisae.

Lex fluminis electrici si his verbis pronunciatur, omnino cum ea

consentit, quam Cl. Ohm protulit; tota differentia in eo posita est, ut

in nostra formula etiam resistentise occurrant, in superficiebus contactus

locum habentes. Quarum vis ac potestas quo melius perspiciatur, casus
considerabimus sequentes.

" De sequ. 20. et 21. conf. Die galv. Eette pag. 148 et 178,
E.B. Christoffel, Gesammelts Abhandlungen. I. 1
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II. Statnamus, singulis conductoribus ordineque eorum omnino
immutatis manentibus, unam superficiem contactus diminui: quod quo-
modo fieri possit, e figura nostra 8. satis perspicoum est; quae ubi
satis parva facta est, ipsum S iterum tantum denominatorem obtinet,
ut pro evanescente haberi possit. Simul electricitatis distributio ad
ejus similitudinem pergit, quae in apparatu aperto invenitur.

Cum hac re cautela illa in apparatibus galvanicis usitata cohaeret,
ut superficies contactus quam maximae reddantur,

IIl. Hune denique casum fingamus, quo conduectoris A4, loco succes-
sive alii aliique conductores substituuntur ex eadem sobstantis confecti,
yui ita comparsti sunt, ut ipeis I, et m, decrescentibus, ratio :' vel
% immutata maneat. Simplicitatis cansa statuamus, corpora 4, et

A_ ab ipsa A, tota ejus sectione transversa tangi, esse igitur 2_ =~ 2, = o,.

Quibus positis, simulatque ipsum o, infra certum limitem decreverit,

omnes terminos in denominatore ipsius S obvios prae hisce E—L.
1 . . N

+H negligere licet, obtineturque

(4 + 4+ +'d1:'

=, =
I b e
G Om "\ e
T e R AR DL T AT
5'1(4_"‘1"_-) ,
Haec apparatus constructio igitur ea proprietate excellit, ut
1) flumen electricum valde exiguum sit, quamvis quantitas X k_i non nimio

+ 6,

valore gaudeat, quae res notissima e sola deminutione conductibilitatis
ipsins A, explicari solebat, quae phaenomeno quodam secundario, quod
casu nostro evitari nequit, operatur; 2) ut in conductore A4, densitas
electrica a puncto in punctum rapide varietur, dum in reliquis conduec-
toribus electricitas ad instar apparatus aperti distributa est.

Jam ad quaestiones pergimus generaliores.

Oalouli prasliminares.
8.
Simplicitatis causa si ponimus
ke % ge
Bah = % Bk T

b,

motus electricitatis in corpore 4 aequationibus determinatur sequentibus:
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d'u d'u
L dz'+dy’+ an) =
IL =:—; ‘L:;+b{u—u+d] =0,

quarnm prims ad interiores ipsius A partes spectat, altera ad eas
superficiei partes, in quibus corpore A’ contingitur.

Aequationi I. formulas nonnullas superstruamus, quae quum ad
tractationem ejus faciant, eo etiam excellunt, quod modo satis concinno
notiones quasdam inter se conjungant, quae in theoria nostra fundamen-
tales sunt.

Jam quaeramus potentisle v puncti z,, y,, #,, respectn corporis
formandum, in quo electricitatis motus permanens factus est.

Aequationis I. ope, si statuitur

Hr=@m—2)"+ @ —9) + (o —2)*

‘wdzdyds dedyds d'w | d'w  d'u
u—j Ty = f [d’z’+dy + s

ubi integratio supra corpus universum extenditur. In hac expressione
si integratio per partes more solito perficitur, obtinemus, designante ds
elementum superficiei

habemus

l 1
n'.u n'.r “1'_
v-—a *fl" d= dx +dy d.y +“,_‘ d: drdyde,
ubi 5’; est iterum quotiens differentialis ipsius w in directione perpen-
diculi ad interiora ipsiue A epectantis formatus.

Est autem
. ‘1
du dr du . du’ r 1 du
dzdz T T apr MQUe Go o == Lgp

unde integrale triplex in formula antecedenti obveniens aequale est huic

o [de . dzdyds
dr r

vel si loco orthogonalium coordinatae polares r, 0, ¢ introducuntur,
punctumque z,, y,, 2, earum initium esse statuitur,

d
u'[ﬁ. dr - sin dfdg.

Jam casus distinguendi sunt, prout punctum attractum in inter-
ioribus ipsins 4 partibus situm est, aut in spatio externo.
n‘
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1) Punctum attractum sit in spatio externo. Hic quoniam distantia
r nungusm evanescit, integrale nostrum in summam integralinm transit
forma utentinm

-
a'fnin ﬁd&dl;:j ::: dr = at/‘(u”— w) sin 6dOdep,
r

ubi sccentuum significatio sponte patet. Sint ds, ds” elementa super-
ficiei radiis vectoribus r', " correspondentia, «', «” anguli & radiis illis
uno tractu cum perpendiculo ad interiora ipsius A4 spectanti inter-

cepti, fit
dg’ e:_g-lu’

in puncto anteriore sin 8df dg = — S
atque in altero  sin 0d8dg = o,

unde integrale nostrum invenitur esse

oo ads
Gj"_' _rl__ M

In quo si integratic ad universam superficiem extenditur, valor
etiam integralis triplicis suppeditatur. Ex elementis trigonometriae
planae patet esse

1
d—
__d_r i ue otdo T
co8 o dp’ 1deoq > T dp
unde denique, omnibus rite collectis, habemus
1
d—
o r_1 ‘f_“]
L v u'flu dp v dp ds.

2) Punctum attractum autem si in interioribus ipsius A partibus
versatur, eorum quae modo exposuimus nihil mutatur praeterquam
quod integralium, in quae triplex illud decomponendum est, unum
limite inferiore utitur evanescenti. Hoc autem, si u est densitas elec-
trica in puncto attracto, sequale fit expressioni

a*fsin ﬂdﬂd?f:: dr = alj (W —u) sin 0d0dg
- —4xa'u + a:]a' gin fdfdg;

unde eodem modo quo supra obtinemus aequationem

1
d-
r 1 d‘]d’s.

“ap T rdp

1V, n——4xu‘u+a’[
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Quoties igitur valores, quos u et ':T:' in superficie induunt, inno-
tuerunt, innotuit etiam potentiale in spatio extermo; quum idem prae-
terea in interioribus & densitate electrica in puncto attracto pendeat.

Integrale duplex in aequationibus III et IV. obviom summi momenti
est, quum ejus differentiale in interioribus corporum flumen electricum
completum, in spatio externo tamen flumen inductivam attractionemque
electricam metiatur. Quod igitur in sequentibus litera distincta demo-
tabitur, statueturque

al
1 r 1 du
V. w-ﬁflﬂ-dr—-r d—P}ds
Unde sequitur esse

W= aot w0 = u +

v
txa’ I.ara"
prout ipsum w ad punctum in spatio externo aut in interioribus ipsius
A situm refertur.

Haec functionis w definitio si cum ea, quam in § 5. P. dedimus,
comparatur, aequatione V. definitionem illam amplificatam esse patet
E rationibue autem, quess infra afferemus, productum ex ipeo w et
conductibilitate k conflatum pressionem vocabimus electricam.

Quoniam sutem ipsum i, simulatque punctum, ad quod pertinet
per superficiem ipsum A permeat, saltum definitam facit, ad sequa-
tionem pervenimus notatu dignam. Bi enim ad superficiem ipsius A4
perpendiculum ducimus, in eoque ad utraque superficiei latera puncta
sumimus superficiei infinite propinqua, ad quae ipsum w deinceps
refertur, in puncto exteriori est w = I_’—:‘—,- , in puncto autem interiore w

-t + %; qui valor priorem illom, quum distantia punctorum infinite
parva sit, quantitate » superat. Ab alters parte integrale
f du d:
dp v

in utrisque casibus eundem valorem impetrat, unde obtinemus

iz
V1L il—— ci.l+ Fra ds = 4dxu,
1

ubi " ad punctum exterius refertur, atque —a‘; est quotiens differen-
tialis in perpendiculo extrorsum spectanti formatus. — Ab hae formula
sine difficultate ad aliam qunndm transire licet, in theoria attractionis
generali gravissimam.



38 I. De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis.

Sine novorum caleulorum institutione e formulis superioribus duas
aliss sccipimus. Ad quas efficiendas in memoriam revocamus formulam
in §° 4. adhibitam

d'v  d' | d%
E+d'—yi+d—'l-—4l'ﬂ-+

Quae si factore multiplicatur, integratione supra totum
corpus extensa, si punctum z,, y,, # in spatio externo situm est, effi-
citur

Iilr 1 de
VI —dxo = [ﬂﬁ_‘r_ﬁ]d"

si autem in interiore corpore situm est, evadit

VIIL 0 /[ d'nl- ldu]d
- 'Ed—-P—';;; 5.

Quae ut obtineantur, nihil faciendum est, nisi ut in duabus prio-
ribus formulis in parte dextra a* = 1 ponatur, et v loco u substituatur.

Subsequenti autem exemplo harum formularum usus apparebit.

Fingas solidum sphsericum radii ¢; sit potentiale respectu illius in
superficie formatum funetio arbitrarie data angulorum polarium #, ¢,
quam v’ vocamus; sint porro R, 6, ¢ coordinatae polares puncti, in
guod attractio exercetur, atque

cos @ = cos § cos §' + sin 6 sin & cos (p — @),

dzdyds
r

erit
= —2¢cRcosom + R
et
al gl
r r
dp~  de¢

Jam si primum R < ¢ supponimus, constat esee
1

- d— =
Tlr" 2':%:1 P, (cos w), ideogue d_; - E(m-l' 1];.:: P, (cos o).

Quibus in formulam VIII. introductis, brevitatis causa statuto sin 8'd@' dg’
= dd’, unde ds = ¢'d¢’, obtinemus sequationem identicam

2‘ m+1) (D" ﬁ’P_[ms 0)de’ = 2‘ (&) f g P, (cos ©)do,

unde coéfficientibus comparatis emergit sequens
IX. "f:: P_(cosw)da’ = (m+1) | ' Pp(cosw)de’.
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In spatio externo quum sit R > ¢, habemus

g_
__Z‘R_H P_(cos ), l&mqua-a—-—zmﬂ.“ P, (cos o);

formula igitar VIL in hane mutatur

ixt = jm o f v’ P, (cosm)do’ + 2(;)".*% "-;;'-P.fmm)du'

vel si aequationem modo inventam IX. advocamus

X. u-Z""‘“(R)"“fuP (cos @) dd’,

quae est expressio nota potentialis in spatio externo. Puneto autem
attracto versus superficiem pergente obtinemus evolutionem notissi-
mam hane

XL u-Z"““ o' P, (cos o) do,

cujus convergentia & Cl° Lej.-Dirichlet in diario Crelliano tom. XVIL
lucalenter demonstrata est.

al

Adnotamus, evolutionem XI. e formula VI evolutionum ipsius é
adjumento sine ullo paene calealo provenire.

Formula X. integrale completum prasbet hujus sequationis
d'v | d'e | d'
XII dzt + dy* + il 0

in toto spatio extra sphaeram, radio ¢ cirea originem coordinatarum
descriptam; in qua si coordinatae polares orthogopalium loco introdu-
cuntur, innotescit etiam integrale quod huic casui proprium est aequa-
tionis ’
XL bt (sim0%) + ol s+ mm + 1) X =0,
hoe est )

X = [v'P,(cos w)de’;

quae quum sint notissima, ampliori tractationi supersedendum est. Sed
quum his formulis in posterum utendum sit, demonstrare eas, quam
afferre solum maluimus, quippe quarum deductio satis commoda reique
conveniens vix plus operis postularet, quam sola commemoratio.
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De motu permanenti astheris repulsivi.

9.

Antequam ad socuratiorem tractationem sequationum supra ex-
hibitarum transimus, monstrabimus, quomodo sd id quogque inservire
possunt, ut electricitatis motus quasi sub visum et adspectum ponatur.
Itas e. g. in dootrina de motu permanenti caloris in eorporibus homo-
geneis temperatura potentiali molium externarum reprassentari potest.
Aptiorem imaginem condensatio vel etiam densitas praebet adris per-
manenter se moventis, — si ut supra motum permanentem vocare per-
gimus & densitatibus permanentibus, — cujus partes nulla vi accele-
rantur, qui inclusus est parietibus, quibus afris externi, etiam perma-
nenter se moventis sccessus ubigune eodem gquidem sed imperfecto modo
aroetur.

Ponamus igitur omnes conditiones, quales in hoe exemplo deserip-
simus, iisque hoc etiam addamus, afris singulas partes secundum legem
Newtonianam mutuo se repellere; tum igitur, si U, ¥V, W velocitates
secundum directiones coordinatarum sunt, ¢ densitas prima, % densitas
in statu turbato, deinde s condensatio, ideoque u = o (1 4 s); si deni-
que v potentiale omnium molium repellentium est, e principiis hydro-
dynamicis notum est, si velocitates satis exiguse sunt, valere aequationes
-‘f;f Hp -0, WA

d¥V  dW
+‘1’d. +"'D dt+d:+dy+ =0

=0,

ex quibus, si pro mﬂmuﬁnne s densitas w introducitur, sua sponte
d:’ ""[dzi + dy' ot s:*] dxou

sequitur. Si motus est permanens, pars laeva evanescit, unde patet,
habere nos sequationem I. § 8., siqnidem A= 4xp-a' ponitur.

Jam si in superficie perpendiculum erigimus, duoque in ejus directione
esse statuimus voluminis elementa se invicem tangentia, quorum alte-
rum superficiem tangit, necesse est, in utroque accelerationem sccurate
eandem esse. Quodsi igitur ' est densitas externa, (si considerationes
8 5. et 6. de resistentia in superficie hic etiam adhibentur), Q(w'— u)dt
est elementi prioris acceleratio in directione perpendiculi introrsum
spectantis, deinde

— (a5 + gy dt = — (4m=“"' + gp)dt
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est acceleratio elementi alterius; quibus sequatis, et @ = 4xb posito,
P d d
1
a'a-:'!' E?';-!- ﬁ(ﬂ"—ﬂ}-ﬂ,

quae ab sequatione II. §' 8. nonnisi deficiente termino b differt. Sed
hic etiam in sequationem introduci posset, si superficiei attribueretur
proprietas, ut aérem motum in unam partem facilius transmitteret quam
in alteram.

Quum autem e deductione harum sequationum prima, quantum
quidem e principiis mechanicis concludi liceat, demonstratum sit, suffi-
cere eas ad ipsum % omnibus numeris determinandum, alise relationes
non amplins circumspiciendae sunt. Itaque comcludimus:

Electricitas ubi in corporibus homogeneis in motu permanenti est,
iisdem obtemperat legibus quibus fluidum elasticum exigue motum, cujus
partes secundum legem Newtonianam mutuo se repellunt; atqne quidem
fluidi densitati respondet densitas electrica; pressioni quam fluidum in
interiores partes propter expansionem suam et repulsionem, in exteriores
propter repulsionem solam exercet, respondet pressio electrica; denique
accelerationi in interioribus fluidi partibus respondet flumen electricum,
repulsioni fluidi digjunctio corpore electrico operata.

Patet igitur principia, a quibus profecti sumus, in eo casu electri-
citatis moventis, quem hic consideramus, analytice perfecte congruere
cum ista sententia de natura electricitatis, cujus initio §' 3. mentio
facta est. Unaque demonstratum est, quod disertis verbis monemus,
si alterius theorise partes sequuntur, alterine phaenomens fandamentalia
hsud amplius esse respiciends. Si igitur e. g. sicut nos quidem fecimus,
influentise actionem in disjunctione electricitatum conjuncturam versari
putas, hand amplius repulsionem respicies, quam electricitates ejusdem
generis mutuo exercent, quia aliter ejusdem effectus bis rationem
haberes.

Ceterum hoc ad extremum observamus, omnia quse contra sethe-
rem repulsivam permanenter sese moventem dici possunt, etiam dici
contra eam theoriam, quae electricitatem tale fluidum esse contendit.

De motn permanenti electricitatia in corporibus sphaeriois.

10.

Formularum § 8. suxilio integrationem aequationis._L in corpo-
ribus sphaericis absolvere possumus. Introductis enim coordinatis po-
laribas

r=rcosll, y=reinfcosp, z=rpinfsing,
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in hane transformatur
d d 1 djf. .d 1 d'w
XV a0 (P5) + e an (2030) + sagr agr) = 7%
cujus e sola comparatione cum aequ. X1II. patet esse integrale parti-

culare

4,(r)X,(6, 9),
ubi e notatione usitata X_ est functio sphaerica n* ordinis. Quod ubi
in mequ. XIV. loco u substituimus, formulase XIII. ope nanciscimur

nentem
. . |

X (05 (°37) —nr 4D 4] - P 4) —o0,
vel 8i, ipso X_ sublato, statuimus

A (r) = ru,(r),
d'u,  Int % du, u,
XV. T Ty T ae
Integralium hujus sequationis particulariom gqualia circumferuntur,
uno tantom in nostro casu uti possumus, in quo m est nomerus posi-
tivas, quum alterum omni sensu careat, quoties n extra limites 0, — 1
versatur. E verificatione tamen prioris methodum petere licet sequentem.
8it pro omnibus indicis m valoribus

Yame * (=1
facile obtinetur sequatio identica:

19%.41 y, inttdy, d°
ra dz o r  dr TEP

Quam quoties secundum z intra tales limites integramus, ubi y, .,
evanescit, formam eruimus sequationis XV. unaque integrale ejus parti-
culsre. Tales limites autem sunt, siquidem quantitates ( + 1) et —
positivae supponuntur

x=—1, +1, + 0o,
unde integrale completum emergit sequens:

XVL u, (r) = Afa-::'(z'— 1)rdz + Brf;?(z' —1)dz.

Hoe autem integrale prout casus postulat, in aliss formas redi-
gendum est. Quoties enim r evanescere, neque tamen infinitam fieri
potest, constantium una, generaliter in arbitrio nostro posita, per alte-
ram definitur, ponendumque est B = — A, unde efficitur
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(1) u,(r) = Afe‘?(a:-— 1)ydz,

quod est integrale supra commemorstum. Quoties tamen r infinitum
fieri, neque tamen evanescere potest, ponendum est

(2) u,(r) = 4 ‘f s (2" —1)dz;

#i denique ipsi r omnes valores positivi competunt, nullo excepto, fit
3) uy(r) = .
Ad inveniendam formam algebraicam integralium in sequatione
. r
XVL occurrentium ponamus — =k et

fe‘*’(a:’— 1) dz =ett. 5, : -Jr*"-’-'F N(z'—1)*dz.
% - 4
Ubi si loco z nova altera variabilis y introducitur ponendo z F 1 =y, erit

o= [ty £ 2rdy = (— 17 5 f e (y + 2)dy.
L]
Jam est secundum theorema binomiale

- " ! . - ; n i

f’_“(’ + 2)dy - - {u“- - (+ Eer *rr—tdy—*_:ﬂ H:: ]"l
) []

unde

A 5 )

denique

Ll # ' L]
Jf*’(x’~— 1) dz = (—1)*nle¥t 1, [w: *’-i_'!ﬁ'}
+1

8i igitar pro omnibus qui fingi possunt ipsius k valoribus ponimus
2k |, (2B (akp
14+ =454
XVIL 1) V (k)=et % . 1 "2 »!

kl-}-!

pro valore ipsius k positivo erit

?) f ete(@ — 1) dz = £ (— 1)l V, (£ k),
- 5
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unde aequationis XV. integrale completum hoc est
XVIIL u(r)=4V,() + BV, (- %)

Ipsine u inde derivatur expressio gemeralis baec

XIX. ,._Ewlv ) X,0,9) + Vo (— 1) X0, ) -

Formulis XVI. 1. 2. 3. respondent valores ipsius u sequentes:
D = Zr(n()+7(-2)] X6

) w=rn()Xe9)
3) =10

E proprietatibus functionis ¥, quae ad propositum nostrum faciunt,
adnotemus sequentes.

Functionum F‘(E), V‘(— E) si una aliave denotatur ¥, ex in-
tegralibue definitis (XVIL 2)) invenitur formula recurrens:

XX. 1) eV,

dr w1t

Cujus adjumento ex sequatione XV. haec deducitur

r? 2n1
2) (ﬁ Vopi=Voi— 8 V..

Jam si in aequatione XV. loeo ipsius u primum F_(%) deinde
v, (— :—‘) substituuntar, terminis qui ad dextram sequationum inveniun-
tur eliminatis, sequatio evadit integrabilis, e cujus integratione prodit

AERC AR RCC R

[ ] r r’l+’l r

ubi ¢ ab ipso r independens est. Si in hane sequationem symbolorum
loco ipsa integralia introducis, ipsique ¢ post transformationem idoneam
valorem O tribuis, invenies esse ¢ = (— 1)**+!(2a)""*!, unde aequationes

)" -y e
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r r r r 1 o1 [20\I43

4) F.(;) Vour(-5) = V(%) F-+1(E) =51 “(—:") )
quarum posterior e 3. formulae 1. ope succedit.

Formula 3. ad omnes ipsius n valores spectat, qui supra — 1 ver-
santur, si in quantitate (— 1)*+* cautiones necessarise adhibentur. Illius
ope demonstratur, quantitates ¥, G) at V'(—-EJ, gi hesec denotatio
formulae XVII. 2) beneficio ad omnes ipsius » valores concessos ex-
tenditur, re vera integralia esse sequationis XV. & se invicem indepen-
dentis. Quod si non esset, constantem quandam b ita determinare li-
ceret, ut sequatio haberetur identica ¥, (%] -bV, (— E) Tunc sutem
pars laeva ipsius 3. evanesceret, quod locum non habere in conspectu
est. Quae demonstratio principio generali nititur huie.

Si » fuonctiones unius variabilis z, puta 2, &, ..., & se invi-
cem pendere aut independentes esse convenimus, prout sequatio

Oy, + Gysy + - + 8, = 0
valoribus constantibus ipsorum a,, ay, ... a,, quorum unus saltem a
nullitate differt, identica reddi potest, necne, theorema habetur
generale:

Functiones #,, 2, ... 2, & se invicem pendent sut independentes
sunt, prout determinans

SE TR
identice evanescit, necne. In hoe determinante positum est :ﬁ""—':—;:-
Quod theorema praesertim in sequationibus differentialibus linea-

ribus utile est, quibus quum determinantis illius formatio facillima
reddatur.

Observationem adjungere placet, saepe utilius esse, si functionis V,
loco haec funetio

| AL
ﬁ} “’.(i::l - (.'l_) FI('I'-]
in caleculos introducitur, quae quum variis rationibus istam simplicitate

superet. Cujus tamen in praesentiarum usum non faciemus.

11.
Jam electricitatis motum in sphaera plena radii ¢, in cujus super-
ficie electricitatis fontes arbitrarii inveniuntur, dum non-conductores
alectrici, qui quocunque modo in spatio distributi sunt, effectum in eam
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exercent, examinemus. Expressionem igitur ipsius u e form. XIX. 1)
nobis sumere debemus, et, si pro hac quidem disquisitione

. 7 (5) +7.(-5) =0
ponimus, fit
b. - Z'r-u.(rm(ﬂ, ¥).

Deinde si V' potentiale completum est, secundum sequ. IL pro r = ¢
habemus:

. gpd% 14V

dr +I.-l dr +b(“—“ _A] = 0.
In sequentibus loco ipsius u' 4 o ejus evolutionem secundum functiones
sphaericas adhibebimus, ponemusque
, S
d. t 4 A - 4,08, ¢).
2 46,9

Est autem V summa algebraica ipsius v respectu sphaerse formati, et
ipsius v,, si eo potentiale omnium non-conductorum signamus. Jam
vero si pro r = ¢ est

. v = 2 E-(E: 'F')r

facile e formulis VIL et VIII. intelligitur, pro r < ¢ esse

v - 2 (E)- E, (0, ¢),

ideogue pro r=r
d
e =2 TE09).

Hestat igitur, ut expressio '%_ (n‘u + %' ﬂ) pro r = ¢ evolvatur, Becun-
dum form. IV. est
a'u + iu

1
f{ dc v{e‘—!rrmla-l-r'j +dp ¥le* — 2er cos @ + rf)

- f{(..+1]u dP}P(mn:}dd,

] Ada’

in qua si evolutiones ipsorum u et :—;— - :—: imponimus, reductioni-
bus obviis factis efficitur
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f. a*u + ﬁu = g! Z {u,(c‘l + “1 i d“"m ]I (8, p),

ideoque pro r = ¢ .
8 g+ i) =e Dm0+ 5.5 Y07 X6, 0)

Jam #i valores sequationibus b. e. g. effecti in c¢. imponuntur, obtinetur

S {one @ + 45, 4] + b @) X0,

- bzd‘{ﬂ, g) — ‘,‘,,:ZHEJ.E, ¥),

atque inde secundum theorema, unamquamque functionem unico tantum
modo secundum functiones sphaericas evolvi posse:

(atnen=1[u,(0) + g5 “::“” +beu, (o)} X,(6, 9)

- ba,(6,9) — “c E,(6,9).

E qua formunls ut abeat differentiale —a':?" 8i formulam XX. 1) adhibe-

mus, et semel omnino statuimus u,(¢) = u,, ad electricitatis densitatem
in sphaera exprimendam hanc habebimus sequationem

XXIL “_2( ) war) | beas0. 0~ _g Eﬂ-ﬂ}

o Euﬂ+b=}l.+,h;1'-+1

Porro punecti in externo spatio siti r, 6, @ potentiale sphaerae respectu
formatum

XXM o= 1 ﬂ,z:::-_-i ﬂ)-+l _+:{&c.d {9‘.,}____ (39}]
‘ {ﬂ‘ﬂ+beli'+li'f:1"-+l

Deinde ex f efficitur

XXIIIL. .+

( )[ +h+1 il"iﬂ} {"M-W ﬂ——E {ﬂv})
2 {ﬂ'ﬂ+bﬂjﬂ.+’i+1 Yy iy

et denique ad pressionem electricam in interioribus sphaerae deter-
minandam
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XXIV. w2t L

ixa’

["'+In+1 :a*"‘“]"’ (6, "H' i ;“-E.('.vll

N MZ (c) (a'n 4 be)u, 4+, ne

Il+1 Wy 41

Formulae XX. 2) ope hae summae, si terminus n = 0 excluditur,
simpliciores reddi possunt, quum secundum formulam illam habeatur

Ena’®

]
(n‘n+ﬁc]u,+;*f£i".+1 = bew 2t inti Fite-1

1 e?
Ut gagi1 2ot = Eu-i-_l"--l'

Ex expressione XXII sua sponte efficitur electricitatis summa in
sphaers contenta; est enim sequalis coéfficienti ipsius : in evolutione
ipsius v. Quam si & vocamus, fit

Q=2xcd, =,
Yy

vel adhibitis formulisa hue spectantibus §' 10.

(=) )

XXV. = 4xa'cd, S —,
Ay
vel si, E < = supposito, evolvitar
N 1)" By ya in
h. - lﬁ#{‘.'l'dn 2 {gﬂ__':_i;_l_ (;] ]
[]
ubi B,, B,, ... numeri Bernoulliani ;—, il'o, ... sunt.

Ex aequatione XXV. quum omne ipsorum b et v, vestigium abie-
rit, sequitur, in motu permanenti electricitatis summam in sphaera ho-
mogenea contentam omnino non pendere a difficultatibus, quibus elgo-
tricitas superficiem permeans impeditur, nec minus a disjunctione, quae
non-conductoribus extra sphaeram positis efficitar.

Similiter Coulomb observavit, in sphaeris electricitate imbutis,
in quibus electricitas, quantum quidem fieri potest, in sequilibrio est,
deperditionem in aérem circumdatum s substantia sphaerarum esse in-
dependentem. Confer Biot traité de phys. tome II. pag. 255.

12.
Formulis &' 10. omnia absolvi possunt problemata, guae spectant
ad pluria corpora, quae et sphaeris concentricis definiuntur et omnia
concentrice sita sunt. Attamen computationes, illa scilicet excepta,
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quae in corpore indefinito, e quo sphaeras exsecta est, versatur, tam
molestae sunt, ut earum perfectio vix operase pretium esse videatur,
Quare hoe tantum agemus, ut exemplo simplici monstremus, quomodo
corporum, quae certis conditionibus in motu permanenti sunt, summa
electrica constitui possit.

Quem in finem theorema advocamus Gaussianum (vide Journal de
mathémat. de M. Liouville Tome VIL pag. 304. Théorémes généraux

cet.), integrale ,
L4
dp ds,

supra unam vel plures superficies clausas extensum, moli aequale esse
attrahenti, superficiebus illis inclusae.

Quod statim formulae 6. §' 7. ope deducitur, in qua si loco 4 po-
tentiale v substituitur, aequationesque ipsius potentialis advocantur
differentiales.

Jam casum consideramus corporis, quod duabus sphaeris concen-
tricia definitur, cujus superficies interior velamine non-conducenti ob-
ducts est. Sint ¢, ¢, radii sphaerarum, ¢ < ¢, si centrum commune
pro origine coordinatarum habemus, secundum § 10. XIX. erit densitas
electrica .

i, “ = g'f'i v (1) X, (6, ¢) + w,(r) Y, (6, 9)},
ubi brevitatis causa v, (r) = V, G‘ ), w,(r) =V, (— —) positum est.

Proinde si v est potentiale omnium quantitatum electricitatis quae
et in cavitate interiori, et in ipso corpore, et in spatio externo versan-
tur, ad determinationem ipsius w habentur aequationes
g du 1 dw

k r=c¢ @+ iwar—"
du 1 de
L r=c¢ & +5g5;=b—=U)=0,

ubi U fontium electricorum in superficie obviorum ubertatem metitur.

Quas aequationes si supra totas superficies, ad quas referuntar,

integramus, observamusque, propter sequationem 6. §' 7. ex aequatione
d*(a'u 4 -‘-l- o] d%a'uw 4 ‘1: v)  d¥{a'u 4 ‘1' v

—— + A —. — - — ﬂ

dz* dy? de?

S @i+ &R ds=o,

manifestum est, integrale expressionis (« — /), supra auperﬁmam re=r

E. B OChristaffel, Geeammelts Abhandlungen. 1.

sequi
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extensum, evanescere. Quapropter, si abhine ds, ds, sunt elementa
superficierum r = ¢, r = ¢,, habemus

m. ﬁu—UJn‘al-ﬂ “’f&'“"’; :—Eds-ﬂ,
a' drd + drds‘-ﬂ

8i tamen ponimus esse 2 summam quaesitam electricitatis in ipso
corpore contentae, @ copiarum electricarum summam, quae in cavitate
illins interiori versantur, e theoremate Gaussiano supra commemorato
sequitur

1

dv de
d—rds-— d;dﬂl__.-(mll-ﬂ‘.'

P

Porro ex sequ. i, advocata formula XX. 1) sequitur
d .
u’fj‘-: ds = 2z |v, (¢) Xy + 1, (c) Yyl,
d
Gy 8= 2760, (c)) Xy + 10, (¢)) Yo,

Juds, = dxel[5,(e) X, + 10, (c) ¥,);

unde, si jam ultra ponimus
JUds, = 4241,

ubi igitur U}, est ubertas media fontium electricorum in superficie,
substitutis valoribus modo acceptis in sequationes m., ad ipsa 2, X, ¥,
determinanda ernimus sequationes:

v (e) Xo+ w,(6) ¥, — U, -"-"-

vy(e) X+, (c) ¥y — t.'cl -0,

vy i0y) Xo + 10y (e)) ¥y — :::} =0,

e qnihua dedueitur

!,c 5 [l (e) g () — 10, (€) 15 (6)] + g,ml [ (&) 20y (€) — 10 (&) v, (&,)]

+ Uy [vy(e,) 1, (c) — w, (¢,) v, (c)] = 0,
vel quum e formula XX. 3)

4a*

vy (£,) 00, (6) — w0y (ey) vy (e)) = — et
sit,
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4a®
o
AT 2=—o(l -G —nan®
+ Enqﬂnﬁjﬂfﬁ{‘lj_’_‘ﬂﬁ}";{‘:} —_—— lll[i _ II"l

v, (), (e,) — 1, (c) 5, (c,) 6= _‘.t,—.*l
(@ fcle ™ —ja—cle °

- o=

b B} -
2 _1 1+1 e ® — _‘_+1 8 _1)e ®
+4’aqm_(ﬂ )(ﬁ ) — (G )(c:.l-g)
(%+1)e * —(vsv—l)e *
Ex hac formula patet, nostro casu certam partem electricitatis in
corpore contentae unice ex actione proficisci copiarum electricitatis in
cavitate interiori distributarum. Facile autem demonstratur, factorem

ipsius @, quamdiu quidem % et % positiva sunt, quod nostro ecasu

evenit, semper fractionem esse genuinam negativam. Bi igitur e g
corpus illad in superficie exteriori aére uniformiter sese moventi con-
tingitur, (§ 6. U,.), habetur ;= 0, electricitatisque in corpore con-
tentae copia est pars aliguota electricitatis in cavitate inclusae, signo
tamen opposito praedita. Simul copia illa & natura séris circumdati
nulle modo pendet.

13.

Additio ad § 10. In §° 10. invenimus, quoties X_(6, ¢), Y, (6, )
sunt functiones sphaericae n ordinis, aequationi 1. vel XIV. semper
satisfieri expressione

(V. (3) X9+ V(- ) L6, 9).

~ Cujus casus specialis is, ubi n = 0, prae ceteris attentione dignus
est. Hoc enim casu X, et ¥, constantes sunt, unde si loco eorum
ponimus 4 et B, nequationis I. habemus integrale particulare

n. H—AI’Q(;)+BI’,(— :)-—%(Ae_:—Bs’i),

in quo est r!=z'+ y* + & Quum autem aequatio I. nullos coiffi-
cientes variabiles involvat, expressio illa tunc etiam satisfaciet, si loco
ipsorum z, y, # ponitur z, —z, y, —y, 5 —2, igitur r* = (7, — z)*
+ @ —9)'+ (5 —#), ubi 7, 5, 5, ab ipsis z, 9, # sunt indepen-
dentia.

Expressionem hoe modo mutatam, posito insuper A =gz, ¥, #,)
et B=¢(z,, ¥, #), 8i volumine dz, dy, ds, multiplicamus supraque

volumen finitum ¥V integramus, integrale
‘.
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XXVIL » _'fl'l’(xu Yis 8) Vo(%) + ¥ (2, 91, 8) F,(— ':‘)Idzldyld'

manifesto proprietate gaudebit, ut, quoties punctum z, y, # extra vo-
lumen ¥ versatur, sequationi differentiali

XXVIL 1) [d.r' + dy‘ + dzt ] -u

satisfaciat. Quod tamen punctum si volumine illo continetur, eadem
methodo, qua Gauls in commentatione supra laudata ad demonstrandas
sequationes differentiales potentiales usus est, invenitur, expressionem
sequationi satisfacere

2} ﬂ'{dl,n "l‘ J!t + e } -H+4’lni(‘,{$’# £ — ?w’!j‘}}

Videmus igitur, cum sequatione XXVIIL 1) aliam quandam arctis-
sime conjunctam esse, quam in formam

3] {{I:’+dy'+d:']_“+“

redigere licet. Atque si rationis memineris, qua terminus u in aequa-
tionem XXVIIL 1) ingressus est (§ 4. L. M.), facile casum -electrici-
tatis motae finges, qui ad hanc aequationem ducat.

Porro ex iis, quae modo invenimus, perspicitur, integrationem
sequationum 1) et 3) ad problema reduci posse, ut expressio n. tali
modo evolvatur, ut varisbiles a constantibus arbitrariis separatae pro-
deant: quo impetrato, expressio XXVIL sine mora formam induit talem,
quam ulterius tractare licet.

Quae evolutio, si coordinatis polaribus ordinariis utimur, sine diffi-
cultate e calenlis supra exhibitis elicitur. Posito enim

z=rcosll, y=raint cosp, #=rsinb ain g;
xz, =r,co8b,, y,=r, 6inb, cosp,, 5, = r, sinb, sing,,
cos @ == cos 0 cos 0, + sin 6 sin 0, cos (g — ¢,),

I::ﬁ - 5}=+ ':yl_?}’+ ("I -’}’- - 2'"-:|. cos o + f'; - R’?
atque

0. T =T,

functio
Q= AVy(7) + BV, (— 3)

lemmatis sequentibus omnibus numeris definitur:
1) & tam respectu variabilium r, 6, 9 quam ipsorum r,, 6,, ¢,
est integrale sequationis XIV. ita comparatum, ut secundum functiones
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sphaericas, nominatim secundum fanctiones P, (cos @) evolvi possit. In
ipso 2 si loco r, r, ponis ra, r,a, igitar Ra loco R, & ab ipso a in-
dependens evadit.

2) Ipsius % evolutio, #i a in infinitum erescit, in evolutionem
Laplaceanam ipsius A—‘—;—B transit.

3) In ipso K si seribitar — a, B, 4, loco a, 4, B, & non mutatur.

4) 81 ponitur B =0, & = oo, fit 2 =10,

Quibue lemmatis advocatis, invenitur

XXIX. 2 = 4V,(%) + BV, (- —)

- S G @ T ) + o (- 9]
[7.5) 47 (- L)) Puone)

Hac formuls ope aequationum XVII 2) vel etiam XX. 1) et 2)
egregie uti licet ad evolutionem functionum ¥, (g), guod tamen hoe
loco omittimus.

Qua evolutione si secundum praecepta supra tradita uteris ad inte-
grationem sequationum XXVIIL 1) et 3) altero quidem casn iterum
formulas § 10. obtines, altero tamen eadem resultant, quae methodo
ordinaria variationis constantium obtinerentur. In aequatione enim
XXVIIL 3) #i, functione w, secundum functiones sphaericas evoluta,
ad integrationem via tentatur § 10., quaestio reducitur ad inte-
grationem sequationis differentialis, quae ab sequatione XV. nonnisi
novo termino differt, et variatione constantium integrari potest.

Qua in re hoc memorsbile intercedit, ut omnes implicationes,
quibus methodus illa laborat, propter singularem naturam functionum
V, prorsus evitari queant, quoties u, est integrale aequationis XXVIIL
1) vel 3). Quod quum ad accuratiorem notitiam functionum illarum,
quae in physice mathematica tanti momenti sunt, nonnihil sfferre vi-
deatur, breviter exponamus.

8it igitur primum

-Z‘ﬂ{?’ )X.(0,9) + V,(— 1) Y. (6, 9)],
aequatio XXVIIL 3) in hanc transit:
P o5 (0 5) + smwao (2050) + ave gt

-r-u+2r'{r X + F’( )1’_}.
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Ad ejus integrationem ponimas
“-Uﬂ2fukﬁﬁm+iWLmﬂL

ubi U eadem forma sit, qua w, utitur. Quae series si in p. substitui-
tur, habetur:

$w+=x_ (@4 +2 1" 4, ]-4,- V. (2))

+2#+'Y{ [B"+2"+=B] B.-V,(-1)} =0

,a+“f‘B—L+EF:)

4+ % (5)

L] r - = ﬂ’-

sequitur. Quarum sequationum loco generaliorem consideramus hane:
orera)+ora(-)

1

e, In49 .,

@
Ad integrationem ponimus

o= 2= (3)+ar.(- )]

Ex sequatione sutem differentiali ipsius V, (vide § 10. XV.) advo-

cata formula XX. 1) sequitur
Ind 2 ... ¥, 'Ii"ll—-l] n—
"’: + e ¥, — ar ™ r F at V-u'i]

1) Methodus, quam ad constantium varistionem evitandam hic adhiboimus,
quae eo nititur, quod si in laevam sequationis q. partem una alterave functionum
¥, substituitur, duse alise reprodocantur, ssepe, si apte modificatur, usurpari
potest, semparque methodo generali pracferemda est. Atque ut alic eam exemplo
illustremns gravi ac praestanti, afferre juvst, CI™ Neumann functionom @, (z) &
Cl* Heine in attractionis ot caloris theoriam introductarom determinstionem eo
revocasse, ut funetio llgﬂbnh:.l. integrs (s — 1)* ordinis inveniatur, quas sequationi

. (@03 =nmt s+t
satisfaciat. B5i emim S, _,; est haec functio, secundum Neumsnn est:
p. =" P @it its, ).

Jam si consideramus, functionem P,, si in lseve sequationis «. parte loco S
substituitur, reprodueci, facile apparet, ingrediendsm esse bhane viam. Pro §
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Unde si loco C seriem in sequationem q. substituimus, sequitur:
2o =0V (3) + 8Ves (= 5)] = 7a(C) +8Va (= 2),
e qua deducitur esse &, , = n-:-l-:l'ﬁ"“'_ n __f‘+1, o, et 3, ar-
bitraria, ceteras constautes tamen evanescere. Est igitur

o=l B L ) v

n—nt-l—l

Hac formula patet casus exclusos esse, ubi m == 0 vel m = n + 1.
Quorum ulterior et ipse satis concinne functionum ¥V, ope tractari
potest: quod tamen calculos sibi poscit, quos brevitatis causa praeter-
mittimus. Eo casu, quo habetar m = 0, si loco V,(%) et F, (— %)

eorum expressiones substituimus, sequatio q. hancce induit formam:

Is+i( , _;-—p::)
. O~ C-"mayoa =0
quam in sequstiones
" u:-:—-ﬂ's; w O
C—ngya =00 —5=0

discerpi posse patet. Obtinemus igitur pro m = 0:

' na-:-+-|k‘ r r
. Com— “ent 3 '+'-?'(7)+ﬁ-"'('_ a)

N dP, .
dz ™

svolutio
. %-f’“—1]'P-—1+1”'—E}P.-:+{?H—5}Pu_;+---;
tane sequifor

hl-—-ﬁ n—9
Bin—1) ""‘+ﬁ{u 1) Fost I

de qua si ipsiue 8, _, valor depromitar, substituiturque in aequationem f., ernitor

ind1 a.-+1 1|.—I 'hp-ﬁ En—9

o Quam Pty T — [V P+ R Pt g Paa ]
quae aequatio eo inservire potest, ut fonectio @, (x) pro omnibus qui fingi possunt,
ipeins x valoribus definintur. — Quae determinatio, si sttractionis theoriam non
respicis, etiam aliis rationibus egregii usne est.

De functionibus hisce confer: Heine: de aequ. diff., Berol. 1848, ddem:
Aufg. fir parz. Differenzialgl. Diar. Crell. XXVI, édem: Attraction der Ellipsolde
ibid. XLII. — Neumann: Magnetisirung eines Rotationsellipsolds ibid. XXXV,

8 S=up,—2|37 1P 4
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Omnes has integrationes ex aequatione identica eruere licet sequenti.
Sit pro omnibus ipeius m valoribus

rr

ga=e " (2= 1)"f(2),
erit
1 ds, _r: df in42 ds, d's,

ra d.r.ﬂ {.‘l" -F“ + ’ - r dr — drt-
Quae facile demonstratur, si identitas in §° 10 obvia factore f(z) mul-
tiplicatar. Eodem modo, sicut haee, tractanda est, functioque f(z) sin-
gulis casibus adaptands est. Qua in re ad casus modo tractatos eru-
endos formula XX. 1) utendum est.

Jam si in r. ponimus m =n, in t. tamen n = 0, ipsornm A, et
B, obtinemus expressiones has:

Aﬂ——gl‘ ‘l A-- r‘_ ( ) B'-——G ,B —F._l( ﬂ)’
ubi constantes arbitrarise nullitati aequiparatae sunt, quae quum nisi
constantes adhuc indefinitas in ipso U contentas afficere possint.

Aequationis p. itaque est integrale completum

u. o =1 (3_;X,+s' 1’.)

+ 3P @) Xt v (DT

Integratio sequationis s. formulam generaliorem suppeditabit. Sit
enimn proposita aequatio

V. a* :L;+%:+E:i} ﬂ+uV( )+ﬂ" (_—):

ubi ' = (2 — 2,)" + (y — )" + (£ — 2,)", stque 2,3, sb ipsis z,y,2
independentia. Manifesto ejus integrale completum habebitur, si alicui
ejus integrali particulari integrale additur completum U sequationis
XXVIIL 1). Quod integrale particulare ita eligimus, ut sit functio mers
ipsus r. Quo pacto v. in hanc transit:

A | 2 du "+“V'(%)'H”'(_%)

drt T dre ™ N a' T

unde integrale illud particulare hoc est:

"= — }(ue_" +ﬁﬂ;),
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eritque generaliter
w. u=U—1} ae ° +§a:).

Bi tamen loco «,f datas functiones ipsorum z,,y,,# ponimus
¢ (%, ¥, 2) et ¥ (x,,¥,,), (quae in ipso U/ continentur constantes arbi-
trarise et eaedem pro talibus functionibue haberi debent), poniturgue
dz, dy, ds, = dm, esse elementum dati voluminis ¥: si porro integralia

j'udml, fUdml
iterum vocantur u et U, poniturque
e Sl nE) e (D) im
erit (vide XXVIIIL)
1) u, integrale sequationis
d'u, i'u,.
' d:’ + il'} "
aut hujus
o (5% 4+ 9 ay t i) = + 42a*(V (3, 9, ) — 9(x, ¥, ),
prout punctum z,y, ¢ extra sut intra volumen ¥ versatur;

2) simul est
y- “-U—L] I'F'*’—“+¢"ﬂ;}f‘"'|
integrale completum aequationis
d'u
o Id:’+dy'+dl'l "

Suppositione igitur speciali de functione w, ex expressione ipsius u
tres integrationes sbierunt, vel potius nullae tres integrationes ad illas
accesserunt, quae in ipso %, perficiendae sunt, quod tamen e compara-
tione mequationum XXVII. et XXVIIL 2) exspectandum erst.

De lools geometriois, quae in motu permanenti eleotricitatis
respiciends sunt.

14.

E formularum §' 11. sqq. complicatione satis intelligitur, priusquam
de functionibus %, et v, & quibus problems pendet, certa conjectura
facta sit, determinationes accuratiores proponi non posse. Nihilominus
tamen haec in universum observare juvat.
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Potentiale quum in toto spatio continuum sit, in unoquoque igi-
tur puncto unum tantum valorem recipiat, omne punctum necessario
in una vel altera superficierum v = ¢, nunquam autem in duabus earum
situm est. Quodsi igitur constantem e continue mutari statuimus, eve-
nire oportet, ut corpus attrahens aliqua harum superficierum in puncto
aliquo tangatur. Talia antem puncta a ceteris omnibus superficiei pune-
tis eo differunt, quod in iis attractio in superficie perpendicularis est.
Jam si P = 0 est aequatio superficiei, punctorum illoram conditio ana-
lytica aequationibus
¢ dv dv_dv_dP dP dP

" drx dy de dx dy " de
. P=10

expressa est. Curva [. est locus geometricus eorum punctorum, in qui-
bus superficies systematom v = ¢, P = ¢’ inter se osculantur. Eodem
modo locus omninum punctorum, in quibus systematum w =¢, P=¢
superficies se tangunt, eo excellit, quod superficiem iis punctis, in qui-
bus flumen electricum ad superficiem perpendiculare in spatium exter-
num effunditur, secat. Aequationes ejus sunt:

dw de dw _dP dP dP

dzr " dy " ds dz " dy " ds’

atque ad ora etiam ejus invenienda, addenda¥est sequatio .

Ex harum curvarum definitione perspicoum est, eas, simulatque
una vel altera superficiernm P = ¢' cuspidem praebet ant in unum
punctum recidit, se mutuo secare. In sphaera igitur utraque per ejus
centrum permeat.

Tom vero es curva, quae superficierum w = ¢, v = ¢’ osculatione
gignitur, consideranda est. Cui triplicem esse originem, superficiernm
systemate u = ¢” assumpto, statim intelligetur. Attractionis directio in
ea cum flumine electrico congruit; sequationes ejus sunt

dw dw dw __do dv do _du du de,
b dx " dy " dz dr dy " ds dx dy  ds’

a.

quarum, prout una vel altera origo consideratur, pars una omitti potest.
Tribus his curvis respondent superficies hae:

' de d P de d P de d P
£ drdz Taydy Tdsa: ™
dw dP dw dP duw d]F
dxdz VT aydy T35 as =

de o dv dw de dw
dx dx +dydy + de ds

0,
0,

0.
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Prima earum, {’, superficiem 7. secat in curva, in qua attractio
in planum superficiem tangens incidit: altera, 8°, cum 7. conjuncta om-
nium punctorum hujus superficiei definit locum, in quibus flumen elec-
tricum in planum tangens incidit. Tertia denique locus est omnium
punctorum, in quibue flumen electricum in attractione perpendiculare est.

Jam vero haec loca geometrica ad motuum ratiomes in faciliori
conspectu pomendas aptissima sunt; in omnibusque doctrinis cognatis
eorum inveniuntur similitudines; praeterea arctissime cohaerent cum
Maximi et Minimi determinationibus, quibus parumper immorabimur.

Curvae {. et superficiei {" nulla alia, ut facile patet, puncta com-
munis sint, nisi quae sequationibus

d dv do aP dP dP

d—:_n ay=0 ,=0et 5 =0 &;‘“ =0
definita sunt. Posteriora haee, quorum jam supra mentio facta est, si
negligimus, videmus, curvam [ et superficiem {’. communia habere
omnis puncta, in guibus potentiale Maximum, Minimum vel Maximo-
Minimum est.

Jam sint z, y, # talis puncti coordinatas, v, in eo valor potentialis;
coordinatarum origine ad illud translata ita ut E, %, { fiant coordinatae
novae, pro omnibus punctis vicinis accipimus

L
E(U—v,]—%} 'F+"'+2$';'ﬂ:+"'r
in qus altioris ordinis termini neglecti sunt.

Punctom autem z,y,# si in spatio externo situm est, coéfficien-
tium ipsorunm £, %% {* summa evanescit; est igitur una trium harum
quantitatum praedita signo & duabus reliquis diverso. Jam si v varia-
mus, illa sequatione significatur copia similium similiterque sitarum
superficierum sccundi ordinis; atque valori v = v, respondet conus, qui
est finis inter duo systemats, quorum alterum hyperbolica, alterum
elliptica hyperboloidea continet. Qui quum simul sit omnium harum super-
ficierum asymptota, singulae superficies utrarumque copiarum paulum
a vertice ejus distantes, ei celerrime appropinquantur.

Sin autem punctum z, y, # in interioribus corporis attrahentis situm
est, id accidere potest, ut superficies illae in ellipsoidea transeant.

Eodem modo superficies 6. secatur curva 6. in omnibus punectis,
in quibus pressio electrica valorem maximo-minimum aceipit.

Denique omnis puncta, quibus loca ¢. et ¢. communibus utuntar,
aut hujus generis sunt aut illius, quod supra consideravimus.

Quam in corpore interiore semper sit

d'w | d'w | d'w

det T ag T oue =0
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in secundo punctornm genere hyperboloidica tantum systemata consi-
deranda sunt; in gquorum centro flumen electricum, pro horum pune-
tornm naturs, nullum est. Sed utriusque systematis superficiernm tam
magna ad asymptotarum conum appropinquatione non procul a centro
flumins fortissima existere oportet, quia hoc loco pressiones electricae
diversae intensionis proxime sibi sunt oppositae, simulque flumen elec-
tricum virium illarum differentise directe, distantise inverse proportio-
nale est.

Quae observationes si conjunctae com determinationibus nonnullis
de motu electricitatis in corporibus male conducentibus, quae mox se-
quentur, ad athmosphaeram terrestrem applicantur, — de consideratione
hic sermonem esse levi tantum approximatione valitura vix monendum
videtur, — memorabilia quaedam sequuntur, quae tamen hoc loco sup-
primere debemus, quum ad campum quendam a proposito nostro nimis
remotum pertinentia, ex adjumentis alienis vigorem disiderent.

De motu permanenti electricitatis in corporibus male
oconducentibus,

15.
Jam ad extremum consideramus eum casum, quo corpus A4 ita

comparatum est, ut fractio %, quam = a* posuimus, valorem wvalde

exignum obtineat. Talia corpora si existunt, manifesto praecipue cor-
poribus male conducentibus adnumeranda erunt. Neque tamen statim
contendere licet, quod postea demum probabitur, ipsum a® in omnibus
corporibus male conducentibus perparvom esse.

Ex sequatione in interioribus ipniua A locum habente

"= ﬂ"{n‘:' + riy‘ + dl']

suppositione illa sequitur, quoties expressio

dl

n"a;'+dy'+dl - K

non valore gaudet valde considerabili, densitatem w et ipsam minimam
fore, et vice versa, gquoties in interioribus ipsius A densitas w aliquo
loco valorem accipit, qui mensura definiri potest, expressionem K in
eodem loco valorem admodum magnum necessario induere.

Circa punctum z, y, # superficiem clausam ponimus infinite parvam,
guaeé volumen dm continet: secundum § 4. 1)

kEKdm
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erit quantitas, qua flumen conductivum per dm transeuns, ubi in vo-
lumen hoc intrat, valorem superat, quem obtinet, ubi e volumine
eodem progreditur. Quoties igitur K in loco quodam permagnum est,
flumen conductivuam, ideoque etiam flumen electricum completum mu-
tationes rapidas patitur.

Unde videmus, in interioribus corporum ejus naturae, qualia supra
descripsimus, densitatem electricam generaliter valde exiguam esse;
quoties tamen illa in aliqguo loco mensura definiri potest, intensitatem
fluminis electrici in eodem loco rapidas subire mutationes. In interiori-
bus talium corporum igitur evenire potest, ut in certo loco flumen
electricum valorem considerabilem habeat, dum flumina circumfusa ad-
modum parva sunt.

Constans @ hujus phaenomeni conditionem praebet. Quoties enim,
ut rem ad omnia corpora extendamus, in interioribus corporis cujusdam
densitas electrica alicubi tanta est, ut quantitates ordinis a* cum illa
comparatae pro levibus et parvulis haberi possint, semper violentae
illae electricitatis vicissitudines exspectandae erunt.

Longe diversa in superficie ipsius 4 eveniunt. In aequatione U.
§' 6., si ponimus '+ 4 = u,, hanc illa formam induit:

kliu 2h d¥V

Frasry Il q(u,—u) =0,

ubi ¥ est potentiale omnium copiarum electricarum obvenientium. Ex
hac aequatione patet, ipsum u in propinquitate superficiei generaliter
valores finitos obtinere, talibusque directionibus, quae superficiei paral-
lelae sunt, non nimias mutationes passurum esse.

Jam legem determinabimus, qua densitas electrica a superficie inde
decrescit, suppositione nitentes, ipsum u in interioribus ipsius 4 non
valores nisi exiguos induere. Qua in re omnes quantitates negligemus,
una cum ipsc @ evanescentes.

Quod ut impetremus, initio coordinatarum in punctum superficiei
ipsius A4 translato, perpendiculum in illo puncto introrsum spectans pro
axi positivorum x sumemus, axibue ipsorum y et £ in plano super-
ficiem tangenti sitis. Eas denigue tantum corporis partes considerabi-
mus, quae in axi ipsorum z jacent,

Quibus positis babemus sequationes:

d'u
[d:’+d—"+d:'l u
ot pro z =10
. du ehd¥V

kﬁ-+ e dz-l-q(lll—“]-ﬂ.
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Quarum prior, posito z = af, in hanc transit
d'ﬁ' ata (dy' + d:'] =

vel si supponimus, quod ex observatione supra facta sequitnr, quanti-

da? d . .
tatem d_;r"+d:: non nimio valore gaudere
d'u
de‘i_“r
exX qua

w= Ae "+ B,

we Ae * + Be®

sequitur. Quum autem densitas w e suppositione nostra in interioribus
ipsins 4 non valores nisi exiguos induat, ponendum est B = 0, obtine-
musque legem quaesitam, formula expressam hac

X = de °

r

ubi A de uno perpendiculo ad alterum variatur.

Jam ut ad ipsum A determinandum sequatione uti possimus pro
z == () locam habente, observamus, e formula IV. § 8. eadem, in qua
hoe loco acquiescimus approximatione haberi

N d% 1
dxatn + u--:l"’ IAEF + a—f.&}d.&,
vel

1
d -
ku-{-?u— th-af(ud; + :,-).dnfa,

Quum igitur quantitas ku + !: v, ideoque etiam ejus quotiens dif-
ferentialis ipsi a proportionalis sit, hunc in aequatione nostra negli-
gamus necesse est. Quae itaque, si v, designamus potentiale omnium
copiarum electricitatis externarum, loco u ejus valore A substituto, in
hane transit:

2hd
e ﬁ:‘:: +{]‘(MI—A}—U,
unde
A= + 2h dy
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denique

o= (o 242)

sequitur.

Itague electricitas in corporibus, qualia consideravimus, nonnisi in
profunditates valde exiguas procedit, densitate ejus in progressione
geometrica decrescente.

Hae deductiones, quae cum ratione, qua electricitas in corporibus
male conducentibus versatur, optime consentire videntur, nostrae theorise
proprise sunt, neque ullo modo e theoria hactenus accepta erui pos-
sunt. Re vera hasec theoria e nostra sequitur, si ubique (nisi forte in
calculis approximatis modo propositis) ipsum a in infinitum crescere
statuitur: dum caleuli modo peracti e contrario ipsum a infinite par-
vum esse supponunt.

Quae phaenomena sutem quum in omnibus corporibus male con-
ducentibus appareant, sequitur, ut in omnibus his corporibus a sit
quantitas admodum parva. B8i enim in corpore male conducenti, in
quo igitur k perparvum est, ipsum @ valorem acciperet finitum vel
adeo infinitum, secundum calculos nostros electricitas non in super-
ficie ejus moraretur, sed denmsitate sensibili per tota ejus interiora
penetraret.

Formulam x. sub certis conditionibus ad substantias qualescunque
extendere licet. Ipsum enim @ “quoniam pro datis substantiis per
certas lineas repraesentatur, quas hactenus tacite ad mensuram omnibus
corporibus communem rettulimos, manifesto illud valorem numericum
e0 minorem impetrabit, quo major erit unitas longitudinis, quae singulis
casibus in calculos introduecitur: et viece versa, Itaque si in disqui-
sitione corporis, cujus dimensiones respectu linease a valde considera-
biles sunt, unitas longitudinis satis magna et caleulis accommodata ad-
hibetur, linea & numero valde exigno exprimetur.

Inde sequitur, ut form. *. ad omnia corpora qualiscungue valeat,
quorum dimensiones respectu lineae & satis magnse sunt.

Nec minus vice versa patet, legem illam etiam in corporibus quam
pessime conducentibus tandem necessario irritam fleri, si dimensiones
eorum magis magisque diminuuntur.

Cogitare licet, constantes k et % a se invieem pendere, ita ut
altera mutata et altera mutetur. Sed hoc jam evictum est, ipso k in

indefinitum decrescente, quantitatem % multo saltem lentius decrescere

quam k, ita ut ratio % denique cum k evanescat. Eodem modo e
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consensu calculorum §' 7. cum observationibus in bonis conductoribus
institutis percipitur, crescente conductibilitate etiam qnantitatem a*
augeri, ita ut etiam in hanc partem quantitas i' multo lentins varietur,
quam conduetibilitas E.

Quamquam igitur secundum nostram theoriam modus, quo elee-
tricitas in corpore quodam distribuitur, vere e valore pendet, quem
constans ¢ in hoc corpore induit, tamen corporum in ordinem digeren-
dorum rationem semper e conductibilitate eorum petere licet, quae
quum in determinatione ipsius @ omnino praevaleat,

Dvie beiden letzten Seiten dee Uriginals enthalten:

VITA.

Natus sum ego Elwin Bruno Christoffel in oppido Rhenano Montjoie
anno 1829 die 10. Novembris patre Francisco Carolo, quem morte mihi ereptum
logeo, matre Maria Helena o. g. Engels, quam vivam sdhuc veneror.

Fidem confiteor catholicam.

Primis literarum elementis domi imbutos Coloniam Agrippinam me contuli
gymnasisque, quae ibi florent, primum Catholicum deinde Frideriei Guilelmi
quingue per annos frequentavi.

Maturitatis testimonic munitus Berolinom petii, ubi ub [1. Busch rectore
magnifico in civiom scademicorum numerum receptus et ab I1l. Boeckh decano
spectabili in album farultatis philosophicae relatus sum_ Per quadrienninm lec-
tiones audivi virorum [lostrissimorom, Clarissimorom, Experientissimorum

Borchardt, Lejeune-Dirichlet, Dove, Eisenstein, Encke,
Joschimsthal, Lichtenstein, Magnus, Mitecherlich, Obm,
Steiner, Trendelenburg, Wiedemann.

Quibos omnibus viris de me maximes meritis summes quam possum gratiaa

ago semperque habebo.

THESES.

1. Mathesis ad omnia valet, quae mensuram et ordinem babent.

2. Non dari saltom in nators est propositio mere theoretica.

3. In calenlo infinitesimali methodus differentialium est ompium praestantissivis.
4. Velocitatem, qua calor propagatur, finitam esse dico.
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Uber die Gaufsische Quadratur und eine Verallgemeinerung
derselben.

(Journal fiir die reine und sogewandte Mathematik, Bd. 65, 18568, 8. 61—82.)

Das Folgende enthilt eine neune Darstellung des bekannten, von
Gauls (Comm. Gott. ree. 1814—15) erfundenen Verfahrens zur an-
geniherten Berechnung bestimmter Integrale. Im Anschluls hieran
wird dasselbe in der Weise verallgemeinert, dals zu einer Anzahl be-
liebig gegebener Zwischenwerthe die dibrigen nach den von Gauls auf-
gestellten Prinzipien susgewiihlt werden. Diese neue Methode kann in
verschiedenen Besziehungen von Nutzen sein, wie weiter unten nach-
gewiesen werden soll.

L

Da die spiiteren Entwicklungen in stetigem Zusammenhange mit
den Formeln filr die mechanische Quadratur im Allgemeinen stehen,
s0 kann eine kurze Herleitung der letztern nicht figlich umgangen
werden. Sei

(1) f(z) = A(z—a)(z—a) -+ (z—a),
go fillt die Fonktion

Fa@) . Fe) . . Fa)
(2) ()= ﬂ"}lr"ta.}{z- @) + [ ay)(z —ay) L [ (ag)z—a,)

mit der Funktion F(z) fiir die Werthe z = a,, a,, ... a, zusammen,
fU:;t“ ist g(a,) = F(a,), ¢(ay) = F(ay), ... ¢(a,) = Fa,). Aus (2)

i
(3.) fq:[s]az
{:}3: F(a,) fﬁm}ﬂm _ [n ff{x}ﬂ:
f{ﬂ;}\fw—‘: flay

E. B Christoffel, Bumm.l.hhlldhnm L
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und dieser Ausdruck 'ist bis auf einen bestimmten Fehler gleich dem
1

Integrale [ F(z)iz.
Um -dia in (3.) angedeuteten Integrationen suszuftihren, ist im All-

gemeinen folgender Weg einzuschlagen. Ist w eine beliebige, aulser-
halb der Grinzen — 1 und 1 liegende Griifse, 80 hat man identisch

1
flz)dz f{u‘,l B‘n: f{:} ,l"{r.} u—1 fix) .l“(i.] oz
X +f 8r = {“]Ig 1 +f S B

Da f(z) eine rationale ganze Funktion von z vom n*® Grade ist, so ist
fi&@) — v ebenfalls eine solche Funktion vom (m — 1)*® Grade von =

wie r:n . Setzt man demnach

4) f ) =19 5z = £, (u),

so ist f(w) eine gnnm Funktion (n— 1) Grades, und
(5) . "0tz — g i)

=1

Diese Formel bleibt offenbar selbst dann bestehen, wenn u zwischen
die Grinzen — 1 und + 1 fillt, sobald nur die unter dem Integral

linker Hand stehende Funktion ;{_x'.:‘ innerhalb jener Griinzen iiberall

endlich bleibt. Die Formel (5.) gilt daher, wenn w einer der Grilsen
a,, a5, ... a, gleich gesetst wird, unter allen Umstinden, migen diese
Grifsen aulserhalb oder innerhalb der erwiihnten Griinzen liegen. Da-
durch geht die Gleichung (3.) in folgende (iber:

1
. hilay) i (3) 1G]
__[n;:{m}ax fa) F@) + e @) + -+ 5% Fa,),

und man hat anndhernd

1 1
(1) [Fz)oz = f (z)éz.
=1 -
Durch Zerlegung in Partialbriiche folgt: .
fiw) _fi(@) 1 fils) 1 Y ACH B
fo) = F@) w—a, ' fla) uw—a fay wv—a’

8o dals ':!{ | der mittelst der Zwischenwerthe a,, a,, ... a_ berechnete
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1

angeniiherte Werth des Integrals J E_r—“_f ist; und wenn man dies in (5.)
anwendet : .

f(z) o=
) f o

L) 1 ) 1 fla) 1
=10 (8350 + Py ia Fray wma Py s

Setzt man von jetst an

) ﬁ‘la: = fi(w),
so ist wegen (5.) -
(10) f)Ig 21 = £,w) + (W),
und wegen (8.
filw) 1 ﬂ (@) 1 f, (a,) 1
at) fﬁ P et P it ey s

1)

-

Ea ist somit hiw) der Unterschied zwischen dem wahren und dem an-

geniherten Werthe von f “ﬂf; - lgﬂ!- Entwickelt man daher in
1

=1

(11.) die linke Seite nach absteigenden Potenzen von w, und setzt den
1

Uberschufs des wahren Werthes von J ¢z Uber den angeniherten
=1

Werth desselben, nimlich

(@) g (@) fi(@) g
(12) f"”_[rm tramat i) =k

so erhilt man:

(13) Byl 5+-f,«.;t?
Setzt man andererseits )
(14) f f(2)iz = 4,
und allgemein i
(16.) ' _{l'f(z)s-az- A,
-

b.

falw)
fiw)
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ferner
1 A A" A"
f{uj = + wmtl +,-'l+l + -y
8o ist
AI.
(16) hw=2+a 444
und
A A A+ A4 A A4 A A
(17.) ;g:;_ L E jr“ 4 4 +A,m+ S

mithin ky =k =k =--- =k, _, = 0. Die Formel (7.) liefert also alle-
1
mal den gensuen Werth von J F(z): z, so oft F(x) eine ganze Funktion
-1

ist, welche den (» — 1)** Grad nicht @bersteigt. Man hat ferner
ky=A A, Kk, =A A+ AA", k  =A A+ A A"+ A A", ete
Kann man nun f(u) so bestimmen, dals in der Entwicklung von f;(u)
die m ersten Gliadnr, also in der Entwicklung von f(u]lg:—i-; die
(lieder, welche - :, g ot i_ enthalten, von selbst wegfallen, so be-

u

ginnt die Reihe fur #® mit dem Term ~‘=¢*  und die Formel (7.)

ﬂ"j ™ +ugl?
ist filr alle ganzen Funktionen vom (m + n — 1)*® oder einem niedri-
gern Grade vollkommen strenge. (leichzeitig ist

k -Aﬂ*‘lJ"‘; kﬂ+h+l-A-+IA'+A-+IA", ﬁtﬂ,

'm 4 m

Es wird sich bald zeigen, dafs der hichste Grad von Genauigkeit,
welcher mit der vorausgesetzten Form von f(x) erreicht werden kann,
dem Falle entspricht, wo m = n ist. Es ist dies der nimliche Fall,
den Gaufls in der oben angefihrten Abhandlung, und Jacobi in
gegenwirtigem Journal behandelt haben.

2,
Das Folgende beruht auf diesem Lemma:

Unterwirft man eine ganze Funktion f(u) vom »™® Grade
der Bedingung, dals aus der absteigenden Entwiukllmg von

flu) lg:%: die Terme, welche % —, +++ —5 enthalten, von

L] “I’ "I
selbst wegfallen, so giebt es stets eine Funktion, welche diesen
Bedingungen genilgt, und dieselbe ist bis auf einen constanten
Faktor bestimmt. Verlangt man aufserdem, dafs das Glied mit

verschwinde, so wird die Funktion f{w) identisch gleich

l“I'-lvl
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Null, indem jener constante Faktor den bestimmten Werth
Null erhilt.

Dasselbe ergiebt sich leicht mittelst der Formeln (10.) und (14.),
denen zufolge ll]gamein der Coefficient von l in der absteigenden Ent-

wicklung von F[ﬂ}lg glamh f F(z)éx ist, vorausgesetzt, dals

F(u) eine rationale ganze Funktlun ist. Sei zuniichst f{u} 80 be-
stimmt, dab in (10.) fy(«) die Form

=2+ S+ -

hat, und sei ferner f(u) = P + Qi, wo P und @ reelle ganze Funk-
tionen von % sind; so multiplicire man die Gleichung (10.) mit P— @i.
Dann ist (P — Qi)f,(u) wieder eine ganze Funktion von u, wihrend
die Entwicklung von (P — @i)fy(u) mit dem Term % beginnt. Also

ist der Faktor von % gleich Null Da derselbe aber gleich

ST (P @iaw= [ (P + @ou

ist, und die Elemente dieses Integrals alle positiv sind, so mufls, wenn
das ganze Integral gleich Null sein soll, jedes einzelne Element ver-
schwinden, also, wie behauptet, f(u) identisch gleich Null sein.

Da somit die, in Bezug suf die unbekannten Coefficienten der
Funktion f(u) linearen Gleichungen

4,=0, 4,=0, ... A=0, 4,=0

von einander unabhingig sind, indem sich aos ihnen filr jede der
(n + 1) unbekannten Gréfsen ein einziger Werth ergiebt, so folgt, dals
man unter den (m + 1) Coefficienten von f(w) wenigstens auf eine Art
ein System von n derselben so auswihlen kann, dals die » Gleichungen

(A) 4,=0, 4,=0, ... A=0

in Bezug auf dieses System von Unbekannten von einander unabhingig
gind. Denn wire dies nicht der Fall, so mfifste man, wie leicht zu
sehen ist, ans den Gleichungen

Ay =, Ay=ea, ... A =q, A-u""“-u

simmtliche Unbekannten eliminiren kinnen, was nach dem eben be-
wiesenen nicht mdglich ist.
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Da endlich die Gleichungen (A.) linear sind, so bestimmen sie das
Verhiltnils von n Coefficienten zum (n 4 1)*® auf eine einzige Weise,
wodurch obiges Lemma in allen seinen Theilen bewiesen ist.

Differentiirt man non die Gleichung (10.), und multiplicirt mit
u' — 1, so folgt:

1) @ -1 gitia2ry -1y r—1)%0,
und eine nochmalige Differentiation giebt:

(-0 i)gitiaa 2y 2 (w158 + 2 (w-1)%).
Diese beiden Gleichungen hsben wieder die Form von (10.). Nimmt

man aber jetzt an, dals f;(u) die Potenzen %. ;[. RERR ‘—:-_— nicht ent-
hilt, dals also

fo= S+ G+
ist, so folgt

a%({.ul_l) g_f:) ninf1)4, ., + -

I-I-!I.

80 dals die Funktion a%((ﬂ'—l]—g{')—-n(n+1]f,, nach negativen
Potenzen von % entwickelt, die Potenszen :, :—, y it %,-, 'ulTi nicht
. -
enthilt. Multiplicirt man daher die Gleichung (10.) mit n(n+ 1) und
subtrahirt sie von der vorstehenden, so folgt

(7w (@13 - nn + D1}l
=450t su (001 30) - ""~""‘13'f!"'{a«((“‘”aﬁ)"'(""'”ﬂ}*

und da der Faktor von ]g - dnn (» + 1)*= Grad nicht erreicht, so

folgt vermige des obigen Lammn, dafs er identisch gleich Null sein
muB. Da ferner auf der rechten Seite die drei ersten Glieder nur po-
sitive Potenzen von u enthalten, wilhrend das Folgende sich nur aus
negativen Potenzen von w zusammensetzt, und da diese beiden Theile
fiir sich verschwinden mfissen, so haben wir

(19) L(w=1)20) a4 1)r=0
(20,) 2@ -1 —nm+1)f=0,

(21) 2@ =125 —agm+1)f,+42 =0,
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Nach den bekannten Untersuchungen itber die Gleichung (19.) folgt hieraus

(22) f(u) = F,(u) = %Lifi;:éla-

- sl_ﬂa“utl W — ':_ : llt.ae‘.qs‘.‘.‘:!::: L
und wegen (9.)
(3) fi) = Qu(w) = f oz,

welche Bezeichnung von der gewihnlichen nur wenig abweicht. So-
dann folgt, dals die Gleichung

(24)) (=150 =nw+1) U — 4250
zu ihrem completen Integrale einen Ausdruck von der Form
(25.) U= AP, (w) + BQ,(w) + R,(w)

hat, wo R_(u) eine rationale ganze Funktion vom (n— 1)** Grade, und
nichts Anderes, als die bisher durch f; (%) bezeichnete Funktion ist. Die
Funktionen P, @, R stehen in Folge der Gleichung (10.) in der Relation

(26) P,w)lg T} = () + R (w),
oder such
(21) Q.() = P,(w)1g2E! — B (),

80 dafs nur noch die Funktion B (w) zu bestimmen @brig bleibt. Zu-
vor will ich aber noch die Formeln

@8) @ DPW) =0t (P — P,y ),

(E“ + 1)“‘?.(“] - '[:"' + 1}P.+1I:ﬂj + "'PI—I.[:“}#
(29.) 2+ 1)uQ, () =(n+ 1)Q, ., () + 0@, _,(w),
@0+ 1)uB, () = (1 + 1) By (8) + #Re_, (w)

einschalten, welche sich auf verschiedene Art, unter anderm auch mittelst
obigen Lemma's beweisen lassen. Setzt man z. B. in (18.) P, (w) fur

f(u) ein, so beginnt die Entwicklung von (w* — l}%"'“:l mit dem Term
— ':'5_4'_'1‘?7‘4“_1. Bedenkt man nun, dals man setzen kann

W — 1)P/(w)=akb,, (%) +bP,_ (W) +cP,_y(w) + -,
so folgt aus unserm Lemma, dafs auf der rechten Seite alle Coeffi-
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cienten, mit Ausnahme von @ und b, verschwindén. Die Bestimmung
der Constanten @ und b hat keine Schwierigkeiten. — Zur Herleitung
der Gleichungen (29.) hat man nur (26.) mit ¥ zu multipliciren, und
ganz ihnliche Betrachtungen anzustellen. Diese Gleichungen stimmen
ibrigens im Wesentlichen mit denen iiberein, deren sich Gaufls in den
artt. 17. und 18. seiner Abhandlung bedient.
Differentiirt man die Gleichung (28.) so folgt wegen (19.)
Pl — P (w) = (2n + 1) P, (w),
also auch
P (W)= P, _y(w) = (2n — 3)P,_,(w),

u. 8 f, woraus durch Addition

(80) Py, (8)=(2n+1)P,0)+(@n—3) P,_y(u)+@n—T)P,_ W)+

folgt. Vermidge dieser Formel geht die Gleichung (24.) in folgende

iber:

(51.) Ean' ({u'— 1) 2) —nn+ U
+4{Z2n—1)P,_,+2n—-0)P, ;,+(Zmn—9)F,_;+---] =0

Um pun zur Bestimmung von R, (u) iiberzugehen, bemerke man, dals

die Gleichung (26.) durch Aenderung des Vorzeichens von u und nach-
folgende Multiplication mit (— 1)*~! folgende (Gestalt annimmt:

P,()lg ! = (— 1419, (— W) + (— )R (—w),

woraus durch Vergleichung mit (26.) R, (—wu) = (— 1)"-'R_(v) folgt.
Da somit B, (u) nur die Potenzen w*-', u"~% u"~? etc. enthalten kann,
80 hat es die Form
R,(w)=0a,P,_,(w) +a,F,_;(w)+ o P, () +---
Setzt man dies in (31.) fir U ein, so folgt:
O=an—1)n—n(n+1)]P,_, + a[n—3)(n—-2)—n@=+1)]P,_,
+4(2n—-1)P,_, +4(2n-0)P,_,
+a[(n—5)(n—4)—n(n+ 1] P, _ +-
+4(2n—-9)P,_ +-,
und hieraus ¢ VFas
In—1 En—>56 n—9
G=2700 e=2pTh a=2ETy, uwew
Damit sind die verlangten Funktionen f, f,, f, vollstindig be-
stimmt; es ist ndmlich:
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(1(4) = (W) = s vt

fi) = Ry(w) = 2 {12 P, () + gn 1 Pass(w)

In—9
(32.) 1 + 5 m Las @+,

f(4) = Q) = P, () ig 2T} — R (w) = [Fa20=

fot1-%042---204m 1
= Ez t¢+1~h-|-3--+l|+tﬂ-:_1' ’ gtltl -

.

Den allgemeinen Ausdruck der Funktion P, (w) hat Gauls in seiner
Abhandlung gegeben, doch rithrt die elegante, obenstehende Form der-
selben von Jacobi her. Auch findet man bei Gauls den Aunsdruck
von @, (u) sowohl in Form einer hypergeometrischen Heihe, wie in
seiner Reduction auf einen algebraischen und einen transcendenten Theil.

Obgleich auf diese Weise die Coefficienten in der Gleichung (6.)
explicite dargestellt sind, so giebt es doch mit Ricksicht darauf, dals

in den GriBen ?.EE; dort fiir 4 nur solche Werthe zu substituiren sind,
welche f(w) verschwinden machen, noch einfachere Darstellungsweisen
fiir dieselben. Aus den Gleichungen
2 (= DPw) = n(n + 1) P,(w),
2 (@ — DRw) = n(n+ 1) R,(4) — 4P}(w)
folgt durch Elimination von n(n+ 1):
E L) a L} L]
P, du (s*—1R))— R_a—. (W*— 1P+ 4P P,=10,
und hierans durch teilweise Integration
(w*—1)(P,R'— R, P")+ 2P} =a.
Fiir w = 1 ergiebt sich hieraus a = 2, also ist identisch
._'_ [ r
83) 3 (RMR/(W)—R,wP/®)+Pw)=1,
mithin fiir alle Werthe von w, fiir welche P,(u) =0 ist:
1—wt g, :
(34) 5 P/ R,w=-1.
Daraus folgt filr die nimlichen Werthe von u:
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,l",lu} R,,{u} :l—u

(35, = Puwy ™~ — (B,(w)" = ul}{? )
Die erste dieser Darstellungen ist von Gauls gagehon; die zweite da-
gegen hat den Vorzug, dafs sie die Berechnung der Coefficienten ?—E:;
blofs von der Funktion P,(u) abhingig macht, deren numerischer
Werth bei der Auflisung der Gleichung P, (u) = 0 gleichzeitig mit der
Warzel 4 bestimmt wird.

8ind a,, a,, ... 6, die Worzeln der Gleichung P,(u) =0, so ist

(86) P =y = a) @ —ay) - (w—a),

folglich nach der zweiten Darstellungsweise

g( 1:9:3...» __)'
(37) fiw) _ \1-3-5---Bm—1]

} fla) ~ (—a)I+a)((@—a)(a—a,) (e, —a]*’
80 dafs simmtliche Coefficienten in einfache, leicht zu bildende Faktoren
zerlegt sind. Ich bemerke noch folgende Formeln, welche sich unter
der Voraussetzung, dafs P, (u) = 0 sei, aus (28.) und (29.) leicht er-
geben:
(38.) (I—u)P/(w) =nP,_,(w)=—(m+1)P,,,(w),

(39.) W) 21— 21 —w)

fw= wB_ ) (n+1E,,, )

Diese Ausdriicke treten durch Auflisung in lineare Faktoren in eine
interessante Beziehung sum Produkte

R.(a,) Ry a) Rya,)
P,(a)) Pjia) " P.la,)

Dies vorangeschickt haben wir das Resultat, dals, wenn F'(x) eine
rationale ganze Funktion von z ist, welche den (2n—1)** Grad nicht
iiberschreitet, man die streng richtige Gleichung hat

1

 Fix)s o(®) o B, (x) R,(a,)
w) J F(@)iz = 28 F(a,) + ) Fiay) + -+ 50 F(a)),
Lafst sich ferner F'(z) in eine nach positiven ganzen Potenzen von
z fortschreitende Reihe entwickeln, welche fiir alle zwischen — 1 und 1
liegenden Werthe von z so stark convergirt, dals man die Reihe, ohne
ithren Werth merklich zu indern, aaf ihre 2n ersten Glieder reduciren
kann, so gilt die Formel (40.) wieder ohne merklichen Fehler. Das-
selbe gilt, wenn man vermige der besondern Beschaffenheit von F(z)
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alle auf das 2n* folgenden Glieder in den sogenannten Rest der Reihe
vereinigen muls, wofern nur dieser Rest gegen F(z) vernachlissigt
werden darf.

Un hiervon eine Anwendung zu geben, werde ich die Interpola-
tionsformel (2.) fiir den Fall, wo die Grélsen a,, ay, . .. a, die Wurzeln
der Gleichung P, (u) = 0 sind, in eine andere Form bringen. Ich er-
innere zu dem Zwecke an die bekannten Formeln

[r@P@iz=0, [P@P@==y1,

von denen sich die erstere aus der Betrachtung des Produktes P, (u) @,.,, (%)
unter Anwendung der Gleichung (14.) leicht ergiebt. — Ist nun p+v<2n
und auch 2v<2m, o mub man mittelst der Formel (40.) den genauen
Werth dieser Integrale erhalten, und es ist somit

(41) 2 B@P,@F g =0

42) 2r@P@E9 -0

wo die Summen sich auf die Werthe a =a,, a,, ... a, beziehen. Will
man jetzt die Funktion F'(z) durch eine Funktion f(z) vom (n—1)*®
Grade ersetzen, welche mit ihr fir die Werthe r = a,, a,, ... 4, Uiber-
einstimmen wsoll, so kann man setzen

f(z) = BFy(z) + B, Py(2) + By Py(x) + -+~ + B,_, P,_,(2),
und hat zur Bestimmung der Coefficienten 8, 8,, ... f,_, die Glei-
chungen
F(a,) = BPy(a,) + B, Fy(7) + By Py(a) + -+ + B, Po_y(ay)
Flay) = BFy(ay) + B, Py (o) + By Py(ay) + -+ + oy Poa_y(ay)
F(a,) = BPo(a,) + By Pi(a) + B Py(a) + - - + B,_ P,y (a,).
Multipliciert man diese der Reihe nach mit

L] U R, 7 wh®,
P@) g, P e, . Pa) e

- und addirt, so fallen wegen (41.) alle § weg, deren Index von » ver-
schieden ist: da hingegen nach (42.) der Coefficient von §, gleich

ist, so folgt
‘lr+lzl F(a) P,(a) P,:{a:;’

2-1-1
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wo die Bumme wie oben zu interpretiren ist. Die so bestimmte Funk-
tion f(x) ist mit der durch die Gleichung (2.) definirten @(z) identisch,
da beides rationale ganze Funktiomen (m — ])** Grades sind, welche
fitr »+ Werthe von z mit einander @ibereinstimmen. KEs ist also

(43) 9(z) = 2‘ 141p ) 2 F@P,@) 5.

Ist F(z) eine ganze Funktion (n — 1) Grades, so fillt diese Formel mit
der bekannten Entwicklung sussmmen. Setzt man z. B. F(z)=""2— =),
80 ist @(z) = F(z), ferner F(a,) = PT‘ , mithin

¥
fr4+1 Py(a) B,(a)
= RSP
I LE . R, ia) Py F,iyy— P,(a) R,(a)
g IP"{” Plla)y-—a P‘!':'Z y—a ?F}I

In diesem Ausdrucke ist die erste Summe gleich R _(y); die andere
kann, da P*{!E:.?f’] eine ganze Funktion von z ist, welche den 2n™® Grad

1
. M Pf‘.’}'— Pf{m}
nicht erreicht, nach (40.) durch das Intagﬂ.lf— =8 dz =R (y)
-1
ersetzt werden. Folglich ist

B, =2+ (P,yR,@w — PwR,@)
und

.tr}—P_Lv_ 2"ﬂ|P,{g)R.(y1 P (y)R,(y)} P,(x).

Setzt man hier fr und fy statt z und y, so Uberzeugt man sich
leicht, daB B, hochstens vom (m— v — 1)** Grade sein kann.
Die erzeugende Funktion der Ausdriicke

I - Pl(“}ﬂlll-l(“) - Pl'i-l[“]'ﬂl(“]?
nimlich v —%.'H‘.z", geniigt der Differentialgleichung

(1— 20z + 2 20 4 (2 —w)aro = 227,

wie man durch Substitution der Reihe fiir v mittelst (29.) leicht veri-
ficirt; und es findet sich
Y 2 S M
Y1 —2uz 2 ].f’lu-!sa:-{»-.t'
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Daraus ergiebt sich
-2 S WP, W

also wenn v < n:

ﬂ =r=i=1
P,R,— P,R, —22 e Y t

wodurch die oben nachgewiesene Reduktion bewerkstelligt ist.
Eine interessantere, auch in der Folge niitzliche Anwendung von
(43.) ist folgende. Setzt man in dieser Formel
n P@F,_—PF.WPF,_, ()
r—y *
so erhilt man wieder q:r[z}— F(z), da letatere Funktion in Bezug auf z
ganz und vom (n—1)*® Grade ist. Es ist aber

Foy- 3 B

F(z) =

folglich

g .2+t SR PP (@R,

™ 3 2 y—a F,(a)
Aus (38.) und (84.) folgt weiter
(1—a)P/(@)=nP,_,(a), (1—a")P,(@)R,(@)=nP,_,(a)R,(a)=2,
mithin

dr41 Faly) Fla) 2wl

8, = 2 yuuP @) ’ F,(y).
Es ist daher identisch
(W) 2 BOPLO-ReRE 2; By b ),

z—y
wie man auch durch Multiplication mit x —y und Anwendung von (29.)
verificiren kann.
3.

Sei jetzt, um zu dem in 1. angedeuteten allgemeinen Falle #iber-
zugehen, f(u) eine Funktion vom (m+ n)*" Grade, welche die Eigen-

schaft hat, dafs sus der Entwicklung von f(v)lgT die Terme —,
:‘;, -—1.; wegfallen, und sei wie frilher

(1) f®) = ”?_l__f“’ oz
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seien ferner a,, ay, ... a,,, die Wurzeln der Gleichung f(u) = 0, so
giebt der Ausdruck

= E A m

@) Q=D 18 Fa)

=1

1
im Allgemeinen einen genitherten Wert des Integrals f F(z)éz, wihrend

er dicsen Werth geasa darstellt, 30 eft F{s) eine gamse Funkiion is)
welche den (2m 4 n —1)*® Grad nicht fbersteigt.

Zur Bestimmung der Funktion f(w) bietet sich zuniichst ein Weg
dar durch die Gleichungen 1. (14.), (15.), denen zufolge die erwihnte
Eigenschaft von f(u) durch die Gleichungen

@)  [f@ox=0, [flziz=0, ... [f@)ztiz=0
bedingt wird.

Da diese Gleichungen nach dem in art. 2 Eingangs Bemerkten
von einander unabhingig sind, so lassen sich sus ihnen m Coefficienten
von f(u) durch die fibrigen (n 4 1) susdriicken. Geht man also anf
die Wurzeln von f(u) zurilek, so sind durch die Gleichungen (3.) m
dieser Wurzeln durch die lbrigen n auf eine einzige Weise bestimmt;
letztere dagegen bleiben vollkommen willkiirlich. Genau gesprochen
besteht also die vorliegende Aufgabe darin, daB man diejenige Funktion
f(u) vom (n+m)* Grade bestimmen soll, welehe den Gleichungen (3.)
Gentige leistet, und fiir gegebene n Werthe von u verschwindet. Zu-
gleich ist ersichtlich, dafs diese Aufgabe stets eine, und nur eine ein-
zige Losung zulifst.

Gegenwiirtige Methode gewihrt demnach die Mdglichkeit, bei der
angeniiherten Integration einer gegebenen Funktion alle Vortheile zu ver-
einigen, welche einerseits aus der Berficksichtigung des numerischen
Verlaufs dieser Funktion, und andererseits aus der Anwendung der
Gaufsischen Methode entspringen kénnen. Man wird ndmlich jene n
willk@irlichen Wurzeln so wihlen, dals fir sie die Funktion F(z) be-
sonders einfache, oder auch solche Werthe annimmt, von denen ein
grolser Einflufs auf den Werth des gesuchten Integrals zu erwarten ist.

Man kann aber auch in den Fall kommen, dafs der analytische
Auvsdruck von F(r) unbekannt ist, wihrend die Werthe F(a,), F(a,),
... F(a,) beispielsweise durch Beobachtungen bestimmt worden sind.
Kann man es alsdann dshin bringen, auch noch die Werthe von F(z)
fiir die ibrigen Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 zu bestimmen, so ge-
withrt die Formel (2.), abgesehen von den Beobachtungsfehlern, einen
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hiheren Grad von Genauigkeit, als sich mit jenen n und irgend welchen
andern m Zwischenwerthen im Allgemeinen wilirde erreichen lassen.
Seien also a,, a,, ... o, die gegebenen Wurzeln von f(z), und

(4) y=(z—a)(z—ay) ... (z—a,),

80 kann man setzen

(5.) flz) = y(A 2™ + A 2"+ - + AT).
Setzt man ferner

(6) Syrez=¥,

so gehen die Gleichungen (3.) in folgende tber:
0= A, Y, + A Y, ,+ +4]Y,
0m A Y, + ALY+ -+ AD'Y,
0 = ""-,Ylnui + "!;Ylu-l + - +A'L-JY-—~1I
und hiersus ergiebt sich, wenn y,, v,, ... vy, die Werthe von y filr

I =1, I, ... , vorstellen, und man von einem constanten Faktor
absieht

Tym)

(7.) f(z) = f‘j;l!l'l o YuE—E)E—x) ... (2 —2,)
-1

Oz, zy, ... 2,)5,°%" . .. 25~ 02,05, . . . 8z,
wo II(z), 2y, ... Ta) = (%y— 2,)(2y — 3,) (7 — 7y) ... isk Ist iy, 4y, ... 0,
irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... m, so ist dies auch gleich

o)
vfush - 9E—x)E—2)...(z—3,)
-]
Nz, 2,,...2 )z 2! ... 2 oz oz, ... 0z,
Bringt man aber in I7 die Indices wieder in die frithere Ordnung, so
erhilt z?, z!, ... 27 "' dasselbe Vorzeichen, welches es in der Deter-
minante
Etxlz...al '=1z,%,... £,)

hat. Folglich ist auch
(8.) I(m + 1) - f(z)

=) Uty a2 @~ 2) .. (=212, 23, .. 2) 02,02 .. %,

Dies ist der allgemeine Ausdruck der Funktion f(z), und es steht seiner
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Anwendung nichts im Wege, als die zahlreichen und unbequemen In-

tegrationen, welche er involvirt. Ich werde daher fiir einige besondere

Fille seine entwickelte Form hersetzen. Es ist fiir

m=0 f(z) =y

m=1f(z)=ylz¥,— ¥,|

m=2 f(z) = y ([ X~ Y, K] —2[ , Y, - L,F,] + [T - ¥, F,])

m=3 f(@) = y (P[5~ ¥, Y, Y+ B, Y, K, L, Y+ Y'Y, - T, 1, Y,]
- ';rll.ylnlr:l_ YIYI"" YEYIn_YlEYl+ YLIYB_ anlrs]
+2[ LY -Y, LY, + Y L, Y,— Y, Y, Y, + L, };'-Y,' Y]
— P -LYLY,+ Y, Y- LYY + Y'Y, - Y, Y, Y]

\ ete. ete.

(9)

Filr gewisse Anwendungen ist es nithig, die Gleichung (2.) in
eine andere Form zu bringen. Sei

y=(x—a)(z—0y) ... (z—a,)=A(2),
f(z) = yB(z) =yA,(z —b)(z = b,) ... (z—D,),
8o dals die Grdfsen b, b,, ... b, mit den frither durch o

a
T
.+. @,, . bezeichneten zusammenfallen. Sei ferner

LS §

Fla) 4
(10) () =2‘3£;—’j Am,

F(a) A(z)B(z) F(b) A(z)B(z)
(11.) w(z) -Zd'tn} (z —a) Ba) + B (b) (x—b) Ab)’

so ist die rechte Seite von (2.) nichts anderes als das von z = —1 bis
z = 1 genommene Integral von ¢(z). Man kanu aber diese Funktion
such in die Form
Fib) —g(b) Aix) B
(12) ¥(@) = 9@ + 2 5 e
bringen, indem beide Ausdriicke fir x =a,, ay, ... a,, b, by, ... b,
mit F(z) iibereinstimmen, und somit als Funktionen des (n +m — 1)*®
Grades identisch sein missen. Dies festgestellt, erhalten wir statt der
(leichung (2.) folgende:
1
Ay (o) 4 Fib) — o b) Ax) B(z)
(1s) & "Z 4w F@) +2"J1(MB"{&;{ 1 —u

x— b

welche fir die Anwendung gegenwiirtiger Methode einem neuen Ge-
sichtspunkt darbietet. Betrachtet man némlich

_f @)oz = D 3 Fla)
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1
als erste Anniherung an den Werth von J‘ F(z)éz, so stellt sich der
Audruck -

Fib) — p(b) A(x) B(x)
d-Z A(a}f{f»}'f z—b OF

als die Correction dar, welche man an jener ansubringen hat, um einen
genanern Werth zu erhalten.

So sufgefalst kommt also unsere Methode darauf hinans, die
Warzeln b, by, ... b, so auszuwiihlen, dafs die mittelst derselben be-
rechnete Correction 4 eine hihere Genauigkeit erreicht, als sich im
Allgemeinen mittelst irgend welcher anderer m Wurzeln wiirde er-
zielen lassen.

Ist k™ der bei der Integration von z* begangene Fehler, so hat
man nach art. 1 ™ e k™ e o cm k% =0,

im+m—1

tm 2:‘
F‘::::. + %’r:::‘f’ + o ?{:j Tiw) "'““ fx‘*‘f‘(ﬂ)ﬂ#‘,
also

1
‘:-n = lim ‘-;'E:;ﬁ - ijrr{x}af-
Aus (7.) folgt aber weiter, dals
Yym 41

rz-f{z}as-ﬁlyl !-H.H{xu ‘+1};nsl. _H::x,&x, ’axni-l.

der Coefficient der hichsten Potenz von z in
bim+ 1)
!f!;!& LR F-i-l{x_x[){x_ml} LR (#_xn-pl]
=1
S/ (CAF ST SN E ¥ T g N [

also nach der Bezeichnung der Formel (5.) gleich A4__, ist. Folglich
hat man allgemein

B, =g,
also z. B.
Y:I lvl. Yl
Y, ¥, Y, ¥, ¥,
Ll k:-u - "'5'1?;_5—: -":u =- Tﬂln—r'j—;r!-- ete.
| ¥, 1',_|

E B. Christoffel, Gesammalis Abhandlungsn. L L]
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4.
Obgleich die Entwicklungen des vorigen art. fiir alle in der Praxis
vorkommenden Fille ausreichen diirften, so werde ich doch eine zweite

Herleitung derselben nicht @ibergehen, da die gesuchten Ausdricke auf
einem andern Wege eine vollkommnere Gestalt annehmen.

Ist f(z) eine ganze Funktion vom (» + m)*® Grade, so kann man
stets setzen
f@) =AP, 0(@) + APy y(2) 4o+ Ay Pi(2) + Ay Fo(2)-

Sollen nun sus der Entwicklung von f{a:)lgz-_'-i die Terme ~, 2

T ¥ :'l ¥
?I,-,- susfallen, so sieht man aus den frither entwickelten Eigen-
schaften der Funktionen P, dals f(z) die Funktionen Py, P, ... F,

me=1

nicht enthalten darf, und es ist daher der allgemeinste Ausdruck der

Funktion (m 4 m)*® Grades, welche jener Bedingung geniigt, dieser:
[(2) = AP o(2) + 4, Py y(2) + - + 4, P, (2).

Diese Funktion soll ferner fiir z = a,, a,, ... a, verschwinden. Wenn

man dsher von einem willkiirlichen constanten Faktor absieht, so er-

hiilt man _

(1) f':'f') =X+ P'+'(I) Pu+--1(a1} P-+--I(“’I] oo Pp(a),

und es handelt sich darum, diese Determinante durch das Produokt

(z—a)(z—a)...(z—a)

wirklich zu dividiren. Fiir » =1 gelingt dies mittelst der Formel (44.)

art. 2, Setzt man nimlich dort m + 1 statt » und a, statt y, so er-

giebt sich

@ P a)— P, (2P, 2 tm41N2s 41
(2) Pan@Talb) = PP &) 2 _j_fl 1P @) P a).

Ich werde jetzt einen Hiilfssatz beibringen, durch welchen man von
vorstehender Formel zur Division der Gleichung (1.) durch den Ausdruck

(t—a)(z—a)...(z—a,)
gelangen kann. '

Bezeichnet man die in (1.) rechts stehende Determinante durch .,
80 bilde man die Funktion

8.4 &
(5} Ue P“-_-IIE'}I?P.+,.I:G‘}I Prsm- |{¢:}EP‘+”|{“.] 4.
. F—a)x—ay)...(x—a,) " [z—ay)...(x—a)z—a)
E
+ n+- ltdn:'ap Hh{a": ~
z—a)iz—a,)...(z—a,_y)’
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also
(ﬂﬂ—ﬂ:}(-f'"ﬁ) (z—a)U

_{'f al]Pu-}-—j‘.ﬂH)ap +|:'t al]Pl+l—I{al)aP :|+-'-

t@E—a)F, -, (ﬂ-)ma‘
Nun ist nach den hakmton Eigenschaften der Datarmimt-an

-+--:{E)3P { +Pl+-—1{“]}ap {;‘}']'

+ P‘l-{-l-l{'ﬂl\] ﬂP ‘_-{Il-:l ﬂ
mithin vorstehendes gleich
a4 d.d .
— [IP'+-_1{I}3—P‘m + GEPH-I-'I'-l(aljm =+ . .I f

Transformirt man hier die Faktoren der Partialdeterminanten mittelst
der Formel (29.) art. 2

8P,y (0) = ot am =5 Poen )+ gyt gm— Pasm-s(W),

so zerstiren sich alle Glieder, welche Faktoren von der Form

n4m—1
intam—i Inem-1(¥)

erhalten, und dieser Ausdruck argmht sich gleich

nim a4
iﬂ+i-—1 +H(JEP c#} P-+-(ﬂ1)ﬁ-—*-—-{-;‘:i+...l
fl 4 m
!ﬂ-{-ﬂn—id
Daraus folgt die Formel
I __‘!d_ _ __!H-!-_I_n—;[
(4) T—a)z—a,)...(x—a,) e U.
Da die partiellen Determinanten P Pa,. @ "on derselben Art wie

selber, aber eine Ordnung niedriger sind, so reducirt sich durch (4.)
die Herstellung der Quotienten zur Linkan aof die von n andern Quo-
tienten derselben Gattung, in denen Zihler und Nenner um eine Ord-
nung niedriger sind.
Mittelst der Formeln (2.) und (4.) erhilt man
Z+ Psy(®) Py s 1(@) P ()
(& — @ )(x —a,)
P (a,)
t:—t: {PII+I( ) __u_n;M _H(a'}i_%li:_i_zﬁ_']

Ilﬂ'—i-l ’:1: :|Iﬂi|--+';3 ] !’+1 'EI)Ei +:(‘“‘|)P|:ﬂ't}

1"
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Ebenso ergiebt sich
£+ P..‘,_.{:}_P..: 3(0) Py 4 1(83) P (3)
(x—a,)ix—a,)ir—a,)
'In-l-ﬁ I ( }zi P,.:fﬂpnu.{“a"Pa_{E!_}_
m#Ia (=—ay)iz—a,)
Z+4 P, y(@) Py sy lay) Py
+ Ppia(ay) in.h;_l{:'}"y‘}

I+ P, .alx) _n+|{“1}P!_£f_|_}}
(x— ﬂ;}{m-—&.J

Fria(ay)

@  Im41.2m43-%2 v41
Tamf1 :1-_1.:11.-::': “ + -P(2)Z+ P, 4(0,) P (0y) P)(ay).

Man kann anf diese Weise fortfahren, und es hat nicht die ge-
ringste Schwierigkeit, durch Induktion folgende allgemeine Formel
nachzuweisen:

(6) f@)=Z+ Peya(@) Poyay(@)... Pala)
2 im+41-2m4 8- E2m4In—1

~im4+1 mbl-m+2-.min (z— ﬂl}(s_“l} (z—a,)

2 h;q- LP(z)Z+ P,,._,(a)... P.,.(a,_)P,(a).

Es ergiebt sich ferner unter Beibehaltung der frithern Bezeichnung
(a) fi(z} E:‘: Rﬂ+IEI}P-+I—l(a1} e P-':ﬂa )
f1(#) = Z & Quin(@) Ppyn_y(a) ... Po(a,),

welche Determinanten durch Permutation der an den Funktionalzeichen
befindlichen Indices zu bilden sind.
Setzt man zur Abkfirzung

Z+ n-l-lul.{ﬂ'l)Pn-l-l—l(ﬂI] vew P-(ﬂl} = U,

erhi.lt man fir den bei der Integration von z'™+* begangenen
Fahlar 'mins Welcher mit dem in art. 3 bestimmten identisch sein
muB, in folgender Weise einen neuen Ausdruck. Da nimlich nach art. 1

_*ﬂ:u +- ﬂm*uﬂ + “'_.\‘"{u}

pimntl !n+n+l flu)
ist, so folgt, dafs kj,, die Griinze ist, welcher sich
af(x)
uimentl O JB-P {2:]
S af@m

FoeaM 5P @
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mit wachsendem u nihert. Man erhilt

Eﬁill

1-2---m 1-3--.m-4n Polz)

(7) m*"-!s-{-l 1.3...2m—1 1-8...2m42m—1 af{t}
apﬁwn{’}

1-2. m-+4n ..

= (= l).s'm+1 1.3 2:--—1 1 n !a+ls-1"ﬂ{__"
Bezeichnet man den Coefficienten von z* in P,(z), nimlich "3 /2" —*
durch #,, und setzt vorstehenden Ausdruck®dem in art. 3 guﬁ:.ndanan
gleich, so folgt:

Apor =1,
A, T EnF Vrarm. 4
williin i

T ) il : L°%

4, 1:3.-2m—1 9ot Tm=1 Ta¥a+1 " Tmin-1 Th
Es ist ferner 4, = 1, und wie sich leicht findet

%= (=1 gy ey (0, 0y, . 1),

folglich

fu(im+n=1)
—1 c1 @
(8) %, ==Y = = Yotie T Fols - Vampac: (01, 0y, 0) A,

Setzt man in diese Gleichung die Aunsdriicke fir _ und 1-2...mA4_
ein, indem man letztern auns art. 3 (8.) entnimmt, so folgt
z :|: m4n=1 (GJ . n{u'i]

YoV " ¥Vam Yot ?-1-.-1”(“]! TR ""n]

Lia)

S vt al (2, 2y, - - 2 Vo7, 2 - b2

=1

(— lji‘“{t"""”

Dehnt man diese Formel auf n 4+ 1 Argumente z, a,, ... a, sus, so
ergiebt sich
(9) Posa(@) Poyai(@) .- Pola,)
}iu{:u+.-1}
-__"f-l Yoti--Vm=Yo¥1-- }F-_'_.H{ﬂ” < By I}

g
_!y,yt”.y,{m—:.-:,](a:-x,}“.(x—x_}[ﬂ(x,,m z, )%z, 02, ... ¢z

wodurch der Zusammenhang zwischen den Formeln des gegenwiirtigen
und des vorigen art. dargelegt ist.

Ich werde jetzt noch einen dritten Ausdruck fiir f(z) herleiten,
der ebenfalls eigenthtimlicher Natur ist. Integrirt man die Gleichung (1.)
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m mal hinter einander nach z von — 1 bis z, ebenso m mal nach a,,
@y, ... @, von —1 bis @, —1 bis a,, ... —1 bis a,, und wendet
dann in jedem Term der Determinante den Jacobischen Satz

i
I'in— F,
JP@yeam = @ -1y p DTG
-1

an, 80 erhilt man

£, 8y, '"'"["ll:'+l:|1
f(z)(¢z2a, ...ca)™

2 i () R )

L:I:JP+_(.:)M"I  omi(@)éa™. fP (@)

B I()r)...Cin4 1) . "
~ FEm+nrem e ramgw @ —DE=1)... (= 1)]
I+ P (07, (). .. P"(a,).
In dieser Determinante kann man aber zufolge eines bekannten Satzes
alle Elemente auf ihren ersten Term reduciren. Schreibt man darsuf
die gemeinsamen Faktoren aller Elemente derselben Vertikalreihen her-
sus, 8o ergiebt sich vorstehendes
=¢[(z"—1)(al —1)...(al = 1)]"Z £ z*a]""'...a?
=c[(z'—1)(a} —1)... (a; — 1)]" 1 (a,, a,_,,...ay,2),
wo zur Abkilrzung gesetzt ist
1 (2m), (2m 4 2), {ln+4]., A2m 4 2,

CTETm AT mymt i (m 2y ),
und p, wie {lblich den Coefficienten von z* in der Entwicklung von
(1 + z)* bezeichnet. Es ist demnach auch
(10) Z+ P, (2)Pn,._,(a) ... P(a,)

- nfﬂ'sg:;r"u a, ™ ([(«*— 1)a} —1)...(a}, — V)] /(a,, &, _,, ..-4,,7)},

oder wenn man

(HJW[[(E' 1)(a3—1)...(a,— )" (a,,a,_,,...0,,2) | =F
setet;
(12) +I-(z} a+n-1{ﬂ1} P (a-}_cﬂ"imé_;‘l}"‘l’

Ist nun der Ausdruck V reell oder so beschaffen, dals er durch
Multiplication mit einer constanten Grifse reell gemacht werden kann,
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80 schliefst man aus dieser (leichung nach bekannten Methoden, dafs
zum Mindesten m Wurzeln der (leichung f(z) = 0 reell und zwischen
den Griinzen — 1 und + 1 gelegen sein missen. Sind also z. B. die
gegebenen n Wurzeln a,, a,, ... a, reell und aulserhalb jener Griinzen
belegen, so miissen die fibrigen m Wurzeln echte Brilché sein. — Sind
ferner alle Wurzeln der Gleichung ¥V = 0O reell, so sind es anch alle
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0, und die Anzahl der suflserhalb der
Grinzen — 1 und 1 liegenden Wurzeln ist in beiden dieselbe.
Hieraus ist es ersichtlich, dals man gegenwiirtiges Verfahren zur
ungeniiherten Integration von F(x) mit grolsem Vortheil z. B. dann
wird anwenden konnen, wenn sich F(z) fiir » bestimmte, aufserhalb
des Integrationsintervalls, und fiir beliebig viele innerhalb desselben will-
kiirlich vertheilte Werthe von z anndhernd oder gensu ermitteln lifst.

Anmerkung.

In dem Handexemplar Christoffels, das im Vorwort erwihnt ist, finden sich
giemlich umfangreiche Ausfibrongen, die auf eine Ausdehnung der Gaulsechen
Quadrator aof den Fall onendlicher Grenzen abzielen. 8ie beschiftigen sich
hauptaichlich mit den Funktionensystemen, die durch die Gleichungen

Fxlme "

alat+1) - (atn—1) gz (‘_'3'+'_l} (e poaitiv)

fulz) =

und
fulx) = %I‘ al aa_:, (=) (Hermitesche Polynome)

definiert sind. Diese Ausfihrungen sind in die Abbandlung Sur une classe parti-
culizre de fonctions entibres et de fractions continues (XXVII) tibergegangen und
dort veraligemeinert. Uber die Verwendung dieser Funktionen zur Ausfihrung

der ins Unendliche erstreckten Integration finden sich nur kurze Andeufungen.
M.
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Ueber die lineare Abhangigkeit von Functionen einer einzigen
Veranderlichen.

(Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55, 1868, 5. 281—299.)

Eine lineare Differentialgleichung n** Ordnung ohne zweiten Theil
zwischen y und der unabhingigen Verinderlichen x hat bekanntlich
stets m Integrale y,, ¥y, -..¥,, der Beschaffenheit, dafs es unmiglich
ist, # Constanten a,, a,,...a, 7zu bestimmen, welche den Ausdruck:

Gy +a% + o +ay, = H :
identisch zu Null machen, ohne dafs zu gleicher Zeit alle diese Con-
stanten verschwinden; es ist in diesem Falle H das complete Integral
jener Differentialgleichung. Lilst sich dagegen H durch constante
Werthe von a,, a,, ... a,, die alle oder zum Theil von Null verschieden
sind, zum Verschwinden bringen, so reichen die Functioneny,,y,,...¥,
zur Darstellung des completen Integrals nicht sus. — Ganz ihnliche
Verhiltnisse finden bei den linearen Differenzengleichungen statt.

Hat man demnach n Integrale einer solchen Gleichung gefunden,
so mufs man untersuchen, ob zwischen denselben eine lineare homogene
Relation existirt, oder nicht, ob man also aus ihnen das complete, oder
nur ein partikulares Integral zusammensetzen kann. Die Entscheidung
dieser Frage hingt von analytischen Kriterien ab, welche im Folgenden
hergeleitet werden sollen.

Wenn ferner durch die Anwendung dieser Kriterien gefunden ist,
dafs zwischen gegebenen Functionen eine lineare homogene Relation
besteht, so kann man verlangen, dals dieselbe wirklich aufgestellt werde.
Dabei zeigt es sich, dafs die Werthe der Coefficienten, mit welchen die
einzelnen Functionen in dieser Relation behaftet sind, im Allgemeinen
von den Grenzen abhiingen, zwischen denen die unabhingige Ver-
inderliche liegt, und fir andere Grenzen ganz verschieden ausfallen.
Die folgende Untersuchung wird lehren, dafs such die Bestimmung
dieser Grenzen nach allgemeinen Prinzipien von Statten geht, so dals
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fir die beiden Hauptfragen, auf welche man suf diesem Gebiete stSlst,
leitende Grundsétze vorhanden sind

Um die zu dieser Untersuchung erforderlichen Unterscheidungen
treffen zu kénnen, ist es nothwendig, den Begriff der Function in
folgender Weise zu erweitern.

Es bezeichne r eine Veriinderliche, welche jeden reellen Werth an-
nehmen kann, m eine zweite Verfinderliche, welche nur positive und
negative ganesahlige Werthe annimmt. Ist nun eine Function f(z)
zwischen den willkfirlichen reellen Grenzen @ und b gegeben, so stellt
die Gleichung y = f(z) eine Curve dar, welche von z=a bis z =1
in gegebener Weise verliuft. Die Gleichung y = f(m) dagegen stellt
vermige der fiber m getroffenen Bestimmung ein System von Punkten
dar, deren Abscissen die zwischen den Grenzen a und b enthaltenen
ganzen Zahlen sind. Sowie nun f(z) eine Function von z ist, weil es
fiir jedes zwischen @ und b liegende z einen bestimmten Werth hat,
so ist f(m) eine Function von m, weil es fiir jedes zwischen a und b
liegende m einen bestimmten Werth hat. Da man aber durch jenes
System von Punkten beliebig viele unter einander nicht im Mindesten
verwandte Curven y = f,(z) legen kann, so dafs, fir jedes zwischen
a und b liegende m, f;(m) = f(m) ist, so sieht man, dals die Natur
dieses Systems von Punkten, nimlich die Function f(m) ganz un-
abhiingig ist von den Werthen, welche f(z) fiir die nicht ganzzshligen
Abscissen annimmt. Man muls also bei der Definition der Fuunetion
von m die Vorstellung, dals sie in einem Ausdrucke enthalten sei, der
auch filr nicht ganzzahlige Werthe der Verinderlichen gewisse Werthe
hat, als ganz unwesentlich fallen lassen, und sich diese Function ent-
weder graphisch durch ein auf bestimmte Axen bezogenes System von
Punkten, oder was genau dasselbe ist, numerisch durch eine Tabelle
gegeben denken, in welcher die eine Colonne diejenigen Werthe ent-
hilt, welche m annehmen kann, wihrend die andere Colonne jedesmal
den zugehdrigen Functionalwerth liefert.

Da nach dem Gesagten unzihlig viele Functionen von z dieselbe
Function von m enthalten, so kann durch eine Function von m ohne
Hinzufigung weiterer Bedingungen keine einzige Function von z be
stimmt sein. Aber es ist wesentlich zu bemerken, dals man von den
Functionen von m zu den Functionen von r ilbergehen kann. Hingt
pimlich f(m) noch von einer willklirlichen Constanten & in der Weise
ab, dals f(m) = F(mze) ist, wo & nicht anders als in der Verbindung me vor-
kommt, so setze man mg = 2; dann entspricht der Aenderung von m um
eine Einheit die von z um &, d. b. um eine Gréfse, welche vermége ihrer
Willkitrlichkeit auf jeden Grad von Kleinheit gebracht werden kann.
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Auf dieselbe Art, wie die Functionen von m, lassen sich auch
Functionen einer Veriinderlichen m’ definiren, welche sich nicht mehr
wie m um constante, sondern um ganz beliebige Differenzen indert.
Aber da die Werthe, welche m’ annehmen kann, eine bestimmte Auf-
einanderfolge zeigen, so kann man m', und folglich such jede Function
von m’ als Function von m betrachten.

Sind m 4+ 1 Functionen von m gegeben, f(m), f;(m), ... [, (m), so
kann man stets eine lineare homogene Relation Af(m)+ A,f,(m)
+ -+ Af,(m) = 0 sufstellen, in welcher mindestens einer der Coef-
ficienten 4, A,,... 4, von Null verschieden ist, und welche flir be-
stimmte » aufeinanderfolgende Werthe von m, etwa fir m = m,,
my+ 1,...my+n— 1 gliltig ist. In dem besonderen Falle, wo diese
nimliche Relation auch noch fir Werthe m = my — 1, my—2, ... my—g;
my+n, my+n+1,...m,+ n+ p stattfindet, nenne ich die Fune-
tionen f(m), f;(m), ... f,(m) lincarabhingig fiir die Werthe m =m, —gq,
m,—q+1,...my+n+p Die Anzahl der Werthe von m, fir welche
gegebene Functionen von m linearabhiingig sind, kann demnach nie
kleiner sein, als die Anzahl der Functionen. Es ist nach dem Voran-
geschickten kaum néthig zu bemerken, dafs die Eigenschaft der Linear-
abhingigkeit sich nicht auf die Functionen f(z), f, (2), . .. f,(z) bezieht,
in welchen jeme enthalten sind, sondern nur auf die besondern Werthe,
welche diese Functionen fiir die angegebenen ganzzahligen Werthe von z
annehmen. — Sind die gegebenen Functionen in den Intervallen m = m’,
m4+l,...m " —Lim=m"m" +1,.. . m"—1; . . m=m, w1,
... m* —1 linearabhiingig, wiihrend die Relationen, durch welche diese
Abhiingigkeit aunsgedrilckt wird, in den einzelnen Intervallen verschieden
sind, so nenne ich die Functionen wieder linearabhingig fiir die Werthe
m=m,m +1,...m"—1,

Wenn die gegebenen Functionen in einem bestimmten Intervall
den Bedingungen der Linearabhiingigkeit nicht geniigen, so nenme ich
sie linearunabhingig fiir die in jenem Intervall enthalienen Werthe
von m.

Es ist nach dem oben Angedeuteten einleuchtend, wie diese Defini-
tionen suf den Fall einer continuirlichen Veriinderlichen z ibertragen
werden. Will man dieselben benutzen, um zu untersuchen, ob und
innerhalb welcher Grenzen die Functionen f(m), f,(m), ... f,(m) linear-
abhingig sind, so muls man zunichst die Coefficienten 4, 4,,... 4,
80 bestimmen, dals die Gleichung Af(m) + A,f,(m) + - - - + A f,(m) =0
filr m = m,, my + 1,...m, + n — 1 stattfindet, wo m, irgend einen be-
sonderen Werth von m vorstellt. Ist dies geschehen, so muls man
versuchen, ob diese Gleichung such noch fiir einen der Werthe m ==m, — 1,
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m, + n besteht, und wenn eins von beiden der Fall ist, weiter ver-
suchen, ob sie auch moch fiir folgende Werthe von m giiltig bleibt.
Man gelangt alsdann von selbst zu den Grenzen, innerbalb derer die
Linearabhiingigkeit stattfindet. Besteht diese Relation aber nicht mehr
fir m =m, — 1, m, + n, so muls man die Coefficienten 4, 4,,.. 4,
von Neuem fiir einen andern Werth von m, bestimmen, und dasselbe
Verfahren wiederholen. [im dieses grade in den wichtigsten Fillen
unbrauchbare Verfahren iiberfliissig zu machen, dienen die im Folgenden
zu entwickelnden Kriterien filr die Linearabhiingigkeit der Functionen
von m.
1

Seien n + 1 Functionen f(m), f,(m), ... f,(m) gegeben, welche fiir
die Werthe m = m,, m, + 1,... m, + n + p linearabhiingig sind. Dann
mufs p= 0 sein. Es sind pun drei Fille méglich:

1) entweder besteht zwischen diesen Functionen nur eine einzige
lineare homogene Relation, welche fiir alle jene Werthe von m giiltig ist;

2) oder es bestehen mehrere dieser Relationen, fiir die ndmlichen
Werthe von m;

3) oder endlich zerfillt jene Reihe von Werthen in g 4 r Intervalle
(deren jedes ans mehr als » Werthen besteht) von zweierlei Art, so
dale in den ¢ Intervallen der ersten Art eine einzige lineare homogene
Relation existirt, wibrend in den r Intervallen der zweiten Art die
gegebenen Functionen durch mehr als eine dieser Relationen mit ein-
ander verbunden sind. Hierin ist der Fall mitbegriffen, wo eine der
Zahlen g oder r gleich Null ist.

Im ersten Falle hat man, wenn m einen der Werthe m,, m; + 1,
.+ .My + p bedeutet, die Gleichungen:

Af(m) + A, fy(m) + - - -+ A, f,(m) =0,

Af(m+1) + A fi(m+1)+---+ Af,(im+1)=0,

Af(m+m) + Aufy(m+90) + -+ + Afu(m+n) =0,
Setzt man demnach:

(1) EX f(m)fy(m+1) ... [,(m+n) = d(m),

2) oty = Au(m),

so folgt aus den m ersten jener Gleichungen filr ein unbestimmtes w:
(3.) A, =od,(m).

Da nun der Vorsussetzung gemils wenigstens einer der Coef-
ficienten A, von Null verschieden ist, so folgt, dafs in unserm Falle
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wenigstens eine der Grifsen 4, (m) fiir jedes der Reihe my, m, + 1,
c..my+ p+ 1 angehirige m von Null verschieden ist, wihrend die
Determinante 4(m) fiir die Werthe m =my, my+ 1,...m, + p ver-
schwindet.

Im sweiten Falle hat man fiir jedes der Reihe m,, my + 1,
... My + p + n angehirige m wenigstens zwei von einander unabhingige

Relationen:
Af(m) + A,f,(m) + - - - + Af,(m) =0,

woraus wiederum fiir die Werthe m = my, m,+ 1,...m, + p die Gleichung
A(m) = 0 folgt. Da sber der Vorsussetzung gemiifs die Quotienten
%, %l,,. . i’-‘ wenigstens zum Theil von einander verschieden sind, so
erhilt man, wenn sus beiden Gleichungen eine der Functionen f, eli-
minirt wird, stets eine Relation derselben Art zwischen den Obrigen
Functionen, in welcher wenigstens ein Coefficient von Null verschieden
ist. Darans folgt, dafs man in diesem Falle nothwendig die Gleichungen
4,(m) =0 hat, wo p jede der Zahlen 0, 1,...n, und m einen be-
liebigen der Werthe my, my+ 1,...m; + p + 1 vorstellt. Bestehen
mehr als zwei Relationen zwischen den gegebenmen Functionen un-
abhiingig von einander, so erhilt man aufser den Gleichungen . (m) =0,
4, (m) =0 noch weitere Formeln, welche fiir unsern Zweck jedoch
kein niheres Interesse haben.

Was den dritfen Fall betrifft, so sieht man leicht, dals, wenn alle
in den unentwickelten Determinanten 4(m) oder 4, (m) vorkommenden
Argumente demselben Intervall angehiren, sich die in den beiden ersten
Fillen gegebenen Erirterungen mit den nithigen Modificationen wirtlich
wiederholen lassen. Liegen diese Argumente dagegen in zwei auf-
einanderfolgenden Intervallen, so lassen sich in Bezug suf die in diesen
Intervallen stattfindenden Relationen sehr verschiedene Voraussetzungen
machen, von denen hier nur eine einzige discutirt werden soll. Nimmt
man an, dals von den linearen Relationen, welche in den einzelnen
Intervallen stattfinden, keine anch im andern giltig ist, so kann man
augenscheinlich aus diesen Relationen keine allgemeingiiltigen Gleichungen
herleiten, in welchen aus beiden Intervallen bestimmte Functionalwerthe,
aber aufser diesen keine anderen Grilsen mehr vorkommen. Man
kann daher iiber den Werth von d(m) oder 4,(m) im Allgemeinen gar
nichls festsetzen, sobald die in ihnen vorkommenden Argumente ver-
schiedenen Indervallen angehiven; liegem dagegen diese Arqumente in
demselben Intervall, so ist auf jeden Fall 4(m) = 0, und es sind aufser-
dem alle 4, (m) gleich Null, oder wenigsiens ein Theil derselben von Null
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verschieden, jenachdem das Intervall von der sweiten oder der ersien Art
ist. Die Anzahl der Werthe von m, fir welche die in A(m) vor-
kommenden Argumente zwei asufeinanderfolgenden Intervallen angehiiren
kinnen, ist gleich n, und kann diese Zahl nicht tbersteigen, da jedes
Intervall mehr als #» Argumente umfalst. Sind daker n + 1 Functionen
linearubhdngig, so kann es vorkommen, dafs n, aber nichi mehr ouf-
einanderfolgende Werthe ihrer Determinante A(m) von Null verschieden
sind. Ist umgekehrt 4(m) fiir mehr als n aufeinanderfolgende Werthe
von m von Null verschieden, so kimnen jene Functionen niché fiir alle
Werthe von m linecarabhingig sein.
2.

Ich gehe jetzt von der Voraussetzung sus, dals A(m) fir die
Werthe m =m,, m,+ 1,...m, + p verschwindet, dagegen fiir die Werthe
m = my, — 1, my + p + 1 von Null verschieden ist. Dann gilt der Satz,
dafs die Functionen f,f,,...f, fir die Werthe m =m, m,+ 1,
..y + p 4+ n linearabhingig sind.

Es soll zuniichst bewiesen werden, dals dieser Satz filr w + 1
Functionen gilt, wenn er fir n Functionen statifindet. Setzt man:
(1) @ (m) = Af(m) + Ayfy(m) + - - - + A,f,(m),

und nimmt fir die Coefficienten 4, 4,,... 4 bestimmte Zahlen, welche
den (leichungen:

(2)  @m)=0, pm +1)=0,...p(m +n—1)=0

geniigen, wo m’ irgend einen besondern Werth von m bedeutet, so er-
hilt man aus den Gleichungen (2.) und einer der folgenden:

Af(m' —1) + A, fi(m' —1) + - - - + A f (m" — 1) = p(m’ —1),
Af(m’ +n) + A, fy(m' +n) + - - + Af,(m" +n) = @(m"+ n),
die Gleichungen:
(3. A d(m —1) = (—1)pm —1)d,(w),
(4) A, d(m’) = p(m’ +n)d,(m).
Ist nun m' eine der Zahlen m,, my+ 1, ... m, + p, so verschwindet
in (4) der Voraussetzung zufolge die linke Seite, und man hat:
5) P (W +9)d, () = O,
80 dals entweder @(m’ 4 n) = 0 ist, oder simmtliche 4, (m") verschwinden.
Es zerfillt daher im Allgemeinen die Reihe m,,m, + 1,...m,+ p in

Intervalle von zweierlei Art; in demen der ersten Art ist wenigstens
eine der Grifsen o, (m’) von Null verschieden, und es sind daher, wie
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behsuptet, die Functionen f, f;, .. f, in diesem Intervall linearabhingig.
In den Intervallen der zweiten Art, in welchen man die n + 1 Rela-
tionen 4, (m’) =0 hat, sind je » der gegebenen Functionen linear-
abhingig vermdge der Voraussetzung, dals obiger Satz fiir n Functionen
giltig sei. In der That haben die Determinanten 4, (m) dieselbe Form
wie (m), wihrend sie eine Function weniger enthalten.

In einem Intervall der ersten Art kann nur eine einsige lineare
homogene Relation swischen den gegebemen Funclionen stafffinden; in
einem der zweiten Art dagegen bestehen in Folge der gemachten
Voraussetzungen n + 1 Relationen, deren jede won einer Function frei
ist. Eine Anzahl von n + 1 Relationen dieser Form kann sich nicht
sus einer einzigen Relation herleiten lassen, es besiehen daher in den
Intervallen der zweiten Art mindestens swei lineare Relalionen mwischen
den gegebenen Funclionen unabhdngig von einander.

Da A (my— 1) = (— 1)* (Flmg — 1) g () +f, (mg— 1) 2, (mg) + -}
von Null verschieden ist, so muB von den Grdleen 4, (m,), also such
von den zu ihnen proportionalen GriiBen 4, eine wenigstens von Null
verschieden sein. Die Werthe mg, m, + 1, ... m, + n gehdren also zu
einem Intervall der ersten Art, in welchem nur eine einzige Relation
@(m) = 0 stattfindet; und diese Gleichung kann wegen (3.) nicht auch
fur den Werth m = m, — 1 bestehen. — Gehort ferner der Werth m, + p
zu einem Intervall der ersten Art, so besteht die in demselben statt-
findende lineare Relation wegen (4.) auch fiir den Werth m’ = m, + p + n,
wiihrend sie unméglich fiir den folgenden Werth von m' stattfinden
kann, Liegt jener Werth in einem Intervall der zweiten Art, so hat
man der Voranssetzung gemils mindestens zwei von einander un-
abhiingige lineare Relationen ¢ (m) = 0, y(m) = 0, welche fiir die Werthe
my+p+n—1,m,+p+n—2,.. . stattfinden. Fir dieselben Werthe
besteht also auch die Relation wy(m) 4 Sy(m) = 0; in welcher man
die Zshlen « und § so bestimmen kann, dals dieselbe auch fiir
m = my + p + n stattfindet. Auch diese Relation kann unmiglich fiir
m = my, +p + n+ 1 stattfinden, wie man leicht sieht, wenn man in
(4) m' =m,+ p+ 1 setzt.

Es bleibt nur noch iibrig, obigen Batz filr zwei Functionen nach-
zuweisen, da er alsdann auf jede Anzahl von Functionen aunsgedehnt
werden kann. Dieser Beweis ergiebt sich ohne Weiteres aus dem Voran-
gehenden, da nimlich in unserem Falle 4,(m) = — f;(m), 4,(m) = f(m)
ist, 50 besteht in den Intervallen der zweiten Art jede beliebige lineare
Relation zwischen den gegebenen Functionen, wihrend fir die Inter-
valle der ersten Art die Linearabhiingigkeit der gegebenen Functionen
bereits nachgewiesen ist. Auch wiederholen sich die Bemerkungen,
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durch welche die Grenzen nachgewiesen wurden, innerhalb deren die
Linearabhiingigkeit nothwendig stattfindet.

Auns diesen Beweisen ergeben sich nun weiter folgende Sitze:

1) Damit gegebene s + 1 Functionen f(m), fi(m),...[,(m) fir
alle Werthe von m linearunabhiingig sind, ist erforderlich und hinreichend
dafs ihre Determinante 4(m) fir alle Werthe von m von Null ver-
schieden ist.

2) Ist die Anzahl aufeinanderfolgender Werthe von m, fir welche
A(m) von Null verschieden ist, nie grilser als n, so sind die Fune-
tionen f(m), f,(m), ... f,(m) fir alle Werthe von m linearabhingig.

An diese Sitze, welche in Verbindung mit den im Anfange be-
wiesenen die vollstindigen Kriterien fiir die Linearabhiingigkeit oder
Unabhiingigkeit gegebener Functionen enthalten, schliefsen sich folgende
Bemerkungen, die zur Bestimmung der Grenzem dienen, inmerhalb
welcher die Linearabhingigkeit im Allgemeinen durch verschiedene
lineare Relationen ausgedriickt wird.

3) Bind zwei Intervalle, in welchen 4(m) verschwindet, durch n
oder weniger Werthe von m getrennt, fiir welche o (m) von Null ver-
schieden ist, so kann keine lineare Relation zwischen den gegebenen
Functionen, welche in dem einen Statt findet, anch im andern gliltig sein.

Dies ergiebt sich unmittelbar ans dem vorhin gefilhrten Beweise,
Ist ferner m’ der erste Werth von m in einem Intervall der ersten Art,
m'— 1 der letzte in einem von der zweiten Art, und ¢(m)=0 die in jenem
stattfindende lineare Relation, welche also fiir m = m’, m" + 1,... besteht,
so ist in (3.) 4(m’— 1) = 0, dagegen von den GriBen o, (m’) mindestens
eine von Null verschieden, also nothwendig @(m’—1) = 0. Da ferner
in der Gleichung 4, 4 (m' — 2) = (— 1)*- @(m’—2) 4, (m’ — 1) beide Seiten
unabhiingig von ¢(m’—2) verschwinden, so kann dieser Wert von Null
verschieden sein, so daB also die Relation @(m) =0 nothwendig fiir
i = m’'— 1, aber nicht auch fiir m = m’ — 2 stattfindet. — Ist ferner
m' + 1 der erste Werth in einem Intervall der zweiten Art, m’ der
letzte in einem von der ersten Art, und ¢(m) = O die in letzterem statt-
findende lineare Relation, so ist nach dem vorhin Bewiesenen @ (m’ +n)=0;
aber da in der Gleichung

A dm +1)=g(m +n+1)d,(m"+1)

beide Seiten unabhingig von g@(m’+ n+ 1) verschwinden, so kann dies
von Null verschieden sein. .

4) Sind also zwei Intervalle der ersten Art durch eines von der
zweiten Art geschieden, so ist die lineare Relation, welche in dem einen
stattfindet, nicht nothwendig auch in dem andern giltig.
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b) Ist ein Intervall der ersten Art, welches die Werthe m = m,,
my,+ 1,...m, umfaBt, durch zwei andere von der zweiten Art be-
grenzt, so findet in ihm eine einzige lineare Relstion statt, welche fiir
die Werthe m = my, — 1, m,,...m', + n, aber nicht nothwendig auch
noch fiir die Werthe m, — 2 und m'y + n + 1 giltig ist.

Um diese Siitze auf ein Beispiel anzuwenden, nehme ich an, dafs:
A(m) = 0 ist fir jedes m, und dals simmtliche o, (m) verschwinden,
wenn m einer der Gruppen:

my,m +1,...m" —=1; my,my+1,...m —1;
oy, m,+1,...m —1

angehtrt, wihrend fir jeden anderen Werth von m wenigstens eine
jener Grifsen von Null verschieden ist; und sei m, <m, < my <m,
co.<m,<m,/ Daon findet swischen den n 4 1 Functionen eine
einzige lineare Relation statt fir m = —o0,...m, +n —1; eine
andere fiir mw=m,'— 1, m,’, ... my+n—1; eine dritte fir m = m,'— 1,
my ...my+n—1;u s f; und endlich eine im Allgemeinen von jenen
verschiedene filr m = m,'— 1,m, ... co. Dagegen sind jede beliebige n
von den gegebenen Functionen linearabhiingig fiir die Werthe m = m,,
m4l,...m +a—2m=my,m,+1,...m -2 . m=m,
m,+1,... m; +n—2, und es finden in den einzelnen Intervallen
im Allgemeinen verschiedene lineare Relationen statt.

3.
Ich werde jetzt die lineare Differenzengleichung:

(1)  P(m)f(m+n)+ P(m)f(m+n—1)+ -+ P (m)f(m) =0

untersuchen, in welcher die Coefficienten P, P,, ... P, analytische Fune-
tionen von m sind, und dabei die erlaubte Voraussetzung machen, dals
fiir keinen Werth von m simmtliche Coefficienten verschwinden. Ist
dies nimlich nicht der Fall, so darf man (1.) nor durch eine Funetion
@(m) dividiren, welche nur dann verschwindet, wenn simmtliche Coef-
ficienten verschwinden, und sich jedesmal in derselben Weise der Null
nihert, wie derjenige Coefficient, welcher von allen am langsamsten
gegen Null convergirt. Ebenso werde ich voraussetzen, dafls fiir keinen

Werth von m einer oder mehrere dieser Coefficienten unendlich grols
werden.

Es handelt sich bei dieser Untersuchung, wie im Folgenden bei
den linearen Differentialgleichungen, wesentlich darum, genau fest-
zusetzen, welchen Grad von Allgemeinheit das complete Integral einer
solchen Gleichung im Allgemeinen. und welchen dasselbe unter ge-
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wissen Bedingunaen erreichen kann. Dieser Grad hiingt ab von der
Angahl linearunabhiingiger Functionen, durch welche jemer Gleichung
und gleichzeitig etwaigen Bedingungen geniigt wird

Das allgemeinste Verfahren zur Integration vonm (1.) besteht darin,
dafs man die Werthe f(m,), f(my, + 1), ... f(m, +n — 1) der gesuchten
Function als willkiirlich gegeben betrachtet, und dann mittelst (1.)
die Werthe f(m,+n), f(my, +n 4 1),...f(m,+n+p) successive be-
stimmt, Ist dies geschehen, und giebt man der Function f(m) fiir alle
ibrigen Werthe von m einen willklirlichen Verlauf, so sage ich der
Karze wegen, dafls sie der Gleichung (1.) fir die Werthe:

(a) moe=my, my+1,...my+p
geniigt.

Sind » Functionen f,(m), fy(m),...f.(m) gegeben, welche der
Gleichung (1.) fur die Werthe (a.) genfigen, so hat man demnach fiir

die nimlichen Werthe von m:

P(m)f;(m +n) + P, (ﬂ)fa(ﬂ' +n—1) 4 -+ P, (m)f,(m) =0
(@) : e e e
P(m)r (m +n) +P (m}f.(m+n— 1) +- o+ Py(m)f,(m) =0,

und wenn man hierans die Coefficienten P, F,,... P,_, eliminirt,
nach der frilhern Bezeichnung:

3) P(m) dy(m + 1) = (= 1)" P, (m) 4y ().

Mittelst dieser Gleichung lifst sich nun zuniichst leicht nachweisen,
dafs unter gewissen Umstinden n linearunabhingige Integrale der
Gleichung (1.) existiren. Setzt man nimlich voraus, dals die Coef-
ficienten P(m) und P (m) fir die Werthe (a.) von Null verschieden
sind, so kann man die willkfirlichen Werthe f,(m,),f,(m,+1),...
fi(my 4+ n—1), f(m,) etc. immer so annehmen, dals 4,(m,) von Null ver-
schieden ist. Da somit auch 4,(m,+ 1), dy(m, 4+ 2),... dy(m;+p+1)
von Null verschieden sind, so folgt nach dem Frilhern, dals die Fune-
tionen f,, f, ... f, fir die Werthe:

(hJ m-mn1m4+1,,.+mﬂ.+P+“

linearunabhingig sind.

Ich werde jetzt umgekehrt beweisen, dals fir alle Werthe von m,
fiir welche n linearunabhiingige Functionen der Gleichung (1.) genfigen
sollen, die Grilsen P(m) und P, (m) von Null verschieden sein milssen,

Sind die vorhin gegebenen Functionen fiir die Werthe (b.) linear-
unabhiingig, so ist 4,(m) von Null verschieden filr m = my, m, + 1,.
my+ p + 1, also in der ganzen Ausdehnung der Glmchung (3.) wadnr

E. B Christoffel, Gesammelte Abhandlungen. 1
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A,(m) noch dy(m+ 1) gleich Null. Es ist daher nicht mdglich, dafs
eine der Grifsen P(m) und P, (m), aber nicht zugleich die andere ver-
schwinde; und umgekehrt wilrde, wenn dies der Fall wire, eine der
Grifsen Ay(m) und Ay (m+ 1) gleich Null sein, also eine Linear-
abhiingigkeit zwischen den gegebenen Functionen bestehen. Die Coef-
ficienten P(m) und P,(m) kinnen aber such fiir keinen der Werthe (a.)

zugleich verschwinden. Setzt man nimlich i—?':':—
-

dy(m) = ﬁ.‘:“]dﬂ,l (m) + fy(m) 'dl,l(m} S pRRRY
(= 1)*="dy(m+ 1) = f,(m + n) 4, , (m) + fy(m +n) o 4(m) + - -+

folgt, so ergiebt sich unter der Voraussetzung P(m) = 0 und P_(m) = 0
aus den Gleichungen (2.), dals entweder simmtliche Coefficienten der
(leichung (1.), oder simmtliche Grifsen A,  (m) verschwinden. Das
Erstere ist gleich im Anfange ausgeschlossen worden; wiire das Andere
der Fall, so hitte man auch A (m) =0, A, (m+1) =0, woraus der
Voraussetzung zuwider die Linearabhiingigkeit der gegebenen Func-
tionen fiir die Werthe von m, m + 1,...m + n folgt.

Bezeichnet man demnach durch m’ die besonderen Werthe von m,
filr welche einer der Coefficienten P(m) und P, (m), oder beide zu-
gleich verschwinden, so hat man folgende Regeln:

1) Gegebene n Functionen, welche der Gleichung (1.) fiir einen
der Werthe m’ geniigen, konnen nicht linearunabhingig sein.

2) Will man die Gleichung (1.) durch » linearunabhingige Func-
tionen integriren, so ist dazu erforderlich, dals fiir keinen der
Werthe m’ jede dieser Functionen der Gleichung (1.) Genfige leiste.

3) Hat man umgekehrt » linearunabhiingige Functionen, welche
der Gleichung (1.) in bestimmten Intervallen genfigen, so kann es
unter den Werthen m’ keinen geben, fiir welchen simmtliche Fune-
tionen der Gleichung (1.) genfigen.

4) Stellt man bei der Integration der Gleichung (1.) die Bedingung,
dafs das gesuchte Integral jener Gleichung such noch fiir einen der
Werthe m' geniige, so giebt es keine n, sondern hochstens » — 1 linear-
unabhiingige Functionen, welche diesen Bedingungen geniigen, und ihre
Anzahl kann durch weitere Bedingungen auch noch weiter reducirt
werden.

Aus diesen Siitzen folgt, dafs bei der Integration der Gleichung (1.)
die erste Aufgabe darin besteht, die besonderen Werthe m’ zu ermitteln,
Dadurch zerfillt die Reihe der Werthe von m in Intervalle, zwischen
denen die Werthe m’ eingeschaltet sind; in jedem einzelnen Intervall
muls die Integration besonders vorgenommen werden.

4, (m), woraus
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Hieran schliefst sich der bekannte Satz, dafs die Gleichung (1.)
nie mehr als » linearunabhingige Integrale haben kann. Denn ge-
nfigen die Functionen f,f;,...f, jener Gleichung fir die Werthe (a.)
so folgt 4(m) =0, woraus sich weiter ergiebt, dafs diese Functionen
fir die Werthe (b.) linearabhiingig sind. Bilden die Werthe (a.) eines
der eben beschriebenen Intervalle, und sind in demselben die Fune-
tionen f;, fy,-..[, linearunsbhiingig, so sind A,(m,), do(my+1),...
Ay(my+p+ 1) von Null verschieden, und es besteht fiir die Werthe (b.)
eine einzige lineare Relation:

Af(m) + Ayfy(m) + - - + Af,(m) =0,

in welcher A von Nnll verschieden sein mufs. Denn, wire 4 = 0, g0
mifsten wegen der Linearunabbingigkeit won f, f},...f, such die
iibrigen Coefficienten A4,, 4,,... A, verschwinden. Es besteht also
fiir simmtliche Werthe (b.) eine einzige Relation von der Form;

f(m) = a,f,(m) + ayfy(m) + - - - + a,f,(m).

Genilgen die Functionen f, f,,...f, der Gleichung (1.) in mehreren
sufeinanderfolgenden Intervallen, in denen f,, f;, ... f, linearunabhiingig
sind, so kann flir einen beliebigen der zwischen jemen Intervallen ein-
geschalteten Werthe m’ wenigstens eine der letzteren Functionen der
Gleichung (1.) nicht Genilge leisten, also 4 (m") nicht gleich Null sein.
Sind daher zwischen zwei dieser Intervalle n oder weniger Werthe m’
eingeschaltet, so muls die in dem einen stattfindende lineare Relation
von der im andern bestehenden giinzlich verschieden sein (§. 2. 3).

4.
Die noch riickstindige Untersuchung von Functionen, welche von
einer stetigen Verinderlichen abhingen, erledigt sich ans dem Voran-
gehenden mittelst der identischen Gleichung:

(LY Z4+f(m)fi(m+1)...f,(m+n)=2Z 1+ f(m)df,(m)... [, (m),
in welcher nach der gewBhnlichen Bezeichnung von Differenzen:
A, ()= (m+4) —ify(m+i—1)+ T f 4 i—2) 4 (1Y (m)
ist. Dieselbe wird einfach dadurch bewiesen, dale man suf der rechten
Beite fiir die Differenzen ihre Entwicklungen setzt, und dann durch Ad-
dition von Verticalreihen reducirt. Aus (1.) ergiebt sich:

8.4 (m)
(2. a4, (m) = AR

T.
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Nun wird an den friihern Betrachtungen gar nichts geindert, wenn
man fiberall statt der Argumente m, m + p der einzelnen Functionen
dasselbe Vielfache derselben me, (m + p)é einfihrt, also auch nicht,
Wenn man mé =I, ¢ =7 setzt. Dann ist:

Ay (me) = 821 0(z),
= Z4f(@f (@) ...["(z) = E(z),

_Amy
PR

Aulma) dE(z)

aodre-n " 2fum (@) " (@)

u. 8. w. Dies festgestellt, hat man folgende Siitze:

1) Verschwindet E(z) filr alle Werthe von z = z, bis z = z,, wo
z, < z, ist, so sind die Functionen f(z), f,(z),...f,(z) fir diese nim-
lichen Werthe von z linearabhiingig. Ist ¢(z) = 0 eine der linearen
Relationen, welche flir £ = r, und kleinere Werthe von z stattfinden,
und construirt man die Curve y = g(z) filr alle Werthe von z, die
grifser als z, sind, so hat diese Curve filr z = z, mit der Abscissenaxe
einen Contact von der n** Ordnung.

2) Bind zwei Intervalle, in denen E (z) verschwindet, durch Werthe
von x getrennt, flir welche E(x) von Null verschieden ist, so wird die
Linearabhiingigkeit der gegebenen Functionen in beiden Intervallen im
Allgemeinen durch verschiedene Helationen ausgedriickt.

3) Damit gegebene n + 1 Functionen f(z), f,(z), ... f,(z) fir alle
Werthe won £ linearunabhingig sind, ist es erforderlich und hin-
reichend, dals ihre Determinante E(z) fiir alle Werthe von z von Null
verschieden ist.

Nennt man ferner ein Intervall, in welchem mindestens eine der
Grilsen E (x) von Null verschieden ist, ein Intervall der ersten Art,
dagegen ein solches, in welchem simmtliche E () verschwinden, eines
von der zweiten Art, wihrend E(z) = 0 vorausgesetzt wird, so hat
man weiter:

4) Bind zwei Intervalle der ersten Art durch eines von der zweiten
Art geschieden, so ist die lineare Relation, welche in dem einen statt-
findet, nicht nothwendig auch im andern giltig.

§) Ist ein Intervall der ersten Art, welches sich von xz = x, bis
z =z, incl. susdehnt, durch zwei andere von der zweiten Art begrenzt,
so findet in ibm eine einzige lineare Relation ¢(z) =0 statt. Con-
struirt man die Curve y = @(x) fiir die Werthe < 2, und z > z,, so
hat der erste Zweig fiir z = r, mit der Abscissenaxe einen Contact von
der ersten, der andere filr x = x, einen von der #*® Ordnung. Nur
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in besonderen Fillen kann in diesen Punkten der Contact auf eine
héhere Ordnung steigen.

Ich wende mich zur Untersuchung der Differentialgleichung:
@) A@M(@)+ 4@ @) + -+ 4,@)f(2) =0,
und betrachte statt derselben zuniichst die Gleichung:
@) A(me) TI) 4 4, me) TR 4y A (me)f(me) = O,
welche durch die Bubstitution:
A= (P (n—s+1) P,_ 4 O70FDO=etD p

+ R{'I'l-—li !{l—l-l-l] P]

oder:

P= = (st ) Qg TIRTN Lo

-sl-linl

+[ },u(u—l} {n-s—l+1}_d

die Form:
P(me)f((m + m)e) + Py(me)f(m +n—16) + - - - + P (me)f(me) = 0

annimmt. Es lilst sich daber alles, was im vorigen Paragraph fest-
gestellt wurde, auch auf vorstehende Gleichung (4.) fibertragen, welches
such der Werth von s sei, also auch dann, wenn ¢ unter einer be-
liebigen Grenze liegt.

Bezeichnet man daher durch m' die Werthe von m, filr welche
bei einem bestimmten, unter einer gegebenen Grenze liegenden & eine
der Grélsen

A{ma)

P{ME}—— '
P (ms) = (—1)" {J{'"} (""}+ J:[!HE . 1]’

oder beide zusammen im Vergleich zu allen iibrigen Grifsen P, ver-
schwinden, so ‘sieht man augenblicklich, dafs, wenn jene Grenze immer
kleiner genommen wird, diese Werthe sich aunf diejenigen redueiren,
fur welche P(me¢) verschwindet.

Macht man nun die erlaubte Voranssetzung, dals es keinen end-
lichen Werth von z giebt, fiir welchen alle Coefficienten A, (z) ver-
schwinden, oder filr den einen oder mehrere derselben die Grenzen des
Endlichen bersteigen, und bezeichnet durch z' diejenigen Werthe
von z, fir welche A(z) verschwindet, so erhilt man folgende He-
sultate:
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1) Gegebene n Functionen, welche der Gleichung (3.) fiir einen
der Werthe = genfigen, kinnen nicht linearunabhiingig sein.

2) Will man die Gleichung (3.) darch » linearunabhiingige Fune-
tionen integriren, so ist dazu erforderlich, dals fiir keinen der Werthe x’
jede dieser Functionen der (leichung (3.) gentige.

3) Hat man umgekehrt » linearunabhingige Functionen, welche
der Gleichung (3.) in bestimmten Intervallen genfigen, so kann es unter
den Werthen z' keinen geben, fiir den jede dieser Funetionen der
Gleichung (3.) gentgt.

4) Stellt man bei der Integration von (3.) die Bedingung, dals
das gesuchte Integral jener (Hleichung auch noch fiir einen der Werthe =’
genilge, so giebt es keine n, sondern hichstens n — 1 linearunabhingige
Funetionen, welche jemen Bedingungen genfigen, und ihre Anzahl kann
durch weitere Bedingungen auch noch weiter reducirt werden.

Hat man » Functionen f, f;,..f,, welche der in 2) aufgestellten
Bedingung geniigen, so erhilt man durch Elimination von 4,, 4,,... 4
aus den Gleichungen:

A(2)f,\"(z) + 4,(@)f,""(z) + - - - + 4, (2)f,(z) = O

A,(I-‘Jf."’(f} + Al{z}fn{._“(x] +---+ Au{zjrn(x} -0
die folgende: _
A2) %2 ¢ 4,(2)Ey(z) = 0.
Ds in der ganzen Ausdehnung dieser Gleichung A(z) von Null ver-
schieden ist, so hat man entweder Ey(z) = 0, also auch & =0, oder:
dE, | 4,
Boz T2~
WOoraus:
P
) By(r) = e 0 °
folgt. Die rechte Seite dieser (leichung enthiilt eine durch die Inte-
gration eingefihrte Constante, welche dadurch bestimmt werden mufls,
dals man filr z einen besondern Werth einsetzt. Dabei entscheidet
sich zugleich die Frage, ob E, gleich Null oder von Null verschieden
ist, d. h. ob jene Integrale linearabhingig oder linearunabhiingig sind.
Die obigen vier Sitze bedirfen einer Erliuterung, welche ich fir
den dritten und vierten Batz an zwei einfachen Beispielen geben will.
Die Gleichung (z' — 1)f" + 2xf" — 2f = 0 hat die Integrale f; =z,
fo=zlgit | —2, wihrend z’' = +1 ist. Diese Integrale sind linear-
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unabhingig, also darf eines derselben fiir x = — 1, und eines fiir z = 1
der Differentialgleichung nicht genfigen. Dies ist in der That mit f;
der Fall, da f; in der Nihe jener Werthe aufhort der Vorsussetzung
zu entsprechen, dals seine Aenderung der Aenderung von z proportional
sei, also von der Herstellung der Differentialquotienten f* und [ fiir
jene Werthe keine Rede sein kann. — Untersucht man die Wirme-
bewegung in einer Vollkugel nach der Fourier'schen Theorie fiir
den Fall, wo die Temperator 4 nur von der Zeit { und dem aus dem
Centrum genommenen Radiusvector z abhingt, so hat man fiir alle

1 4 . -
Punkte der Kugel ohne Ausnshme % = % 2 (2#7%). Ist « eine will-
kitrliche Constante, so kann man ein particulares Integral finden, wenn
man noch die Gleichung %!-: = — ' hinzunimmt. Dann erhilt man:

d"u du

FF Rk PR

und es ist ein solches Integral zu suchen, welches dieser Gleichung
fir den Punkt r = O genfligt. Diese Gleichung hat die Integrale:

. @xr -
8o - co8 —

fl.-cl "1‘ ' f;-ﬁ_".&_""‘:

von denen dss Letztere zu verwerfen ist, weil es der Gleichung nicht
fir z = 0 geniigt.

Aus art. 3 fibertragen wir noch folgende Sitze. Hat man n + 1
Functionen f, f;, .. .f,, welche der Gleichung (3.) fiir alle Werthe von
I = z, bis £ = z, genligen, so sind dieselben fiir die nimlichen Werthe
von z linearabhingig. Sind die Functionen f;, f;, . . . f, in jenem Intervall
linearunabhiingig, so besteht in demselben eine einzige Relation von
der Form:

zu=10,

f{x} - alfl(x] + “'Irl{x} + e + ﬂlfu{z}‘
Genilgen diese piamlichen Functionen der Gleichung (3.) in zwei auf-
einanderfolgenden Intervallen, zwischen denen ein Werth 2’ liegt, fiir
den A(z), A'(z),... A*)(z) verschwinden, und ist g S n, so muls die
in dem einen Intervall stattfindende lineare Relation von der im andern
bestehenden giinzlich verschieden sein.

b.
Es ist hier am Orte, einige Eigenschaften der im Vorhergehenden
betrachteten Determinanten anzuschliefsen. Es ist:
Z4 VU-VU-VU, .. VU0 =VV,...V,E+ UG/T,".... U9,
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und wenn man Ut'-"fl —UW=alU, 4 Uﬂl — AU = 4T ete
setzt:
E+ UaUaU".. a0 =4+ U0 U"... U™,

eine Formel, welche man auf dieselbe Art, wie die Gleichung (1.)
art. 4 beweist. Die Verbindung dieser Gleichungen giebt:

(L) E4LVU-4(VU)- 2VU")... a20(VI™)
-VV V... V.2 + HAU'J‘U" N o F
Setzt man in dieser V——, V, =
E+ UaULU"... . £U™
Ly u- o™
- UUIU'I""Uuzid(_ﬂ')d‘('ﬁ)'“d‘(_ﬂ'_
Wiederholt man diese Operation und setzt:

A7) =, 2=, a(15)- 000 e
so ergiebt sich schliefslich:

(2) E4+ UaUa®U”.... 8&U™

= UU1 D"I,I-U l.ﬂ H'l,l LFI.,]U I‘l. U:.-l.l."Lh-—'l,,]-—'l‘Ul--:ll.-llllLll'-_-n—l’
wodurch die Determinante zur Linken als das Produkt von '+—1:!—: +3
Factoren dargestellt ist. Setzt man U" =f, (ms + ), V., =p(me+ pe),
me =z und & = ¢z, 80 erhilt man aus (1), wenn man durch gzt
dividirt und zur Grenze fbergeht:

dof, 'ef, "of, " af, 8'h @,
(3) Z+ of 5 2z dz' e =9 +lz:|:'ft:z gzt A

U’ . V—- ,mfulgl::

Bezeichnet man ferner die (Grenze von [':# durch ,t"“|r

fn 3 (28] .fpl
f az( f ): fp,i_ E}(n‘.)r f a# ft|) ﬂtﬂ.,
so folgt aus (2.):
@) g O Tl ORI 2 e fann

fxdz*’

,» 80 dafs man hat:

Die Gleichungen (3.) und (4.) sind zuerst von Herrn Hesse im 54"
Bande dieses Journals pag. 249, 250 veriffentlicht worden.*)

") Die in diesen beiden Gleichungen enthaltcnen Ergebnisse waren bereits
vor linger als einem Jahr von Herrn Christoffel gefunden und der Redaction
dieses Journals mitgetheilt worden. Nur dem Umstande, dafs der Herr Verfasser
dieser Arbeit einige Aenderupgen in derselben vorzunehmen wiinschte, ist es zu-
zuschreiben, dafs die nimlichen Ergebnisse, welche Herr Hesse in der citirten
Abhandlong erhalten hat, von diesem frilher verdffentlicht worden sind. B.
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Zur Transformation der Veriinderlichen in diesen Determinanten
hat man die Formel:

a1, af, a-r.. e\ af, #f, ',
()  EifGom o= (os)  EE 5 5 e

welche sich sehr leicht h«waman lilst, indem man fir die Derivirten
nach z die nach { mittelst der Formel:

PO PLON,  w L

= 5 (53) + 0" G + 4" S+

einfiibrt, und dann durch Addition von Verticalreihen reducirt.
Setzt man:

af, 8, ?pr'l dd d" Ay
2tz aw — o= o — A

80 hat man folgendes System von Gleichungen, dessen Beweis ich
iibergehe:

(Z4 d4,4,4) ... 4" =L

Z4+ A4, 4y" ... AXY = (—1ya* - f,

E4 4,44, ... 4% = (—1)"a~E 4 f, I

t 3z
e (=3} 1% gm=8 afu'laf#
(6.) 1Zt dya’ay” . . 43P = (=124 ], , fx ozt
éntf,
Z4 dyd) = (— 1) wzir.‘”'* g e

4, =(— l}nziﬂan . 'g%'

Diese Gleichungen sind von Wichtigkeit fiir die Untersuchung
solcher linearer homogener Differentialausdriicke, welche nach der Be-
nennung des Herrn Hesse zn einander complementar sind. So enthilt
z. B. die vorletzte derselben die vollstindige Integration einer linearen
Differentialgleichung ohne zweiten Theil, fir den Fall, dafs das Integral
ihrer Complementargleichung bekannt ist.

Montjoie, 1857.

Anmerkung.
Zu der vorstehenden Abbhandlung enthielt das in der Vorrede erwihnte Hand-
exemplar Christoffels einen Nachtrag, der auf 3. 106—110 zum ersten Male ab-
gedrockt wird, | F.
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Zusatz zu der vorstehenden Abhandlung fiber die lineare Abhingigkeit
von Funktionen einer einzigen Verdnderlichen.

{Aus dem Nachlals Christoffels.)

Durch eine giitige Mittheilong des Herrn Prof. Kummer wurde
ich auf einen in der Anwendung der Lehre von der Linearabhingigkeit
vorkommenden Fall sufmerksam gemacht, welcher sich mittelst der in
obigen artt. gegebenen Regeln nicht erledigen lifst, nimlich den Fall,
wo eine Function so beschaffen ist, dals sie einer gegebenen Differenzen-
oder Differenzialgleichung nur innerhalb eines bestimmten Intervalls
geniigt. Die in art. 3. angestellte Untersuchung ist nimlich nor so
weit geflhrt worden, dals sich ein Schluls auf das Verhalten solcher
s Funktionen ziehen liefs, welche der (leichung 1. in allen p. 98 be-
zeichneten Intervallen geniigen. KEs ist daher auch wesentliche Be-
dingang zu den durch 1) 2) 3) 4) bezeichneten Siitzen, dale die Fune-
tionen f;, f, - .. f, der Gleichung 1. in mehr als einem Intervall ge-
niigen, d. h. dafs die in Frage kommenden Werte m' zwischen Inter-
vallen liegen, in denen der Gleichung 1. durch jene Functionen Genflige
geschieht. Die analoge Bedingung gilt fiir die Sitze des art. 4.

Um den obigen Fall zu behandeln, zerlege ich nach Anleitung
von pag. 98 die Reihe der Werthe m in Intervalle, zwischen denen die
Werthe m’ eingeschaltet sind, und sei die Reihe a. ein solches Inter-
vall; dann ist also sowohl filr m=m,— 1, als flir m =m,+p + 1
eine der Functionen P(m) und P,(m) oder es sind beide gleich Null
Man befindet sich demnach in dem pag 97 erirterten Falle; die unter
den dortigen Voraussetzungen bestimmten Functionen sind fiir die
Werthe b. linearunabhiingig. Handelt es sich nun darum, die Werthe
dieser Functionen filr m =m,— 1 und m =m,+p+ 1 so zn be
stimmen, dafs der (Gleichung 1. Geniige geschieht, so sind folgende
Fille zu unterscheiden.

A. 1) P (my,—1)=0, Pimy—1)S 0. Da A(m,) von Null ver-
schieden ist, so folgt aus 3. 4 ,(m;— 1) = co, was unzulissig
ist. Es kann also mindestens eine der Functionen f,,f;, ... f,
nicht bis zu dem Werthe m = m;— 1 fortgesetzt werden.

2) P,(mg—1)=0, P(my—1)=0. Aus 2. folgt, dals 4, ,(m,—1)=0
fir pw1,2,...n, also 4,(m,) =0, was nicht der Fall ist.
Also haben wir dasselbe Resultat wie in 1).

3) P, (m,—1)S0, P(my—1)=0. Aus3.ergiebt sich 4, (m,—1)=0;
folglich sind die Functionen f,, f;, ... f, linearabhiingig fiir

m=my— 1, my,...my+n—2
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B. 1) P(my+p+1)=0, P,(my+p+1)S0. Unter dieser Vor-
sussetzung wird A (m,+ p + 2) = co, also kann zum wenig-
sten eine der Functionen f, f;, ... f, nicht bis zum Werthe
m=my,+ p+n+ 1 fortgesetzt werden.

2) Pmq+p+1)=0, P, (my+p+1)=0. Hiersus folgt
Ay, (mg+p+1)=0 fir p=1,2...m, also auch
dy(my +p + 1) =0, was nicht der Fall ist, also gilt wieder
das vorige Resultat.

8) P(my+p+1)S0, P,(my+p+ 1) =0 liefert die Gleichung
dy(my+ p+ 2) = 0; die Functionen f,, fy, ... f, kinnen da-
her bis zum Werthe m == m,+ p + 1 fortgesetzt werden, sind
aber fiir die Werthem =m,+p+ 2, my+p+3, .. .my+p+n+1
linearabhiingig.

Sollen demnach alle Functionen f,, fy, ... f, bis zu obigen Wer-
then mittelst der Gleichung 1. fortgesetzt werden, so ist dies nur in
den Fillen A. 3) und B. 3) méglich, und es stellt sich die Thatsache
heraus, dals die n Functionen filr die » extremen Werthe des um die
Werthe m'=my,— 1 und m'=m;+ p + n + 1 vermehrten Intervalls
ihre Linearunabhingigkeit nicht bewahren.

Um alle Fille zu erledigen, welche sich bei der Fortsetzung
obiger Functionen mittelst der Gleichung 1. darbieten kdnnen, wenn
dieselbe lberhaupt mdglich ist, gehe ich zur Betrachtung der Werthe
m=my,— 2, m=my+p+2 lberr Es sind dabei folgende Fille

mdglich.

A 3) o) P,(my—2)S 0, P(my— 2) S 0. Aus3. folgt ,(my—2) =0,
die Functionen kSonen also fortgesetzt werden, bleiben
aber linearabhiingig.

B) P,(my—2) =0, P(my—2)S0. Aus 2. folgt, daB die
Werthe der Functionen f;, f;, . . . f, filr m = my, — 2 willkiir-
lich sind; es ist also gestattet, diere Werthe so auszuwihlen,
dafs die Functionen fiir die Werthe my— 2, my—1,...m,4-n—3
linearunabhingig werden; jedenfalls wird aber die weitere
Fortsetzung derselben von ihrem frilheren Verlauf unab-
hiingig, indem zu derselben die Angabe der zu m = my— 2
gehdrigen Functionalwerthe erforderlich ist.

y) P,(my—2)S0, P(my— 2) =0; aus 3. ergiebt sich
Ay(my— 2) =0, wie in «).

8) P, (my—2) =0, P(my—2)=0; sus 2. folgt 4, (my—2) =0
fir p=1,2,...n, also ist wie in «) und ) A,(m,—2)=10.
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B. 3) «) P(my+p+2)S0, P,(my+p+2)S0 giebtdy(my+p+2)=0;
die Functionen kinnen also zum Werthe m=m,+p+n+4 2
fortgesetzt werden, indem sie dabei linearabhiingig bleiben.

B) P(my+p+2)=0, P,(my+p+2)S0; die Werthe der
Functionen f;, f, ... f, bleiben fir m=m,+p+n+ 2
willkiirlich; sie kdnnen also so gewihlt werden, daB die
Functionen fiir m =m,+p+3, my+p+4,...0;+p+n+2
linearunabhiingig werden; jedenfalls wird aber die weitere
Fortsetzung derselben von ihrem fritheren Verlaufe unab-
hiingig, indem zu derselben die durch die Gleichung 1. nicht
vermittelte Angabe der zu m = my + p + n + 2 gehirigen
Functionalwerthe erforderlich ist.

7) P(mo+p +2)S0, Py(m+p+2) =0 giebt wie in a)
dy(my+p +2) =0

&) Pimi+p+2)=0, P(my+p+2)=0 giebt aus 2. fur
p=12...n 4, (my+p+ 2) =0, also wie in a) und )
do(mg+p +2) = 0.

Daraus ergiebt sich nun folgender Sats:

Gentigen # linearunabhiingige Functionen f,, f;, ... f, der
Gleichung 1. in einem bestimmten Intervalle a., welcher unten
und oben durch die Werthe m'=m, —1 und m'=m,+ p + 1
begrenzt ist, so kénnen nur dann alle Functionen mittelst der
Gleichung 1. Gber das Intervall b. fortgesetzt werden, wenn
P (my— 1) und P(my+ p + 1) von Null verschieden ist; ist dies
sber der Fall, so ist auch die weitere Fortsetzung der Functionen
zulisssig und richtet sich nach folgenden Gesetzen.

Ist unter den Zahlen m =my—2, my—3...my,— ¢ die
Zshl my, — g die einzige, welche der Bedingung (A. 3) f)
P,(m) =0 P(m)S 0 geniigt, so sind die Functionen f,, f;, - . . f,
fur die Werthe my— g +1, my— g+ 2,...my+ n—2 linearab-
hingig. Zur Bestimmung der filr m = m, — ¢ und darilber hinaus
stattfindenden Functionalwerthe reicht die Angabe der Werthe, welche
die Functionen filr m == m,, my+ 1, ... mg+ n — 1 haben, nicht
mehr aus, sondern es miissen mindestens die zuo m = m,— g ge-
hiirigen Werthe derselben unmittelbar gegeben werden; dies kann
aber so geschehen, dals die Functionen von my— ¢ +n—1 ab-
wiirts linearunabhingig werden, da wegen der willkiirlichen Fune-
tionalwerthe, welche bei m,— ¢ stattfinden, beliebig viele solche
Fortsetzungen erhalten werden kinnen.

Ist unter den Zahlen m=m,+p+2, my+p+3,..my+-p+r+2
die Zahl my+ p+r + 2 die einzige, welche der Bedingung (B. 3) )
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P(m) =0, P, (m) 5 0 genilgt, so sind die Funetionen f, f;, ... f,
fir die Werthe my+p+2, my+p+3, ... my+p+r+n+1
linearabhingig. Zur Bestimmung der fiir m =m, 4+ p+r+ 2
und dariiber hinsus stattfindenden Functionalwerthe reicht die An-
gabe der Werthe, welche die Functionen fiir m =m, my+1,...m,+n—1
haben, nicht mehr aus, sondern es miissen mindestens die zu
m=my,+ p+ r + 2 gehdrigen Werthe derselben unmittelbar ge-
geben werden; dies kann aber so gescheben, dals die Functionen
von my+ p + r 4+ 3 aufwiirts linearunabhingig werden. Jedenfalls
kinnen aber die Werthe, welche man hierdurch fiir die Functionen
fisfay+--f. von my+p+ r+ 2 an erhilt, nicht mehr als die
Fortsetzung des fritheren Verlaufs dieser Functionen betrachtet
werden, da wegen der bei m,+ p + r + 2 stattfindenden willkilr-
lichen Funectionalwerthe beliebig viele solcher Fortsetzungen er-
halten werden kinnen.

Was nun den Ubergang von diesen Betrachtungen zu denen des
art. 4 betrifft, so ist darfiber folgendes zu bemerken. Genfigen n linear-
unabhiingige Functionen f,, f, ... f, der Differenzialgleichung 3. fiir
alle zwischen z,’ und z," liegenden Werthe von z, wihrend z, und z,’
den Coeffizienten A(r) zum Verschwinden bringen, so kann es sich
ereignen, dafs sie der Gleichung auch noch fiir einen dieser Werthe
oder fir beide genligen; jedenfalls hat man dann fiir diesen extremen
Werth von z die Gleichung a,/,"+ a, ) +-- -+ a f =0, p=1,2,...n
Aber die Bedingungen fiir das Eintreten dieses Falles lassen sich nur
ans einer genaueren Untersuchung der Gleichungen (pag. 101) P(me&) =0,
P (me) =0 unter Anwendung obiger Sitze herleiten und sind der
allgemeinen Untersuchung nicht zuginglich.



IV,

Zur Abhandlung von Heine: ,Ueber Zahler und Nenner der
Naherungswerthe von Kettenbriichen® im 57. Band des Journals
for die reine und angewandte Mathematik.

{(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 68, 1861, 8. 90—81.)

Herr Heine hat im § 7 der genannten Abhandlung die Zihler
und Nenner der Niherungswerthe des Kettenbruchs fiir

F(kky+1,5)
1) “-_Ft—kﬁ’ k=oc

gefunden, und zwar erfordert der dort eingeschlagene Weg die ge-
sonderte Bestimmung der beiden auf einander folgenden Zihler F, ,
P,.,, und der entsprechenden Nenner @, _, ¢,.,,- Es dirfte von
einigem Interesse sein, daf diese vier Funclionen simmtlich in einer
einzigen Form enthalien sind.

Bestimmt man némlich zwei Reihen von Functionen ¥V und W
durch die Gleichungen

V=1, Vimy+1, Vy=(r+2) V43, Vy=(r+3) V427,
Vasa=(p+m+3)V 4342V,

(2.)
Wu_?" Wy=(y+1)W,y+z, W,—{?+2]IW,+:¢W‘,--
Weoia=(p+m+2)W_  +2W,,
go ist
Vo 1 [1, z, z, T ]
W, oz - 1, y+2, '
HiriE.. . nr+l oyt y+m
4 E
y+m

mithin V= der m + 1* Niberungswerth des Kettenbruchs fur %. Folg:

lich kinnen 3V, und W_ von P_ und @, nur durch ein und den-
selben constanten Factor verschieden sein.
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Vergleicht man in (2.) die #iber einander stehenden Gleichungen,
80 zeigt sich sofort, daB, wenn

(3) Va=o(@ 7+ 1,m)
gesetzt wird, zugleich
(4) Wo=o(z,y,m+1)

sein muB; damit ist die oben aufgestellte Behauptung erwiesen. Es
ergiebt sich

iy+m—3)
(5.) 9 (z, 3, m) = Z(m — s), S 2,

wo & die Werthe 0, 1, 2,... bis zur griifsten in 4 m enthaltenen ganzen
Zahl inclusive durchliuft, und statt des Quotienten der beiden I" die
entsprechende Facultit zo setzen ist. Mittelst dieser Bezeichnung
wird nun
GHDG+D) G +2m—1) P = g5y +1,2m—1),
6) | OV GHIm Pyt 2m,
T+ D@42 +2m—1) Q. =9 (=7, 2m)
rp+Dr+2)-(+2m) Guyu= @y 2mt1)
Der Werth von w lilst sich stets in ausgefilhriter Form angeben,
8o oft y die Hilfte einer positiven und ungeraden Zahl ist. Fir y =1
findet man denselben in der Abhandlung des Herrn Heine; ist

(7) y=42n+3), n=0,12,..,
g0 setze man
(8) z =1y",
und
oty gl
(9.) “-"*‘"'a#ﬁir 5--—%*’3ﬁ'r;_
oder in anderer Form
iy |, (29 (2y)*
PO S 5 B 01 Y
(10) - g '
' 2y , (2y)* (29)"
gttt et tia G
" gy yn+! '
dann wird
(11) 1_[:: 5 & '...}-ﬂﬁﬂlﬂ
¥ yr+ L v+ 2 qU,—e'8,

und nach dem Fritheren ist hiervon der m + 1* Niherungswerth
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Voo _ ®l®i(@n+65), m )
(12.) W, exi@En+38,mi1)’

welcher sich auch in die zu (11.) ganz analoge Form

BontnstWs1 = TnyaiaBoyr
Bainsall, —!.+.+|.ﬂ.
bringen liBt. '

Die Functionen ¢ scheinen zu einer gréfseren Rolle bestimmt zu
sein, als sich aus ihrer Beziebung zur hypergeometrischen Reihe ver-
muthen lifst, Sie stehen niimlich mit den Integralen der Riccatischen
Gleichung in einem so genaunen Zusammenhange, daB man fast in allen
Untersuchungen auf sie gefihrt wird, welche ein niheres Eingehen auf
die Natur dieser Integrale erfordern.

Berlin, im Mirz 1860,



V.

Uber die Dispersion des Lichts.

{Monatsberichte der Kgl. preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1881,
8. 906—921 und 997—999; wieder abgedruckt in Annalen der Physik und Chemie
Bd. 117, 1862, 8. 27—45.)

Seit den Untersuchungen Cauchy's iber die Dispersion des Lichts
hat man sich vielfach mit diesem Problem beschiiftigt, theils um nach-
zuweisen, dafs die Resultate des Mémoire sur la dispersion, in Folge
der ihnen zu Grunde gelegten Vorsussetzungen von der Dispersion
keine Rechenschaft zu geben vermiigen, theils am dieselben von andern
(Gesichtspunkten aus neu zu begriinden oder durch andere zu ersetzen.
Der hauptsichlichste Einwurf, den man gegen Cauchy’s Theorie er-
heben kann, bezieht sich darauf, dafs in derselben eine genfigende Er-
drterung desjenigen Punktes vermilst wird, auf den es vor allem an-
kommt, némlich der Frage, ob die Constanten, vermige deren die
Wellenlinge in den Ausdruck fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
eingeht, auch solcher Werthe fihig sind, dafls dadurch eine wahrnehm-
bare Abhingigkeit zwischen jenen Grilsen begrindet wird; derselbe
trift in diesem Sinne auch alle spiiter iber diesen Gegenstand ver-
dffentlichten Arbeiten.

Die genauere Untersuchung dieser Frage, welche sich in dhnlicher
Form auch bei andern Problemen der Molekulartheorie wiederholt, hat
gezeigt, dafs die Voraussetzungen der §§ 1. 2. 3. des Mém. s, 1. disp,,
suf gebllhrende Grenzen eingeschrinkt, die Dispersion des Lichtes in
isotropen Mittein, mit Ausschluls bestimmter Grenzfille, vollstindig er-
kliren, und zwar durch eine Formel, welche alle bisher aufgestellten
an Einfachheit wesentlich dbertrifft. Nennt man nimlich die Wellen-
linge eines Strahls im dispersionsfreien Raume und seinen Brechungs-
index fiir den Ubergang in ein anderes isotropes Mittel die Elemente
dieses Strahls, so besteht die von mir gefundene Dispersionsformel in
einer Helation zwischen den Elementen zweier Strahlen, von denen der
eine willklirlich, der andere physikalisch definirt und filr die Natur der

E.B. Ohristoffel, Gesammelte Abhandlungen. L 8
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brechenden Substanz charakteristisch ist; wiihrend die Anniherungs-
formeln von Cauchy, Baden-Powell, Broch und Redtenbacher
ihrer Natur nach als Relationen zwischen den Elementen von drei, die
letztere von vier willkiirlichen Strahlen aufgefalst werden missen.

Das Mémoire s. 1. disp., an welches hier angeknfipft wird, handelt
von den kleinen Schwingungen, welche ein sich selbst iiberlassenes
System materieller Punkte um eine stabile Gleichgewichtslage hernm
ausfilhrt. In der letztern sind die Punkte retikular geordmet; ihre Ent-
fernungen von einander halten sich sowohl vor, als wihrend der Be-
wegung iiber einer endlichen, wenn auch sehr kleinen Grenze g, Nennt
man m, m’ die als einander gleich vorausgesetzten Massen zweier Punkte,
r ihre gegenseitige Entfernung, so wirkt zwischen ihnen die Anziehung
mm'f(r), welche nebst ihrer ersten Derivirten mm’f"(r) die Eigenschaft
hat, wahrend r von g, bis zu einem andern endlichen, jedoch sehr
kleinen Werthe p wiichst, nie unendlich oder unstetig zu werden, und
- fir grilsere Werthe von r zu verschwinden. Diese Entfernung ¢ wird
der Radius der Wirkungssphiire genannt.

Hierzn wird die einschrinkende Bedingung gefiigt, dala die von
verschiedenen lokalen Stérungen des Gleichgewichts herriihrenden Er-
schiltterungen sich iiberall, wo sie einander begegnen, ohne merkbare
gegenseitige Stérung superponiren. Reduzirt man dem entsprechend
die beschleunigenden Krifte auf ihre linearen Theile, so findet sich, dals
dies nur so lange geschehen kann, als die urspriingliche gegenseitige
Lage von Punkten, die mit mefsbarer Stirke auf einander wirken, nur
sehr wenig gedndert ist. Bei Wellenbewegungen lassen sich zwei Grenz-
fille nachweisen, in denen diese Bedingung nicht erfillt ist; man ge-
langt zu denselben, bei constanter Wellenlinge durch Vergrélserung
der Amplitude, und bei constanter Amplitude durch Verringerung der
Wellenlinge. Die Gesetze, nach denen die Bewegung in diesen Fillen
verlioft, konnen sich demnach aus der Untersuchung der superponir-
baren kleinen Schwingungen nicht ergeben, da sie bei derselben von
vornherein ausgeschlossen sind.

Dies vorausgeschickt, findet Cauchy folgendes Resultat. Ist das
oben bezeichnete System isotrop, so besteht zwischen der Schwingungs-

dauner ¢ = BT' ebener Wellen, in denen die Schwingungen transverval
sind, und ihrer Wellenlinge | = !;- eine Helation von der Form:

L ' = a k' + ok + gk + -
hier sind a,, a,, a,, - - - constante Gréfsen, welche von der Einwirkung



V. Uber die Dispersion des Lichts. 115

abhingen, die irgend ein Punkt O des Systems wihrend des Gleich-
gewichts von Seiten der fibrigen, in seiner Wirkungsesphiire befindlichen
Punkte erféhrt; ist m einer der letztern, und r seine Entfernung von 0,
#o hat man (§ 9.)

(—1y 1
1= Faig s At g5 B0
A= Zmf)e >, B= EmCT 0 = fi)et
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Wellen ist — .i' , folg-

lich, so lange micht alle Constanten a,, a, - - - vamhmndan, fiir Wellen
von verschiedener Linge verschieden.

Denkt man sich jetzt zwei isotrope Medien g und m, welche sich
lings einer Ebene E berflhren, und von denen das erstere aulserdem
die Eigenschaft hat, Wellen von jeder Liinge mit der nimlichen Ge-
schwindigkeit fortzupflanzen, so besteht die Aufgabe der Dispersions-
theorie darin, den Brechungsindex » fir den Ubergang eines Wellen-
systems sus p nach m als Funktion derjenigen Grilsen darzustellen,
durch welche die Bewegung dieser Wellen in u bestimmt wird.

Bezeichnet man die Werthe, welche die oben eingefiihrten Grifsen
in p annehmen, durch die entsprechenden griechischen Buchstaben, so
hat man ¢'= & %", 0 = -g-'!, X = !T" Da ferner die auf die Ebene E
beziiglichen Bedingungen in linearen Gleichungen zwischen einer end-
lichen Anzahl von rechts und links dieser Ebene stattfindenden Ver-
riickungen und Beschleunigungen bestehen, so erhilt man die be-

lunnum Ralltinnan i =nl, r = ¢ Hieraus ergiebt sich 6 =5, k = !:*,
x="r , also findet zwischen »n und A4 die Gleichung

tzn '.II!H Exn
5 () - (e (T e (5
statt, aus welcher n zu bestimmen ist.

Zu dem Ende nimmt Cauchy an, dals die Quotlentan o, a!,
sehr kleine Grifsen von der Ordnung ¢* sind, und kehrt nun lim Reihe 1.
um, worsus fir A* ein Ausdruck von der Form &*e= b s*+ b,s'
+ bys* + - - - folgt; diu&lhﬂ Operation, suf 3. angewandt, giebt n' = b, a,
+ﬂ'}'h"‘ + {h}'b =N + +--; es folgt aus jener Voraussetzung, dals
auch in dieser Ra:ha jeder Co&ffizient sich im Vergleich zam voran-
gehenden wie eine Grifse von der Ordnung o' verhalten mufs. Die

numerische Verifikation zeigt, dafs diese Voraussetzung, welche schon
im Prinzip den Zweck der Untersuchung in Frage stellt, keineswegs
L



1186 V. ['ber die Dispersion des Lichts,

mit der Erfabhrung iibereinstimmt, indem selbst in solchen Fillen, wo n
sich nur sehr langsam mit 1 indert, die angenommene rapide Abnahme
der Coéffizienten nicht eintritt. Auch ist dieselbe keine nothwendige
Folge der frilhern Voraussetzungen; vielmehr lifst sich leicht zeigen,
dals durch geeignete Bestimmungen tiber die Funktion f(r) den Con-
stanten a, und a, jeder endliche Werth angewiesen werden kann,
wihrend alsdann bei den folgenden Coéffizienten jeme Grilsenordnung
allerdings stattfindet.

Sei p die Anzahl der verschiedenen Werthe von r, denen im
Innern der zu O gehdrigen Wirkungssphiire Punkte des Systems ent-
sprechen, so ist p eine endliche, durch den Werth von ¢ villig be-
stimmte Zahl Jede der Summen A4, enthilt dann die nimlichen
p Werthe der Funktion f(r), iiber welche man, mit Berilcksichtigung
der ilber diese Funktion bereits getroffenen Bestimmungen, frei ver-
fiigen kann. Betrachtet man diese Werthe von f(r) als Unbekannte,
so fragt es sich, ob man in 2. die Werthe 4,, 4,,.. 4, als will-
kilrlich gegeben betrachten darf, oder ob die der Funktion f(r) aunf-
erlegten Bedingungen eine Beschrinkung in der Auswahl dieser Werthe
nach sich ziehen.

Die Werthe von f(r) milssen 1) mit der Stabilitit des Systems
vereinbar sein, 2) den Bedingungen der Isotropie geniigen, und 3) darf
keiner derselben unendlich grofs sein. Die erste Bedingung hat auf
die augenblickliche Untersuchung keinen Einflufs, da sie nur das Zeichen,
nicht den absoluten Werth eines Ausdrucks bestimmt, welcher von den
in Frage kommenden Werthen von f(r) und f'(r) abhingt; die Iso-
tropicbedingungen bleiben vorliufig ganz bei Seite, da sie erst durch
die folgenden Betrachtungen auf ihren gebthrenden Umfang eingeschriinkt
werden milssen.

Bezeichnet man jetzt die in A, einzusetzenden Werthe von r durch
r, oder s,, jenachdem ihnen ein positiver oder negativer Werth von f(r)
entspricht, und setzt: ¥ mf(r,)r,¥*1= R, — S mf(s)s,¥* = R/, s0 ist
A, als Summe einer endlichen Anzahl von Gliedern gleich R,— R/;
ferner lassen sich zwischen g, und ¢ zwei Werthe r,, und s,, so aus-
withlen, dafs R,= r}{ Ry, R/ = s} R,’ wird; daraus folgt

Ag= By— Ry, Ay =1}y By — 8}, Ry, - - - A= r{[ Ry — 51| Ry,
Wenn nun f{r) bei der Summation sein Zeichen nicht wechselt, so
ist eine der Grilsen R, It,’ gleich Null, also findet dann, wenigstens
bei den Constanten A, die von Cauchy angenommene Gréfsenordnung
statt. Werden dagegen Zeichenwechsel zugelassen, so steht nichts im
Wege, der Funktion f(r) einen solchen Verlauf zu geben, dals #}, von
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s}, um irgend eine endliche Griifse von der Ordnung ' verschieden
ist; dann erhilt man:

Ry=—hd po_A-—rhdy

rh—of, ° rii—ef, *
B it TR L Pk £ L
d=g=ah T A

Ertheilt man jetzt den Griifsen A, und A, endliche Werthe von der-
selben Ordnung, so werden R, und R, endlich und im Vergleich zu

ihnen von der Ordnung -:1, was mit keiner frilhern Bestimmung im

Widerspruche steht; dagegen wird der erste Theil von 4,, wenn iS5 2
ist, von der Ordoung ¢*~? der andere von der Ordnung g%, also tritt
hier der oben erwiihnte Umstand wirklich ein.

Durch Hiufung der Bedingungen, denen f(r) unterworfen ist, kann
man bewirken, dafs »}, = s}, wird. Ich lasse diesen Fall im Folgenden
unberficksichtigt, da es nicht der Natur der Sache angemessen zu sein
scheint, die Schlofsresultate, ans denen, wie es bei Untersuchungen
dieser Art stets der Fall ist, jede Spur vom besondern Charakter der
Funktion f(r) herausfiillt, an spezielle Voraussetzungen tber den Ver-
lanf derselben zu binden.

Da dieselbe Betrachtung auf B, anwendbar ist, so folgt, dals in
jeder der beiden Reihen A4,, 4,, 4, ... und B, B,, B,, ... die zwei
ersten Glieder endlicher Werthe von derselben Ordnung fihig sind,
dagegen das dritte und jedes folgende Glied im Vergleich zum voran-
gehenden eine Grilfse von der Ordnung ¢! ist. Dasselbe gilt daher
such von der Reihe a,, gy, ay, ...

So lange nun in der Gleichung (3.) %=I 8o klein ist, dafs alle

Glieder der rechten Seite einen merklichen Einflufs auf ihren Werth
iulsern, findet offenbar kein einfacher Zusammenhang zwischen » und 1
statt; ich beschrinke daher die Untersuchung auf den Fall, wo [ zum
Radius der Wirkungssphiire in einem solchen Verbiltnisse steht, dals
die Glieder, deren Coéffizienten von der Ordoung ¢% ¢%, ¢% ... sind,
keinen wesentlichen Beitrag zum vollen Werthe der rechten Seite mehr
liefern. Es mufs dabei der Erfahrung #berlassen werden, zu ent-
scheiden, bis zu welchen Werthen von I alle nach dem zweiten folgen-
den Glieder vernachlissigt werden diirfen, wihrend es ganz dahin ge-
stellt bleibt, wie grofs oder klein man sich den Radius der Wirkungs-
sphire zu denken hat. Abgesehen von allen andern Bedingungen wird
also die Formel

4 @ = a,nt + (22)'ay Iy
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fir hinlinglich grolse Werthe von ! dgn Vorsussetzungen der Theorie
genau entsprechen, dagegen bei abnehmendem [ einmal aufhéren, die
Resultate derselben darzustellen.

Dies festgestellt, denke man sich durch O eine Gerade g von be-
liebiger Richtung gezogen, und setze, unter (rg) den Winkel zwischen
g und r verstanden,

U = Zmf(r)r*+cos* +¥(rg)

B, = Zm(rf r) —f(r)r*+* cos* +4(rg);
dann bestehen nach Cauchy (man vergl § 3. 43.—46. mit § 9. 10.—11.)
die Bedingungen fiir die Isotropie darin, dafs fiir i =0, 1, 2, . .. bei
jeder beliebigen Richtung von g

1

5. U= +nzl,, B, - ir‘+5‘Hf
gein mufs,

Will man nun die Bedingung der Isotropie unbeschriinkt aufrecht
erhalten, so hat man zu untersuchen, ob dieser unendlichen Zahl von
Bedingungsgleichungen bei einer endlichen Zahl von Werthen der
Funktionen f(r) und rf'(r) — f(r) durch eine passende Anordnung des
Systems Genilge geschehen kinne, d. h. ob es méglich ist, eine solche
Einrichtung des retikularen Punktensystems anzugeben, dals diese Be-
dingungsgleichungen sich von selbst auf eine endliche Zahl reduziren.
Dieser Untersuchung kann man sich aber ganz diberbeben, wenn man
die Betrachtung so einschriinkt, wie es vorhin geschehen ist. In der That
lifst sich nachweisen, dals bei den vorausgesetzten Werthen von [ die
Gleichung 4., oder was auf dasselbe hinauskommt, die Gleichung
§' = a k* + a,k* stattfindet, sobald nur die Gleichungen 5. fir + =0
und ¢ = 1 erfilllt sind, wihrend es ganz gleichgiltig ist, ob dies auch
mit den folgenden der Fall ist.

Die Grélse s* ist im Allgemeinen durch eine kubische Gleichung
bestimmt, deren Co&ffizienten von den beiden Funktionen

1 1 1
1 1 1
V=32 = 1 Bk — g B ¥ + g Bk —
abbingen, und zwar :st fiir den Fall, dals alle Isotropiebedingungen

erfullt sind, s'= T+ 1) . Da % sich in die Form Jicos®*'q,R,

— st{cos™ + 'y, R," bringen lafst, und dhnliches von B, gilt, so sind ¥,
und B, von derselben Ordnung, wie 4, und B;. Reduzirt man daher
vorstehende Heihen auf ihre beiden ersten Glieder, so wird unter der
Voraussetzung, dals die Gleichungen 5. fiir i =0 und 4 =1 erfillt sind,
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1 1 1
T g oM — o AK, V=9 4 o Bk — H{T}Bk‘

daraus ergibt sich fiir s* die n&mliche kubische Gleichung, als ob in
dem Falle der unbeschriinkten Isotropie die Ausdrficke fir 7' und ¥V
ebenfalls auf ihre ersten Glieder reduzirt worden wiren; man erhilt
also, wie vorhin, & = a, k* + ok’

Driickt man in den Gleichungen ¥, = %A,, %—%A,,‘B,—%B,,

B, ——:—Bl, suf welche sich in Folge der fiber ! gemachten Voraus-
setzung die Isotropiebedingungen reduziren, cos (rg) durch die Cosinus
der Winkel aus, welche r und g mit drei rechtwinkligen Axen bilden,
80 liefern dieselben wegen der willkfirlichen Richtung von g beziehungs-
weise 6, 15, 15, 28 Relationen, von denen jedesmal eine aus den iibri-
gen folgt; die Zahl der von einander unabhiingigen Bedingungen ist
demnach 60. Nichts hindert, die Anzahl p der verschiedenen Werthe
von r so groB vorauszusetzen, dals diese linearen Gleichungen neben
den beiden, durch welche die Werthe von f(r) und f(r) mit den
Grilsen @, und a, verkniipft sind, befriedigt werden kinnen.

Die einzige Beschrinkung, der man bei der Auswahl der Werthe
von @, und a; unterworfen ist, rilhrt von den Stabilititsbedingungen
her, und besteht darin, dafs s* poeitiv und von Null verschieden sein
mufs. Diese Bedingung ist bei der gegenwirtigen Untersuchung er-
fillt, da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ebener Wellen in g, ndm-
lich Va,, und umsomehr s = ¢ als sehr betrichtlich vorsusgesetst
wird, und die Grilsen @, und a, demgemils bestimmt werden.

Wendet man die Gleichung 4. auf die Dispersion des Lichtes an,
80 kann man auf Grund der Erfahrung, dafs den kleinern Wellenlingen
die gﬁiﬁmrn Brechungsindices entsprechen, das Vorzeichen der Con-

stanten o und “' bestimmen; in der That folgt aus der ersten der

Glau:hung&n
1

=0 +{2’)'Ef“ ..;_:_ 1 _i,,:+{2,}:£-. ,"_:'
dals ﬂ' negativ, aus der andern, dals f!- positiv sein mufls. Die erstere
zeigt nufaardem dals neben der mit wmha-endarm 4 abnehmenden Wurzel
noch eine zweite vorbanden ist, welche mit 1 zugleich und zwar so
wiichst, dals ihr Verhiltnils zn 1 sich einer von Null verschiedenen
festen Grenze nidhert. In Folge dieser Zei{:henbeutimmung kann man

zwei positive Grofsen n, und 4, so wihlen, dafs 2t = %, (22)' 2 — — :':
wird; dadurch nimmt die Gleichung 4. folgende Form an:
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. () -2(2)+G)=o
Von den Wurzeln dieser (leichung milssen drei verworfen werden,
pimlich zwei wegen ihres Vorzeichens, die dritte aus dem doppelten
Grunde, weil sie gegen die Voruussetzung mit 1 zugleich wiichst, und
weil sie fiir den gebrochenen Strabl eine so kleine Wellenlinge liefern
wilrde, dals die in 3. vorgenommene Vernachlissigung mindestens nicht
als zulissig nachgewiesen werden kann.

Die einzige Wurzel, welche allen Voraussetzungen nachweisbar
geniigt, ist die folgende:

1. n= m V2 .
Ve+3)+V(0-3)

wo alle Radikale positiv zn nehmen sind; dieselbe ist fiir 1> 1, reell,
fir 1< 4, complex.*)

Aus dem Frithern folgt, dafs diese Formel ihre Gitltigkeit verliert,
sobald 4 unter eine, von der Erfahrung festzustellende Grenze sinkt.
Lilst man diese Einschriinkang fiir einen Augenblick unberiicksichtigt,
80 kann man zunichst die Grifsen m, und 4, von ihrer bisherigen De-
finition durch die Constanten der Molekulartheorie unabhiingig machen,
und durch rein physikalische Bedingungen bestimmen. Da nimlich,
wie aus der Theorie der Lichtbrechung und Reflexion bekannt ist,
Strahlen mit complexem Brechungsindex total reflektirt werden, so
folgt, dals von p nach m nur solche Strahlen fibergehen kénnen, deren
Wellenlinge fiber der, von der Natur beider Medien abhingigen Grenze
4, liegt, wihrend alle Strahlen von kleinerer Wellenlinge bei jedem
Einfallswinkel total reflektirt werden. Es sind daher n, und i, die
Elemente des fuBersten von g nach m brechbaren Strahls.

Die Wellenlinge dieses charakteristischen Strahls ist im Allgemeinen
sehr klein im Vergleich zur Wellenlinge der gewdhnlich sichtbaren
Strahlen: nur bei der von Dale und Gladstone untersuchten Lésung
von Phosphor in Behwefelkohlenstoff gehdrt sie einem der bis jetzt
beobachteten Theile des Spektrums an, indem bei dieser Substanz
1, =0,112 ist, wihrend nach Esselbach die Wellenlinge von R in
dem hier angewandten Mafse 0,114 ist.

Da der Nenner von n sich um so weniger von 2 unterscheidet,

*) Betzt man 1, =1 sin ¢, 0@ < ; , 80 nimmt die Gleichung 7. die Form

n m{--—cnut. an, welche jedoch fir die numerische Rechoung weniger ge-

eigoet ist, als die obige.
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jeo griBer 1 im Vergleich zu A, ist, so milssen alle Strahlen, deren
Wellenliinge hinlinglich grifser als i, ist, nahezu in derselben Rich-
tung gebrochen werden. Das nach obiger Formel gebildete Spektrom
ist daher von zwei Richtungen begrenzt, die den Brechungsindices n, und
% entsprechen; die erstere wird durch den charakteristischen Strahl

gebildet, in der andern concentriren sich alle Strahlen von betricht-
licher Wellenlinge.

Die Constante n, bestimmt demgemifs bei gegebenem Einfalls-
winkel die beiden Grenzrichtungen des Spektrums, wihrend 1, die
Grenze der im Spektrum vorhandenen Strahlen angibt, und zugleich
ihre Vertheilung in demselben bestimmt. Man mufls daher die erstere
als das Mals des Brechungsvermigens, die andere als das Mals des
Dispersionsvermigens betrachten.

Um Milsverstindnissen zun begegnen, wiederhole ich, dafs diese
Gesetze nur unter bestimmten Einschrinkungen gelten, indem sie bei
sbnehmendem 1 einmal sulser Kraft treten werden, und dberdies der
Fall nicht ausgeschlossen ist, dals sie in der Wirklichkeit durch Er-
scheinungen modifizirt werden, von denen die gegenwiirtige Unter-
suchung wegen der Bedingung der Superposition keine Rechenschaft
zu geben vermag.

Dafs sich obige Formel wirklich auf die Brechung der Lichtwellen
anwenden lalst, ergibt sich ans folgender Tafel, in welcher verschiedene
Grade des Dispersionsvermigens, bis zum stirksten aufwiirts, vertreten
gind; N ist der beobachtete, n der nach 7. berechnete Index; bei den
Strahlen, deren Elemente zur Berechnung von s, und i, benutzt worden
sind, ist » nicht angegeben. Filr die Wellenlingen der Strahlen B,

C,D,E F, Gund H wurden, in l_ii:)oﬁ Par. Zoll ausgedriickt, die
Zahlen ’

02541 02424 02175 0,1944 0,1791 0,1586 0,1457
sngenommen; dieselben bilden das arithmetische Mittel ans den beiden,
nur wenig von einander abweichenden Angaben Fraunhofer's, und
miissen bei der Ungewilsheit, welche von beiden die genauere ist, als
die wahracheinlichsten betrachtet werden. Da diese Zahlen nur bis
suf vier Stellen bekannt, und in der letzten jedenfalls unsicher sind,
so mulsten auch alle Indices auf eine entsprechende Zahl von Stellen
reduzirt werden.

Die Beobachtungen von Baden-Powell und der Hm. Dale und
Gladstone finden sich in den Proceed. of the Roy. Soc, November-
heft 1859; die #ibrigen Angaben sind dem Handbuche von Beer ent-
nommen.
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Ather (Dale und Gladstone).

iy == 1,8482 m, = 19068 A, = 0,04827.

B | ¢ | p | E | F | e | EH
N | 1,364 | 18064 | 1,3568 | 1,8500  1,73606 | 1,5646 1,883
" 1,8851 18668 | 18680  1,%8610 1,8678
N—n | + 3|— 2 0 |— ' |+ 6
Eplkﬁl (Badan inell}

Y2 = 14607 m, = 2,0668 J.,:;o_suu
N 1ATS2 14748 . 14788 | 14828 | 14868 | 14944 | 1,009
" 14745 | 14779 | 14886 ' 14868 1,6018
N—n ‘+ I+ 44+ 4 |+ 2 - d

Gelbes Flintglas von Guinand (Dutirou).

My iy Bem 17489 m, = 24788 1, = 0,07673.
N | 17897 | 1718 17777 | 17862 | 17924 | 18082 1,8186
n | LIT8 17778 | 17886 | 1,79%7 18184

Phunylhydmt (Dale und Gladstone).

o y:-l,r.m ny = 2,1625 1, = 0,07968.
N 15416 | 1,5488 15488 | 1,8664 | 1,8639 | 15763 | 1,8886
n 1,6438 | 15408 | 15686 | 1,5684 | | 16880
N—n — s|— al= o4 r.] |+ 6

Schwefelkohlenstoff (Dale und Gladstone).

my )2 = 1,6864 n.—'l.ﬂiﬂ 1.-009351‘ -
N 16177 | 16209 | 1,6808 | 1,6484  1,6554 @ 1,6799 | 1,7086
" 16212 | 1,6307 | 1,6487 | 1,8669 1,7088
N—mn - 3|= 44— 3 |—- 5 ] + 1

Lésung von Phosphor in Schwefelkohlenstoff (Dale und
Gladstone).

My Y8 18812 m, = 2,6604 & = 0,1121.

N 1,9814 . | 19627 | 19744 | 19941 | 20361 | 12,0748
" 19369 | 1,928 19737 | 19042 ] 2,0788
N—n I+ 4+ T = 1] — 87

* ist nicht beobachtet,
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Um mit Sicherheit beurtheilen zu kinnen, ob die Werthe der
Differenzen N — n zum Schlusse auf eine Ungenauigkeit der Formel
berechtigen, muls man die Grenzen bestimmen, innerhalb deren sich die
Unterschiede zwischen den berechneten und den wahren Indices
halten milssen, wenn die Formel als absolut genau vorausgesetzt wird,
und die Beobachtungsfehler bestimmt angenommene Grenzen erreichen,
aber nicht fiberschreiten kinnen; daraus ergeben sich unmittelbar die
Grenzen der, mit der Gilltigkeit der Formel vertriiglichen Abweichungen
der berechneten von den beobachteten Indices. Ich habe die
etwas umstindliche Rechnung fiir Schwefelkohlenstoff ausgefiihrt, unter
der Voraussetzung, dale die Fehler, mit denen die becbachteten Indices
und Wellenlingen behaftet sind, hdchstens eine, beziiglich zwei Ein-
heiten der letzten Stelle betragen. Dieser Substanz wurde deshalb der
Vorzug gegeben, weil sie bei ihrer starken Dispersion und der Voll-
stindigkeit der Beobachtungsreihe sich zu einem wirklichen Pritfungs-
mittel der Dispersionsformel eignet, und aulserdem die bei ihr wvor-
kommenden Differenzen N — n nicht unbetriichtlich sind. Es hat sich
ergeben, dafs, wenn die Formel volle Genauigkeit besitzt, die Unter-
schiede zwischen den berechneten und den wahren Indices in Folge der
bei den Beobachtungen als méglich vorausgesetzten Fehler, abgesehen
vom Zeichen und in Einheiten der letzten Stelle, fiir die Strahlen C,
D, E, F, H die Grenzen

23459

erreichen konnen; hitte man weitere Grenzen fiir die Beobachtungsfehler
angenommen, 80 wilrden diese Zahlen griilser ausgefallen sein. Addirt
man hierzu die mbglichen Abweichungen der beobachteteu von den
wahren Indices, so erhilt man fiir die zuliissigen Differenzen zwischen
den beobachteten und berechneten Indices die Grenzen

3456 10

Die sbsoluten Werte der wirklichen Differenzen sind der Tafel zufolge
gleich

343561,
und werden demnach vollstindig durch die Beobachtungsfehler erklirt,
selbst wenn man den Beobachtungen eine Genauigkeit zuschreibt, welche
sie zuverliissig nicht besitzen.

Es schien wberflissig, diese Untersuchung fiir die dibrigen Sub-
stanzen der Tafel zu wiederholen, da bei denselben die Differenzen
durchweg kleiner, als beim Schwefelkohlenstoff sind; die starke Ab-
weichung beim Index H der Lisung von Phosphor in Schwefelkohlen-
stoff lifst sich vielleicht durch die Schwierigkeit erkliren, bei der durch
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die starke Dispersion verursachten ungemeinen Lichtschwiiche noch
sichere Beobachtungen anzustellen.

Uber die Dispersionsverhaltnisse nicht isotroper Medien ist bis
jetzt nichts genfigendes festgestellt; es lag jedoch nahe, durch nume-
rische Rechnung zu untersuchen, ob in solchen Fiillen der Lichtbrechung,
wo sich die Richtung der Strahlen nach dem gew&hnlichen Gesetze
indert, such filr die Dispersion das gewidhnliche Gesetz gelte. Die
folgende Tafel zeigt, dals dies, soweit die Genaunigkeit der Beobach-
tungen reicht, wirklich der Fall ist; aufserdem ergibt sich aus den
schinen Beobachtungen Esselbach’s (Poggendorff's Annalen 98.) das
wichtige Resultat, dals die Formel 7., wenigstens bei einer Substanz,
auf alle zwischen BB und dem Esselbach’schen Streifen R enthaltenen
Wellenlingen anwendbar ist.

Bei den cireularpolarisirenden Substanzen zeigt sich eine Unregel-
milsigkeit, die sich allerdings auch beim Ather findet; dieselbe besteht
in dem oftern Zeichenwechsel der Differenzen N — n. Wiiren blofs die
zur Berechnung von n, und 1, benutzten Beobachtungen ungenan, alle
itbrigen dagegen in Ubereinstimmung mit dem durch 7. ausgedriickten
Gesetze, so wiirde in der Differenzenreihe hichstens ein einziger Zeichen-
wechsel vorkommen kinnen.

Bei Lavendeldl H ist die Beobachtung als unsicher bezeichnet; die
starke Abweichung bei D riihrt, wie es scheint, davon her, dals an
Stelle von D noch einmal ' beobachtet worden ist.

Circularpolarisirende Mittel.

Lavendelil (Baden-Powell).

My i) 2mm 14525 n, == 2,0641 4, = 0,06835.

N 14641 | 14668 | 1,4660 | 14728 14760 | 14887 | 1,49807
" 1,4653 | 14686 | 14727 14766 | | 1,4900
N—n E+ B|— !4+ 1 — & | + 80
1
Terpentinél (Fraunhofer).
N1y 2= 14600 n, = 2,047 1, = 0,06085.
N 1,4706 | 1,4716 | 14744 | 14784 | 14817 | 14882 | 14989
n 14716 14746 147683  1,4818 14988
N—n — 1= 1+ 1= 1 + 1
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Einaxige Krystalle.
Ordentlicher Strahl im Bergkrystall,elliptisch pol.(Esselbach).

My i 2= 1,5848 m, —2,1708 1, == 0,04936 — 183,6 Milliontel-Millim.

B ¢c | D ‘ E | F ¢ | =
1 6874 6664 | 0886 | 5260 | 4845 438,71 | 8929
N 15414 | 1,6424 | 16448 | 16748 | 16500 | 15646 15686
" 1,6422 | 1,5480 | 1,6450 | 1,600 | 1,6648 1,668
N—n |— 8/ — 6|— 4i o|+ B 4+ 3
L | M N 0 P | @ R
1 879,1 365,7 | B498 3860 | 829,0 | 8232 | 8091
N 15606 ' 1,6621  1,6848  1,6674 | 105890 | 1,6702 | 1,6787
n 1,56601 | 1,6648 ' 1,6676 1,6890 1,6704 1,6T40
Nen + 4 - 2 — 1 o — 2/— 3

1 ist in Milliontel-Millimetern mﬂhn.
Hauptindices des Doppelspaths (Rudberg).

o #,:p2e=18804 n,=28180 1, == 006408

N | 1831 16545 | 18686 | 1,6686 | 1,6680 | 1,6762 | 1,688
" | 1,6545 | 16688 | 16632 1,887 | 1,836
Ne—n | ol+ ti+ 4|+ 3 ‘ - s
" 1 1
€ M :Y2=14TT4 n,=2,0898 1,=0,04733,
N 14889 | 14846 | 14864 | 14887 | 14907 14046 | 14978
" 14845 | 14883 14886 | 14908 | 14978
N—n 0+ ti4+ 1|4+ 1 I 0
i

Hauptindices zweiaxiger Krystalle (Rudberg).
Arragonit (negativ).
@ Mgiy2e=1,8872 m,==2,3578 1, =0,06844,

N | 1,6806 | 1,6820 | 16869 | 1,6908 | 1,6952 | 1,702  1,7101

n 1,6820 | 18867 | 1,8906 | 1,8960 1,7106

N—n | | 0 4 2 |+ 2.4+ 2! — 4
B myiy2=18682 n,=28621 1, =0,06284.

N 16768 | 1,6778 | 16816 | 1,6663 1,8906 I 16884  1,7081

n I o1,8778 | 1,8814 ' 1,8860  1,6908 ' 1,7065

N—n . + i+ 48y 2. — 4
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7. My 1Y2 = 15207 m, = 2,1608 1 = 0,04815.

N 16276 | 15282 | 1,6801 i 1,5326 | 16848 1,5888 | 1,6423
n 15282 | 15301 | 1,5826 | 1,5347 1,6424
N—n 0 0 |+ 1 |+ 1 - 1
Topas (positiv).

@ M, y2=106098 n, =22766 L = 0050568
N | 1s1m9 1188 | 18211 | 15241 | 18286 16812 16361
n 1,6187 | 16209 | 1,6238 | 16284 | 1,8864
N—n | + 1+ 2|+ 8+ 1 |— 3

B myiy2==16025 n,=22662 1, = 0,06040.
N 18108 | 16114 | 16187 | 1,6167 | 16191 | 18287 | 18275
n | 16118 | 16135 | 1,6188 | 16189 1,6278
N—n | L+ 1|+ 2 4 i+ 2| |— ]

i l

go My iR == 1,6004 n, = 22638 1, == 0,06039.
N 16084  1,8094 | 16116 | 16145 | 16170 | 16216 | 16264
» 1,602 | 16114 | 16148 1,6168 1,626%
Nen + 2 |+ d+ 2+ e - 3

Nachtrag.

Aus meinen Untersuchungen ilber die Dispersion des Lichtes, von
denen ein Auszug in der Sitzung vom 14. d. M. vorgelegt worden ist,
hat sich ergeben, dafs das Spektrum eines aus Strahlen von allen Wellen-
liingen gemischten Lichtes zwischen zwei Richtungen eingeschlossen ist,
tiber welche hinaus keine Strahlen gebrochen werden; die eine von
diesen Begrenzungen rithrt davon her, dafs alle Strahlen, deren Wellen-
linge kleiner als eine bestimmte Strecke 1, ist, an der Oberfliche der
brechenden Substanz total reflektirt werden, und deshalb im Spektrum
fehlen miissen; in der andern Grenzrichtung concentriren sich alle
Strahlen von betrichtlicher Wellenlinge. Die zu diesen Richtungen ge-

hirigen Brechungsindices sind in meiner Abhandlung durch n,und ];'—i be-
zeichnet, und in den beigefiigten Tafeln fiir jede Substanz angegeben.
Es wurden dabei absichtlich alle Folgerungen unterlassen, welche sich
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aus den Werthen dieser Indices auf die Ausdehnung der dunklen Ge-
biete des Spektrums ziehen lassen, und zwar bei den brechbarsten
Strahlen aus dem wiederholt angegebenen Grunde, weil in diesen Theilen
des Spektrums die von mir gegebene Dispersionsformel, unbeschadet
der Richtigkeit der allgemeinen Theorie, ihre Gilltigkeit verlieren kann,
bei den Strahlen von der geringsten Brechbarkeit dagegen, weil keine
Beobachtungen vorhanden sind, die eine Vergleichung mit der Theorie
gestatten.

Der einzige Versuch, den Brechungsindex der fuflsersten nachweis-
baren dunkeln Wirmestrahlen zu bestimmen, ist meines Wissens won
Miller (Poggendorffs Annalen 105. p. 352) gemacht worden. Milller
liefs ein, durch ein Crownglasprisma entworfenes Sonnenspektrum auf
einen Schirm fallen, in einer Entfernung, bei welcher seine Breite 18™=
betrug. In diesem Spektrum bedeckte jede Strahlengattung eine, nach
Eisenlohr's Vermuthung (Pogg. Ann 109. pag. 240) 8==, jedenfalls
aber nicht weniger als 2= breite Fliche. Mittelst der Thermosiule
warde nachgewiesen, dafs die weniger brechbaren dunkeln Wirmestrahlen
gich jenseits B iiber eine Fliche von ungefibr gleicher Breite, wie das
lenchtende Spektrum erstreckten.

Aus dieser Beobachtung, welche zuerst von Franz (Pogg. Ann. 101.)
gemacht worden ist, schliefst Mtiller 1), dafs in diesem Spektrum der
Streifen B in der Mitte zwischen H und den &ufsersten dunkeln Warme-
strahlen W liege, und dafs aus diesem Grunde 2) der Index von B das
arithmetische Mittel ans den Indices von H und W sei. Da nach
Fraunhofer fiir Crownglas n, = 1,626, n, — 1,546 ist, so findet Miiller
hieraus s = 1,506, wiihrend die Anniiherungsformel Canchy’s n  =1,5156
liefert. Auns der meinigen ergibt sich s = 15163

Hierbei ist nun zo bemerken, dafs die von Miller angewandte
Formel nur dann mit einiger Anniherung gilltig sein wiirde, wenn die
Indices von H, B und W nur um zu vernachlissigende Gréfsen von
einander verschieden wiiren; aufserdem hat der Bchlufs, B liege in der
Mitte zwischen H und W, keinen rechten Sinn, indem von dem Ent-
fernungen der Strecken, fiber welche die genannten Strahlengattungen
sich im Spektrum verbreiten, doch nur suf Grund bestimmt anzugebender
Conventionen gesprochen werden kann.

Dem gegeniiber sucht Eisenlohr am angefilhrten Orte zu zeigen,
dafs die Versuche Milller's mit Ricksicht auf die Divergenz der
Sonnenstrahlen eine geniigende Erklirung finden, wenn man dem klein-
sten Brechungsindex fiir Crownglas zu 1,516 statt zu 1,506 annimmt.
Eine bessere Bestatigung meiner Formel wilrde sich nicht denken lassen,
wenn nicht Hr. Eisenlohr zur Begriindung seiner Schllisse genithigt
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gewesen wiire, bei der ginzlichen Abwesenheit aller erforderlichen An-
gaben iiber die Anordnung der Milller'schen Versuche zu Hypothesen
fiber dieselbe seine Zuflucht zu nehmen.

Auf eine Vergleichung der Dispersionstheorie mit experimentellen
Untersuchungen iiber die dunkeln Theile des Spektrums wird man wohl
vorliufig verzichten miissen, da eine, auch nur angeniiherte Bestimmung
der Elemente derjenigen Strahlen, welche in diese Gebiete hinein ge-
brochen werden, mit zu bedeutenden Schwierigkeiten verbunden zu
sein scheint.

Anmerkung.
Die Christoffel’'sche Abhandlung ,Uber die Dispersion des Lichts" sowie der
Nachtrag dazu worden von Weierstrals der Akademie am 14, und am 81, Oc-
tober 1861 mitgeteilt. F.
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Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herrn Weierstrass.
(Journal fir die reine und sngewandte Mathematik, Bd. 68, 1864, 8. 266—27%.)

1

Durch Untersuchungen #iber die kleinen Schwingungen eines zu-
erst von Cauchy behandelten Systems materieller Punkte bin ich zur
Verallgemeinerung einiger wichtigen Theoreme des Herrn Weierstrass
gelangt, welche ich jenen Untersuchungen voranschicke, da sie auch
unabhiingig von denselben von algebraischem Interesse zu sein scheint.

Ich bezeichne durch

9 = Z[ghu,n, = Z(gh)u,o,

gGh=0,1,...n
zwei bilineare Functionen der Variabeln | ' """ , und durch @
vy ...,

und ¥ die Werthe, welche sie annehmen, wenn jedem Paare von
Variabeln conjugirte Werthe
ertheilt werden. YT EE Wy %=,
Sind alsdann folgende Vorsussetzungen erfiillt,
1) dass die Coefficienten [gh] und [hg], sowie (gh) und (hg)
fiir alle Werthe von g und A zu einander conjugirt sind, und
2) dass @ nor dann verschwinden kann, wenn die reellen
Variabeln z und y sich alle zugleich auf Null reduciren,
so finden folgende Lehrsiitze statt:
’ I. @ ist reell und von unverinderlichem Zeichen.
II. Die Determinante der bilinearen Function ¢ ist von Null
verachieden.
III. Die Determinante f(s) der bilinearen Function ¢ — sg
verschwindet nur fiir reelle Werthe von s.

E. B Ohristoffel, Gesammelts Abhandlangen. I ]
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IV. Tst 4,,(t) irgend eine erste Unterdeterminante von A (1)
go ist die Zerfillung von
Fal)
40

in Partialbriiche stets frei’von allen Gliedern, deren Nenmer in

Bezug auf ¢ den ersten Grad Ubersteigt.

Die beiden letzten Theoreme gehen in die von Herrn Weierstrass
(Monatsberichte der Berliner Akademie vom 4. Mirz 1858, pag. 213 u. f.)
sufgestellten tiber, wenn man voraussetzt, dass in den Coefficienten [gh)]
und (gh) die imaginiren Theile fehlen, ohne an den #brigen Be-
dingungen etwas zu iindern. Sie lassen sich umgekehrt aus diesen
herleiten, indem man dieselben auf die Determinante E(s) der ho-
mogenen Function zweiten Grades ¥ — s® anwendet, und dann die,
von jeder Voraussetzung {iber die Coefficienten [gh] und (gh) unah-
hiingige Identitit E(s) = [2"*+! .4 (s)]* benutzt.")

Im Folgenden ist ein anderer Weg eingeschlagen worden.

2.
Zuniichst bemerkt man, dass wegen 1)

® = E[gh](z, + iy,) (2, — iw)

Z[hgl(z, — iy,) (2, + iy)) = @

conjugirt, also reell ist. Dasselbe gilt von ¥

Nun wiirde @ als stetige Function wegen der zweiten Bedingung
sein Zeichen nur in dem Augenblicke wechseln kdnnen, wo es selbst
mit allen reellen Variablen £ und y zugleich durch Null geht. Dass
jedoch auch hierbei kein Zeichenwechsel von @ eintreten kann, erhellt
sofort, wenn man alle Variablen, einmal zugleich, dann auch eine nach
der anderen bis Null abnehmen, und von dort zu bestimmten Werthen
ibergehen liBt. In beiden Fillen gelangt @ als einwerthige Function
zum niémlichen Endwerthe, wihrend im zweiten Falle der Werth @ = 1),
also auch jeder Zeichenwechsel von @ umgangen worden ist.

fa ]

1) Fir den Fall, wo g =wuv - wv, ... gesetzt wird, ist das Theorem III
bereits von Herrn Hermite aufgestellt werden (Comptes B. tom, 41, p. 181—1#3).
Herr Hermite stiltzt seinen Beweis sauf eine Transformation von 4(s) und das
von Herrn Borchardt fir den Fall reeller Elemente (ik) allgemein nachgewiesene
Theorem (dieses Journal Band 30 und Liocuville's Journal 12). Unter den nim-
lichen Vorsussetzungen ist der Satz von Hermm Clebsch (dieses Journal Band 67,
pag. 827) bewiesen worden; in einer spitern Abhandlung hat Herr Clebach den
Batz fir den allgemeineren Fall ausgesprochen, wo bei den oben gestellten Be-
dingungen die Coefficienten von ¢ beliebige reelle Werthe haben (dieses Journal
Band 62, pag. 236).
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Dies festgestellt, bezeichnen wir durch s und w, u,, ... u, Grissen,
welche den von simmtlichen ¢ freien Gleichungen

(1) 120, h=01,...n
genfigen.

Dann ist
(2) L 4(s)=0

grtl

die nothwendige und ausreichende Bedingung daftir, daf man, bei von
Null verschiedenem s, den Gleichungen (1.) geniigen kann, ohne alle
unbekannten Grofen , w,,...wu, gleich Null zu setzen.

Sei also s irgend eine Grosse, welche der Gleichung (2.) geniigt,
und von den Grissen u,w,,...u, mindestens eine von Null ver-
schieden.

Zerlegt man alsdann jedes w in eeinen reellen und imaginiiren
Bestandtheil, so dass w, = z, + iy, wird, und bestimmt hieraus die
conjugirten Werthe z, — iy, = v, so ergiebt sich aus (1.)

d i
Lo o
&

Da aber ¥ und @ beide reell sind, und letzteres, was auch s sein
mag, von Null verschieden ist, so kann 1) s nicht imaginir sein, d. h.
alle Wurzeln der Gleichung () = 0 sind reell, und 2) kann s nicht
unendlich gross sein, d. h. die Determinante von ¢ ist von Null ver-
schieden.

Zum Beweise -des vierten Satzes genilgt es, zu zeigen, daB jede
m-fache Wurzel der Gleichung 4 (s) = 0 zum Mindesten (m — 1)-fache
Woaurzel simmtlicher Gleichungen 4,,(s) =0 ist.

Zu diesem Zwecke bemerke man zuniichst, daB die in 1) und 2)
gestellten Bedingungen nicht aufhiren erfilllt zu sein, wenn man in
der Function ¢ den Coefficienten (kk) um eine reelle Gréese g, oder
die beiden conjugirten Coefficienten (gh) und (hg) um die conjugirten
Groesen pe™ und pe*' vermehrt.

Bezeichnet man durch ,,(¢) die sus einer Aenderung des Ele-
mentes (gh) — {[gh] entspringende Unterdeterminante von (f), so
erhilt man an Stelle der Gleichung (f) =0 im ersten Falle

(3) A(t) + pdy,(t) =0, o
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im zweiten dagegen
- £r (6
(4') d(‘] + Fr[d;i(ﬂ + pe rd;,(t} + P' W@ﬁ =0

Folglich sind slle Wurzeln dieser beiden Gleichungen reell. Wenn
s eine m-fache Wurzel der Gleichung o (f) = 0 ist, so mull demnach
jede der beiden vorstehenden Gleichungen (3.) und (4.) m reelle Wur-
zeln besitzen, die simmtlich fiir p = 0 in s Gibergehen. Wenn diese
m Wurzeln nicht alle filr jedes p gleich s sind, woraus offenbar der
zu beweisende Satz schon folgen wilrde, so muss wenigstens eine von
ihnen sich mit p &ndern.

Beit ¢ eine solche Wurzel. Unter der Voraussetzung, dass der
sbsolute Werth von ¢ hinlinglich klein ist, kann man ¢ durch einen
nach steigenden Potenzen von ¢ geordneten Ausdruck darstellen, und
erhiilt, wenn man sich auf die beiden ersten Glieder dieser Entwicklung
beschriinkt,

t=s4ap"...

In dieser Gleichung ist a reell und von ¢ unabhingig, u ist eine
von Null verschiedene positive ganse Zahl.

Wiire u negativ oder Null, so wilrde { bei abnehmendem g nicht
gegen die Grenze s convergiren; wiire u eine positive, aber keine ganze
Zabl, so wilrde man fiir ¢ eine Reihe imaginirer Werthe erhalten
kinnen, indem man, was auf den Werth von a keinen Einfluss hat,
¢ negativ, und fiir ¢* einen der complexen Werthe wihlt, deren diese
Potenz unter den angegebenen Voraussetzungen fihig ist.

Um hieraus den Beweis des vierten SBatzes abzuleiten, wie zu jedem
anderen Beweise des niimlichen Satzes, ist es nothwendig, zu bemerken,
dass bei reellem ¢ die Determinante

(00) — ¢[00] (10) —¢[10] . . .!
4(f)= (01)—¢[01] (11) —¢[11] .. .

ebenfalls reell ist. Man erkennt dies sofort, wenn man das Zeichen
der J' —1 #ndert, wodurch jede m* Horizontalreihe in die m* Verti-
calreihe verwandelt wird. Da dies gilt, so lange die in art. 1 fir die
Coefficienten der Functionen y und ¢ gestellten Bedingungen erfiillt
sind, so ergiebt sich gleichzeitig die Realitit des Ausdrucks, um den
A(t) in der Gleichung (4.) vermehrt worden ist. Dividirt man den-
gelben durch ¢, und lidsst hierauf ¢ verschwinden, so folgt, dass
e'd (1) + e =4, (¢) fir jedes reelle « und ¢ reell, also 4 ,(f) zu
A, ,(t) conjugirt ist. ’
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Maultiplicirt man endlich die Gleichung (4.) mit 4(f), so kann
man sie mittelst der bekannten Identitit
0 gy, — A
Egnat = A= oy
in folgende Form bringen
(8.) [4() + ee' 4,,(D][4(2) + e 4,,(1)] = ' 4,, () 41, (0),
wo die beiden Factoren der linken Seite zu einander conjugirt sind.
Dies festgestellt, sei
A1)
—a™
Dividirt man die Gleichung (3.) in der Voraussetzung eines verschwin-
1 1

) Ay

=¢ filr ¢=23s.

denden ¢ durch a “(t—s)" = (£ —5) *, 80 folgt fir ¢ =0 oder

f=3 .

ca” + lim. il&; -,

t—g) *

Da ca" weder Null noch unendlich gross ist, s0o muss m—% eine ganze
Zahl, also u selbst als positive ganze Zahl gleich 1 sein.

Daraus schliesst man, dass 4,,(f) mindestens (m — 1)-mal durch
¢ — 5 theilbar ist.

Dividirt man die Gleichung (5.) bei verschwindendem p zweimal
durch (t —s)™:ap*~'=p(t —s)™~", so folgt fir p =0 oder t =5
. - dalt) - ai aglt) . dyglt) Ayl
l:m.[cap" 14 eml E—‘-—_’-T}‘:—l] [cap’“ Tte ‘E:-_aj"—; l:I—l:mn. T A
Da die rechte Seite nicht unendlich gross ist, so gilt dasselbe von
den beiden conjugirten Factoren zur Linken. Beachtet man noch, dass
p—1 nicht negativ sein kenn, so folgt, dass 4, ,(f) und 4,(f) in
jedem Falle darch (f — s)™=! theilbar sind, w. z. b. w.

Bezeichnet man daher die Wurzeln der Gleichung 4(f) =0, so
weit sie von einander verschieden sind, durch

8 8, ... 8y
so folgt aus dem vierten Satze, dass man durch Zerfillung in Partial-
brilche erhilt

4al A

(6. () T = a—t?

wo die Summation sich tlber die verschiedenen Wurzeln s; erstreckt,
und simmtliche 4 von { unabhingig sind.
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3.

Die in der Gleichung (6.) eingefihrten Grossen A treten bei ver-
schiedenen Untersuchungen auf, weshalb es gestattet sein mag, im Fol-
genden den Ursprung ihrer wesentlichsten Eigenschaften nachzuweisen.

Man bemerkt zuniichst die identische Gleichung

(1) 2_' [(gh) — 2lgh)) 4,,(2) 4,4 (v)
" = Y=0D IO+ E—2) JY daln
y—u
deren Richtigkeit ans dem Umstande folgt, dass ihre beiden Seiten in
Bezug auf s vom ersten Grade sind, und dberdies fir zwei Werthe
von #, namlich # = z und # = y fibereinstimmen.

Dieselbe enthilt in symbolischer Vereinigung alle Relationen
zwischen den Coefficienten der Functionen ¢ und ¢ und den Grssen
A, welche in Bezug auf die letztern vom zweiten Grade sind. Um
diese Relationen zu erhalten, darf man die Gleichung (7.) nur durch
A(x) d(y) dividiren, und auf beiden Seiten die Formel (6.) anwenden.

Zwischen den némlichen Griissen bestehen ferner zwei Systeme
von Gleichungen, welche nach den Grissen A4 linear sind. Diese
Formelnsysteme sind in den folgenden Gleichungen enthalten, welche
den Ausgangspunkt der Untersuchungen des Herrn Weierstrass
bilden. Aus der Definition der Determinanten (z) und 4,,(x) er-
giebt sich

dg,ix) e —=xg)
=% =

8.
(8) - Sdnu@ oy —z9)

4 (x) duy

Wendet man hier die Formel (6.) an, so folgt

4 B{t—zﬂ

=31, 34, ,
A c{q:—zw

n=3 34, :

und zwar gilt dies filr jedes beliebige z. Liisst man daher z fiber alle
Grenzen wachsen, oder mit einer bestimmten Wurzel, etwa mit s, zu-
sammenfallen, so erhilt man aus der ersten Gleichung

¢
| ¥ -22"1:1 '5‘:‘_’

(9.)
d El'v ¢ dy
l .ZA’_ du, 2‘4#* FI
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und aus der anderem
4 dp
“‘—??df#a_ﬂg!

§ o9 i dg
2-’1" a'“,--l‘ g"lﬂ'i-&"’l

(10.)

Vergleicht man in diesen Formeln die Coefficienten der willkilr-
lichen Grissen u und v, so erhilt man die vorhin erwihnten linearen
Formelnsysteme.

Endlich kann man die beksnnten Ausdriicke fir die sus den
GriBen 4,,(z) gebildeten Determinanten zur Darstellung von Relationen
zwischen den Grissen A allein benutzen, was indessen der Kiirze wegen
ilbergangen werden kann.

Die vorstehenden Resultate finden ihre Anwendung in der Theorie
der bilinearen Functionen und bei der Integration linearer Differential-
gleichungen. Ieh erlanbe mir, in dieser Beziehung einstweilen auf die
zu Eingange erwihnte Abhandlung des Herrn Weierstrass sowie auf
meine folgende Arbeit dber kleine Schwingungen zu verweisen.

4.

Durch das Vorangehende ist eine grosse Reihe von Fragen auf
die Ermittlang der Bedingungen zurilekgefihrt, welche erfillt sein
miissen, damit eine bilineare Function

¢ = E(gh]u v,

deren zusammengehdrige Coefficienten [gh], [hg] conjugirt sind, und
in welcher jedes Paar u,, v, von Variabeln durch ein Paar conjugirter
Werthe ersetzt ist, nur dann verschwinden kfnne, wenn diese Variabeln
alle zugleich verschwinden

Setzt man den Coefficienten [00] gleich Null vorsus, so kann
man ¢ fir jeden Werth von u zum Verschwinden bringen, indem man
alle dbrigen Variabeln nebst ihren Conjugirten gleich Null setzt. Es
ist also sicher, dass eine der gesuchten Bedingungen darin besteht,
dass [00] von Null verschieden sein muss. Ich filge hinzu, dass die
fibrigen sich aus dieser durch Wiederholung ergeben.

Setzt man

dgd
[mj'F_a_Ear_'Fu

80 folgtg%’l—ﬂ, %E: = (; also ist @, eine bilineare Function der
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Variabeln ‘:11 , welche das Paar @, v nicht mehr enthidlt. Setzt
man ferner "

¢ = Z[gh]u,v,,
so folgt v

[9h)s = 7555, = [00] [9A] — [OA] [90],

3 )
(Ao} = a,,;g.,, ~ (00 [hg) — [40] [0g];
folglich sind die zusammengehdrigen Coefficienten dieser neuen Funetion
wieder conjugirt.
Da man endlich

1 ¢ dy
P = (0] 3w ée T [00] P
hat, so erkennt man leicht, dass die Constante [11], von Null ver-

schieden sein muss. Denn wiire sie gleich Null, so wiirde man ¢ fiir
jeden Werth von u, zum Verschwinden bringen kinnen, indem man

. : . C
thy, thy, ... %, gleich Null setzt, und u durch die Gleichung 3% = 0
bestimmt.

Dies festgestellt, sei
@ d 'y, '
[00]p — a: T:" =¥ a,’;, = [9h},
dg, o,
(1], 9, — al':',l 3:1 =Py, E'Il,dl!_. = [ghl,
- L _a_“;l%__’- a.vl -
['.I'I I, n IL_1 Pui du,_y 30, Py ﬂ—u‘.ﬁ‘v. [mn],,
_ % 9.
[ﬂ"L?- a“. au. ?-.-l-l"

Da von den Functionen @, jede aus der vorangehenden asuf die-
selbe Weise, wie qpl sus ¢ entspringt, so folgt, daB g, in 'Bﬂ.u.g auf

die Varisbeln | “***“ | bilinear, und von den Variabeln | Bl

U ...0, N
unabhiingig ist; also ist g, , = 0. Ferner folgt, dass in dmlan Fune-
tionen die zusammengehérigen Coefficienten conjugirt, und schliesslich,
dass alle Constanten [gg], von Null verschieden sein missen.

Folglich hat man die bereits von Jacobi (Bd. 53, p. 269 dieses
Journals) gegebene Transformation:

1 dgdg 1 By i 1 dpa i,
P = [00jouav T [00)(i1), dw, év, T T [0O][T1], . (WAl Bum it
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Ersetzt man aber in den linearen Functionen
d [
'3% - ;[91‘]?”;1 3;:: = i2.[“"‘5"]5"""1.
die Paare u,, v, durch die conjugirten Werthe z, + iy,, z, —iy,, s0
erlangen sie conjugirte Werthe f, + if;, [, —if;, wo f,, [, lineare
Functionen von z,, y,, ,,,, - . . ¥, mit reellen Coefficienten bedeuten.

Mittelst der im art. | eingefilhrten Bezeichnung erhilt man also aus
der vorigen Gleichung

1 1 1 '

Durch diese Zerfillung der Function @ ist bewiesen, dass die
zweite Bedingung des art. 1. auch durch die folgende ersetzt werden
kann,

dass die Groesen

[00], [11],, . . . [nn],
von Null verschieden und positiv sein milssen, mit Ausnahme
der ersten, die ein beliebiges Zeichen haben kann.

Es ist zo bemerken, daB die Anzahl dieser Bedingungen genan
die niémliche ist, wie in dem einfacheren Falle, wo die Function ¢
weder in ihren Coefficienten, noch in den conjugirten Variabeln imagi-
niire Theile enthilt.

5.

An die vorangehenden Untersuchungen ankniipfend, werde ich zu-
niichst die dort gestellten Bedingungen von einer wesentlichen Ein-
schrinkung befreien, welche ohne Nachtheil fir die Einfachheit der
Beweise und die bequeme Einsicht in simmtliche Beweisgriinde nicht
hitte unterdrilckt werden kinnen.

Die erwiihnten Bedingungen bestanden darin, 1) dass in jeder der
beiden bilinearen Functionen @, ¥ die Coefficienten von w,v,, w,v, stets
zu einander conjugirt sind, und 2) dass ¢ bei conjugirten Werthen
der Paare u, v, nur mit diesen zugleich verschwinden kann. Daraus
folgten, ausser zwei Sitzen, die hier nicht mehr in Betracht kommen,
die beiden anderen, dass die Wurzeln der Gleichung (f) = (0 reell
sind, und dass die ersten Unterdeterminanten von /({) jeden Linear-
factor dieser Function h&chstens einmal weniger enthalten, als diese
selbst ihn besitzt.

Die zweite von diesen Bedingungen lisst sich, ohne dass eines
der vorstehenden Theoreme seine Glltigkeit verliert, dahin abindern,
dass @ bei conjugirien Werthen der Paare u,, v, unverinderliches Zeichen
besiteen muss.
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Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, bedarf es nur
des Nachweises, dass bei diesen geinderten Bedingungen die Wurzeln
der Gleichung 4(f) = 0 reell bleiben, indem hieraus der andere Satz
folgt (pag. 127—129).

Um diesen Nachweis zu filhren, denke man sich ¢ mittelst des
zu Ende des vorigen art. angefiihrten Verfahrens in eine Summe von
gleichbezeichneten Gliedern zerfilltk. Wenn dann ¢ der oben erwei-
terten, aber nicht der urspriinglichen zweiten Bedingung genfigt, so
muss in jener Zerfillung eine Anzahl von (liedern, vom letzten an
gerechnet, fehlen. Dies festgestellt, kann man offenbar die beiden
urspritnglichen Bedingungen befriedigen, indem man filr jedes in ¢
fehlende Glied ein anderes von der durch die Zerfillung verlangten
Form einsetzt, welches mit einem stetig abnehmenden Coefficienten
versehen ist. Dann werden alle Wurzeln der Gleichung A(f) = 0 reell,
und dies bleibt bis zor Grenze bestehen, wo die neu eingefiihrten
Glieder wieder verschwinden.

Hieran schliessen sich nun einige weitere Untersuchnngen, welche
die ausserordentliche Tragweite der vorstehenden Bedingungen in einer
hischst bemerkenswerthen Weise hervortreten lassen.

Was diese Bedingungen fiir den gegenwirtigen Zweck vorzugs-
weise charakterisiert, besteht darin, dass durch sie zwei Sitze mit ein-
ander verkniipft sind, von denen offenbar unter geiinderten Bedingungen
jeder ohne den andern bestchen kann. Am meisten Interesse bietet in
dieser Beziehung der zweite von obigen Sitzen dar, indem derselbe
durch einfache Modificationen in den bilinearen Functionen ¢, ¢ auf
unzihlig viele Fille ausgedehnt werden kann, in denen von den obigen
Bedingungen keine mehr erfillt ist.

6.

Ich bezeichne durech # = x 4 iy eine complexe verdinderliche
Grosse und, indem z und y in der Ublichen Weise als rechtwinklige
Coordinaten in einer Ebene E dargestellt werden, jeden Punkt dieser
Ebene durch den ihm entsprechenden Werth von .

In dieser Ebene sei eine Anzahl von Punkten P gegeben, die
keine Linie stetig erfiillen, und eine Linie L von messbarer Linge, die
keinen dieser Punkte P enthilt.

In den bilinearen Functionen ¢ und ¢ ersetze ich simmitliche
Coefficienten durch complexe Functionen von #, die aunsserhalb der
Punkte P in der ganzen Ebene E einwerthig, endlich und stetig sind,
und an der ganzen Linie L entlang den folgenden Bedingungen ge-

nlgen:
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1) dass [gh] und [hg], sowie (gh) und (hg) an L entlang conju-
girt sind;

2) dass @, wenn jedes Paar u,, v, durch ein Paar von stets zu
einander conjugirten Variabeln ersetzt wird, an I entlang keines
Zeichenwechsels fihig ist;

3) dass man an L entlang suf keinen Punkt trifft, in dem zwei,
vorher von einander verschiedene Wurzeln der Gleichung
A(f) = 0 einander gleich werden.

Bezeichnet man nun durch @ diejenigen Punkte der Ebene E, in
denen eine dieser Wurzeln unendlich gross oder eimer sonst von ihr
verschiedenen gleich wird, so folgt aus den vorstehenden Bedingungen
der Batz,

dass in der ganzen Ebene E mit Ausnahme der Punkte @ die
Unterdeterminanten o, (f) jeden Linearfactor von (f) héch-
stens einmal weniger enthalten, als diese Function selbst ihn
besitzt.

Beim Beweise dieses Satzes habe ich die genauere Erirterung
mehrerer Punkte nicht umgehen zu Jiirfen geglaubt. Zuniichst schicke
ich folgende Bemerkung iiber die Vertheilung der Punkte @ in der
Ebene E voraus.

Setzt man (f) seiner Zerfiillung in Linearfactoren gleich, und
bezeichnet durch K den Factor der hiichsten Potenz von —{ im Aus-
drucke von A(f), so folgt, dass einer dieser Linearfactoren, also eine
Warzel der (leichung A(f) =0, nur daon unendlich werden kanm,
wenn entweder A(f) fir jedes endliche { unendlich wird, oder, falls
dies endlich bleibt, wenn K verschwindet. Das erstere findet nur in
Punkten P statt; die Punkte F', in denen die susserhalb der Punkte P
einwerthige, endliche und stetige Function K verschwindet, kinnen
keine messbare Linie stetig erfilllen, weil K nicht in der ganzen
Ebene gleich Null ist.

Dasselbe gilt aus gleichen Griinden von den Punkten P”, in denen
zwei, sonst von einander verschiedene Wurzeln der Gleichung A(f) = 0
einander gleich werden. In der That ist das aus simmtlichen Diffe-
renzen dieser Wurzeln gebildete Produkt in Bezug auf dieselben sym-
metrisch, also einwerthig, und da es nur mit einer dieser Wurzeln
zugleich unendlich oder unstetig werden kann, susserhalb der Punkte
P, P endlich und stetigz. Da es wegen 3) an L entlang von Null
verschieden ist, so kinnen die Punkte P”, in denen es verschwindet,
keine Linie von messbarer Liinge stetig erfiillen.

Daraus folgt, dass die Punkte ¢ in der Ebene E so vertheilt sind,
dass sie filr sich allein keinen Theil derselben villig begrenzen.
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Dies festgestellt, sei in irgend einem Punkte der Linie L
A = K(s— 7 (s, — 7. .. (3,— s,

und jede der Grissen s, 5, ..., von jeder andern verschieden. Dann
sind wegen 3) die Exponenten m, m,, ... m, der verschiedenen Linear-
factoren an L entlang unveriinderlich, und die Grissen s auf derselben
Strecke reell. Ausserdem liefert das Weierstrasesche Theorem auf
dieser Linie fiilr ,,(f) einen Ausdruck

Ao (O) = (s =" (s, — /™" (s, — £)" 71 9, (8),
wo d,,(f) eine rationale ganze Function von ¢ ist.

Es handelt sich nun darum, zu beweisen, dass bei gehirigen Be-
stimmungen {iber die den Grissen s ausserhalb I beizulegende Be-
deutung diese beiden Zerfillungen ausserhalb der Punkte @ in der
ganzen Ebene E gilltig sind.

Die Groesen s, s, ...s, sind vorliutig nur durch die Factoren-
zerfillung von A(f), also an L entlang definirt. Man kann sich die-
salben aber auch noch auf eine zweite Art, nimlich dadurch entstanden
denken, dass der vorher ausserhalb L befindliche Punkt # durch stetige
Ortsénderung in diese Linie eintritt, wolbei dann die Wurzeln der
Gleichung A(f) = O stetig in die Grissen s, s,, ... s, llbergehen.

Aus diesem Grunde kann man daher such rilckwiirts die an L
entlang durch die obige Factorenzerfillung definirten Functionen s
mittelst der Differentialgleichung g—; - g; ¥ —1 von dieser Linie aus
zu benachbarten Flichentheilen stetig fortsetzen. Filgt man, um hier-
bei jede Unbestimmtheit auszuschliessen, die Bedingung hinzu, dass
die Fortsetzung dieser Functionen von L sus nach gegebenen Theilen
von E stets gleichzeitiz an denselben Flichentheilen entlang erfolgen
soll, so fillt jede von ihnen an jeder Stelle mit einer dort vorhandenen
Wurzel der Gleichung A(f) = 0 zusammen, da diese Fortsetzung nach
einem bekannten Satze nur auf eine Weise miglich ist, also zu den-
selben Funectionen zurlickfiihren muss, aus denen man eich, auf dem
vorhin beschriebenen Wege nach L zurliekkehrend, die dort gegebenen
Functionen s entstanden denken kann. Bei dieser stetigen Fortsetzang
der Functionen s ist kein Theil der Ebene E unerreichbar, da die
Punkte ¢, welche allein bei derselben umgangen werden miissen,
keinen Theil dieser Ebene von den iibrigen trennen.

Bei der gleichzeitigen Fortsetzung aller s verwandeln sich die
rechten Seiten obiger Gleichungen, die ich durch D(f), D, (f) be-
zeichnen will, in complexe Functionen von #, die in jedem Augenblicke
ausserhalb der Punkte @ einwerthig, endlich und stetig sind. Da die
Differenzen A(f) — D(f), o,,(f) — D, (f) an der Linie L entlang ver-
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schwinden, so kinnen sie demnach ausserhalb der Punkte @ auch in
keinem anderen Theile der Ebene von Null verschieden sein. Damit
ist der obige Satz bewiesen.

Wenn in einem Punkte @ zwei vorher verschiedene Wurzeln s
und s, einander gleich werden, so wird dort (f) den Factor s —¢
im Allgemeinen zweimal fter enthalten als 4,,(f), nimlich stets und
auch nur denn, wenn dort d,,(¢) nicht ohne Rest durch s —i¢ theil-
bar wird.

Der obige Satz beschrinkt sich offenbar nicht auf den Fall, wo die
Functionen [gh], (gh) bloss von einer einzigen Variablen # abhiingen.

Es seien 2, #,, £, ... complexe Variable, und ihnen entsprechend
L, L,, L,, ... ununterbrochen zusammenhéngende Werthenreihen, von
denen jede bei der geometrischen Darstellung der zugehidrigen Variablen
durch eine Linie von messbarer Linge repriisentirt wird.

Sind alsdann alle [gh], (gh) einwerthige Functionen von 2, 5,, 4,, ...,
welche den oben gestellten Bedingungen genfigen, solange jede Variable
£, der entsprechenden Werthenreihe L, angehirt, und deren Unstetig-
keitsstellen P durch keine dieser Werthenreihen gehen und auch keinen
Theil des Griissengebietes vollstindig begrenzen, aus welchem die
Varisblen ¢, #,, 5, ... ihre Werthe entnehmen; dann gilt der obige
Satz im ganzen Umfange dieses Gebietes, mit Ausnahme derjenigen
Stellen ¢, an denen entlang eine der Functionen s, g, ... s, sufhbrt,
endlich oder von jeder anderen verschieden zu sein.

Der Beweis dieses Satzes, in welchem die Einwerthigkeit der
Functionen [gh], (gh) auch durch Bedingungen erzwungen sein kann,
ergiebt sich durch wiederholte Anwendung des vorigen; man lisst
niimlich in der Voraussetzung, dass jede Variable #, in der entsprechen-
den Werthenreihe L, enthalten ist, zunichst nur s aus I heraustreten;
dann weist man z ausserhalb L einen festen Werth an, und liest nun
anch ¢, aus I, hersusriicken, n. 5. w. Dann hort der Satz nach der
oben angewandten Schlussweise in keinem Augenblicke auf, giltig zu
sein, 8o lange man in keine der durch ¢ bezeichneten Stellen eintritt.

1.

Der hiermit begrilndete Satz lisst sich nun ohne Weiteres anf
solche Fille ausdehnen, wo die erste von den oben gestellten Be-
dingungen in gegebener Weise verletzt ist.

Wenn niimlich die Coefficienten der bilinearen Functionen ¢, ¢’
dieser ersten Bedingung nirgendwo oder an keiner nachweisbaren
Strecke entlang Geniige leisten, so filhre man statt @', ¢’ zwei neue
bilineare Functionen @, ¥ ein, deren Coefficienten man als einwerthige
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Functionen von # so wihlt, dass sie flir # = 0 mit den Coefficienten
jener zusammenfallen, und an einer Linie I entlang die verlangte
Eigenschaft annehmen. Wenn alsdann ¢ und A(f) auf einem mess-
baren BStiicke dieser Linie anch den @brigen Bedingungen geniigen,
und im Punkte # =0 keine ausserhalb desselben von einander ver-
schiedenen Wurzeln der Gleichung A(f) = 0 zusammenfallen, auch
keine derselben dort unendlich wird, so ist die Gilltigkeit des Batzes
such fiir diesen Punkt, d. b. fiir die Determinante von ¢'— t¢’ und
ihre Unterdeterminanten bewiesen.

Am Einfachsten erzwingt man die erste Bedingung durch Ein-
filhrung linearer Functionen von 2. Haben in den Functionen

¢ = Z[ghTu,m, o= Z(gh)uu,
die Coefficienten [gh], (gh)" beliebige Werthe, und bezeichnet man

durch [gh]", (g#)" ihre Conjugirten, so ertheile man in den statt jener
zu betrachtenden Functionen ¢, ¢ den Coefficienten die Werthe

R < [hagl” h)'—[h
(o) =BT (= Dr
(gh)=9M A+ O9 L O =R (g _ ),

dann wird offenbar fiir # = 0 [gh] = [gh], (gh) = (gh), dagegen an der
ganzen Geraden z = 1 entlang [gh] zu [Ag], (9h) zu (hg) conjugirt.

Im gegenwirtigen Falle liegen die durch P bezeichneten Punkte
im Unendlichen, die Punkte P, in denen K verschwindet, so wie die
Punkte P”, in denen sonst verschiedene Wurzeln der Gleichung
A(f) = 0 zusammenfallen, sind nur in endlicher Zahl vorhanden, da
K und A(t) in Bezug auf ¢ algebraisch sind.

Wenn daher die zweite Bedingung auf irgend einer messbaren
Strecke der Geraden x = 1 erfiillt ist, und der Werth # = 0 keinen
Punkt P oder P” bestimmt, so muss jeder Linearfactor der Deter-
minante von ¢'— fg’ in ihren ersten Unterdeterminanten héchstens
einmal weniger vorkommen, als in ihr selbst.

8

Im Vorangehenden ist gezeigt, wie man der ersten von den obigen
Bedingungen genilgen kann, wenn sie nicht bereits erfiillt ist.

Die sich hieran schliessende Untersuchung, ob auch die zweite
Bedingung erfilllt ist, erledigt sich durch das am Schlusse des ersten
Theiles dieser Arbeit angefiilhrte Verfahren.

Es bleibt nur noch iibrig, ein brauchbares Hiilfsmittel anzugeben,
welches unter Voraussetzung der beiden ersten Bedingungen diejenigen
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fir die Existenz und die Anzahl vielfacher Wurzeln der Gleichung
A(f) =0 liefert. Dasselbé ist in der folgenden Umkehrung des zwei-
ten Weierstrassschen Theorems enthalten.
Wenn unter Voraussetzung der beiden ersten Bedingungen s
eine Wurzel der Gleichung A(f) = 0, und (f — 5)™~"! die hichste
Potenz von f — s ist, durch welche die Unterdeterminanten

Aﬂ(r]? Aﬂ.(‘)l‘ e d—(‘}
alle theilbar sind, so ist A(f) durch (f — s)™, aber durch keine
hhere Potenz von { — g theilbar.

Ist p der Exponent der hichsten Potenz von f— s, durch welche
A(t) ohne Rest theilbar ist, so ist jede Unterdeterminante ,,(f)
(p—1)-mal durch ¢ — z theilbar; also kann p nicht grisser als m
sein. Dass es anch nicht kleiner als m sein kann, ergiebt sich durch
folgende Betrachtung.

Sind ¢ und « beliebige reelle Zahlen, so hat jede Gleichung (pag. 128)

AO) + 0 A(t) + 0 As(8) + ¢ 555505 = O
p reelle Wurzeln, die mit abnehmendem ¢ stetig in s fibergehen, wenn
sie nicht schon upabhiingig von ¢ gleich s sind. Im letzteren Falle
wilrde 4,.(f) durch (¢ — s)* theilbar sein.

Ist dagegen eine jemer p Wurzeln von ¢ abhingig, und fir
ein verschwindendes p bis auf Grossen héherer Ordnung gleich
s+ ap*+ --- =1, so erhilt man die Gleichung (pag. 129, wo m durch
p zu ersetzen ist)

() 4, ()
hm[capl""+a‘" “},-1][ cap*~'4 e~ - —l:),'.-:]
A' {l} kl[‘}
= lim “___,:F_+_}F"”

wo ¢ den Werth von fj’(ﬂ fir £ = s bedeutet, und das Zeichen lim.

sich anf die Abnahme von p oder { — 5 bezieht.

Nimmt man nun an, es sei p — 1 <<m — 1, so wird die rechte
Seite, also anch jeder der beiden conjugirten Factoren zur Linken
gleich Null. In der hieraus folgenden Gleichung

A8
LA
(t—a}"“] 0

ist der erste Summand fiir jeden Werth von « und ¢ reell, da u eine

lim. [cag" =" + e

,,,u
}'—l.
unabhiingig wird, so wtlrda man, wenn der Grenzwerth A dieses Quo-

ganze Zahl ist. Da fernar fiir g =0 oder { =5 von « ganz
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tienten von Null verschieden wiire, den Winkel « so wihlen kdnnen,

dass das Product Ae*’ imaginir wird, was mit dem Verschwinden der
F- |

Summe cap”~!+ Ae*' unvereinbar ist. Da hiernach @ anch

(t—af?
unter der gegenwirtigen Voraussetzung filr { — s verschwindet, so ist

Ayu(t), sobald p < m ist, in allen Fillen durch (£ — 5)* theilbar. Dann
aber ist auch die Derivirte von A (f) durch (f — 5)*, also 4 (f) selbst,
weil es flir = s verschwindet, durch (¢ — s)f*' theilbar, gegen die
Voraussetzung. Folglich kann auch nicht p < m sein, w. z. b. w.

Wenn 4(f) durch die m*, aber durch keine héhere Potenz von
t — s theilbar ist, so ist umgekehrt (f — s)"~' die hichste Potenz,
durch welche simmtliche ,,(f) ohne Rest sufgehen. In der That
bildet die Annahme des Gegentheils einen Widerspruch mit obigem
Batze.

Da hiernach das Bestehen des Satzes mit einer Verletzung der
ihm zu Grunde gelegten Bedingungen unvertriglich ist, so sind diese
zu seiner Gilltigkeit nicht bloss ausreichend, sondern auch nothwendig.
Dagegen sind sie nicht stets von einander unabhiingig.

Ist nimlich in obigem Satze m — 1> 1, so ist die Bedingung,
dass s eine Wurzel der Gleichung A(f) = 0 sein soll, von selbst
erfullt.

Wenn die bilinearen Functionen ¢, ¢ den beiden ersten Be-
dingungen geniigen, so ist dies offenbar auch mit den bilinearen Func-
tionen @,, ¥, der Fall, die man aus jenen erhilt, indem man u, =0,
v, =0 setzt. Da aber die Determinante von ¢, — fp, nichts Anderes
als ,,(f) ist, so gelten fiir die Beziehungen zwischen dieser und ihren
eigenen Unterdeterminanten dieselben Sitze, wie fir die Beziehung
zwischen A(f) und 4,,(f) selbst.

Ist 4,,(f) fir jedes g durch (f — s)"~" theilbar, so muss hier-
nach in der identischen (leichung .

Ayg(8) A3\ (t) — dﬂ“}“’l!(‘) - d(t) ﬁ{%ﬂ
die rechte Seite, und mit ihr das zweite Glied der linken fiir jedes g
und h mindestens (m — 2)-mal durch ¢ —s theilbar sein. Da aber
A,i(f) und 4,,(f) ale conjugirte Grissen den reellen Factor ¢ — s
gleich oft besitzen miissen, so enthilt jede von ihnen diesen Factor
mindestens [“i_ 1]-mn], wenn man so die grisste in -'—‘;-!- enthaltene
ganze Zahl bezeichnet. Aus dem linearen Ausdrucke von .1(f) durch

die Unterdeterminanten einer beliebigen Reihe folgt also, dass auch
A(1) selbst den Factor ¢ — s windestens [ ™ ]-mal, also ihn jeden-
falls besitzt, sobald m — 1 > 1 ist
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Durch diese Sitze ist die Frage, ob und wieviel Linearfactoren
von A4(t) einander gleich sind, auf die Ermittlung derjenigen gemein-
samen Factoren der Unterdeterminanten Ay,(f), 4,,(f), ... daa(t) zu-
rilckgefilhrt, mit denen o(f) zugleich verschwindet.

Es lisst sich mittelst derselben such umgekehrt beurtheilen, wie
man zu den Bedingungen gelangen kann, welche erfiillt sein missen,
wenn die Anzahl der von einander verschiedenen Linearfactoren, und
von jedem derselben der Exponent gegeben ist.

Um zu diesen Bedingungen zu gelangen, bedarf es nur einer
Wiederholung der obigen Sitze.

Damit =z B. 4(f) einen Linearfactor m-mal enthalte, muss jedes
Ayy(t) ihn (m — 1)-mal besitzen; da aber der Satz auch fiir ,,(f)
gilt, so muss jede zweite Unterdeterminante ﬁ{&.ﬁ ihn (m — 2)-
mal enthalten, u. 5. w.

Umgekehrt, wenn alle Unterdeterminanten

mlan

einen einzigen Linearfactor mit einander gemein haben, mit welchem
zugleich alle zuniichst vorangehenden Unterdeterminanten

. Ftaw

@ g) (G-t —1)
verschwinden, so ist 4 (f) durch ihn m-mal und nicht Gfter theilbar.

Es wire iberflissig, die hieraus filr allgemeinere Fiille durch

Zusammensetzung folgenden Regeln auszufithren; ebenso kinnen An-
gaben idber gelegentliche Erleichterungen bei der wirklichen Aufstel-
lung der besprochenen Bedingungen iibergangen werden, da sie durch
das obige Theorem in Verbindung mit demjenigen, dessen Umkehrung
es ist, offen dargelegt sind.

Ztirich, 1864,

E. B Christoffol, Gessmmelts Abhandlongen. L 10



VIL

Ueber die kleinen Schwingungen eines periodisch eingerichteten
Systems materieller Punkte.

{Journal fir die reine und sogewandte Mathematik, Bd. 63, 1864, 8. 273—288,)

Die vorliegende Abbandlung enthilt die vollstindige Lisung des
bekannten Problems, die unendlich kleinen Schwingungen eines Systems
riumlich getrennter materieller Punkte zu bestimmen, zwischen denen
anziechende und abstossende Kriifte wirken, und welche in periodisch
wiederkehrenden Gruppen im Raume vertheilt sind.

Cauchy, welcher mit diesem Problem der analytischen Optik eine
nene Grundlage zu geben gedachte, legte demselben eine grosse Be-
deutung bei, wie aus den zahlreichen Abhandlungen hervorgeht, in
denen er sich mit diesem Problem beschiftigt. Dieselben finden sich,
soweit sie mir bekannt geworden sind, in den Comptes rendus vom
9% bis zunf 30" Bande und im 22" Bande der Memoiren der Pariser
Akademie; die ersteren sind zom Theil in den Exercices wiederholt.

Der niichste Weg, welcher sich zur Losung des vorliegenden Pro-
blemes darbietet, besteht in der Ermittlung der Gesetze, nach denen
die periodischen Bewegungen des Systems in ebenen Wellen erfolgen.
Sind diese bekannt, so liefert der Fouriersche Satz unmittelbar die all-
gemeinen Formeln fiir die Bewegung, welche auf einen beliebigen An-
fangszustand folgt.

Aber diese Liosung kann nicht als vollendet angesehen werden;
im art. III. der folgenden Abhandlung wird nachgewiesen, dass die
vielfachen Integrale, auf welche man durch den Fourierschen Satz ge-
fibrt wird, Elemente enthalten, welche der Lésung vollkommen fremd
sind, und welche daher durch eine Reduction jener Integrale aus-
geschieden werden mflssen.

Durch eine genauere Untersuchung der algebraischen Functionen,
welche in diese Integrale eingehen, ist mir die verlangte Reduction ge-
lungen, zunichst filr die einfacheren Ausdriicke, welche Cauchy am
Schlusse des §. 2. seiner Abhandlung iber die Farbenzerstrenung giebt,
dann such fir die Lisung des allgemeinen Problems.
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In der vorliegenden Abhandlung ist der umgekehrte Weg ein-
geschlagen worden, Nachdem im art. III. nachgewiesen worden ist,
welche Reductionen sich bei der Anwendung des Fourierschen Satzes
als nothwendig herausstellen, wird die Aufgabe so gestellt und be-
handelt, dass man von Anfang an die Gewissheit hat, die Losung in
einer Form zu erhalten, welche keiner weitern Reduction mehr be-
dirftig ist.

Es hat sich auf diesem Wege das merkwiirdige Resultat ergeben,
dass die Bewegung des zu untersuchenden Systems, auch unter den
allgemeinsten Vorasussetzungen, stets nur von einer einzigen Klasse
analytischer Functionen einer veriinderlichen Grisse { abhingt, deren
reelle Werthe die seit der anfinglichen Gleichgewichisstirung ver-
flossene Zeit bestimmen. Diese Functionen habe ich durch T}, be-
zeichnet, und ihren Ausdruck durch ein dreifaches Integral mit end-
licher Begrenzung im art. 1X. Formel 18 angegeben.

L

Obgleich das Problem, mit welchem die vorliegende Abhandlung
sich beschiiftigt, allgemein bekannt ist, lisst sich doch eine ausfihr-
liche Darlegung desselben nicht fiiglich umgehen.

Ist IT ein System materieller Punkte, so wird dasselbe vollkommen
homogen genannt, wenn es folgenden Bedingungen genilgt:

1) Alle Punkte des Systems besitzen dieselbe Masse.

2) Sind a, b, ¢ irgend welche Punkte des Systems, und zieht
man aus ¢ eine Gerade cd von gleicher Linge und Richtung
wie ab, so ist d ebenfalls ein Punkt des Systems.

Fiigt man zo diesen Bedingungen das Grundprincip der atomistischen
Theorie,

3) dass die Entfernung zweier materieller Punkte, wie klein sie
im Uebrigen auch sein mag, doch niemals unter jeder
Grenze liegt,

su ist das System IT nothwendig ein reticulares, d. h. die materiellen
Punkte dieses Systems befinden sich in den Durchschnittspunkten
dreier Schaaren von Ebenen, welche den Raum in congruente Parallel-
epipeda zerlegen'); lisst man den besondern Fall, wo eine oder zwei
Kanten dieser Parallelepipede unendlich gross sind, unberilcksichtigt,
so sind also die rechtwinkligen Coordinaten z, y, # der verschiedenen
Punkte m”.,. des Systems IT durch lineare Gleichungen

1} Man vergleiche Dirichlets Abhandlung dber die positiven terniiren quadr.
Formen, dieses Journal Band 40.

1w*
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z=a+al+a'l+a"l',
My Y= B+ 0L+ T+ VT,
#—?-f-cl-l-c’r-i-c"r'

gegeben, in denen [, I', I” jedes ganzzahligen Werthes fihig, und die
ilbrigen Gréssen rechter Seite unveriinderlich sind.

Diese Definition lisst sich, wie Cauchy bemerkt'), auf homogene
Mittel, welche aus chemisch differenten Atomen zusammengesetzt sind,
nur anwenden, wenn man sich die Massenpunkte m, . durch Atomen-
gruppen ersetzt denkt, welche um jede Ecke der vorhin erwibnten
Parallelepipede in gleicher Weise angeordnet sind.

Wir fiigen hiernach zum homogenen System IT noch N andere,
m, I, ... I, die so geordnet sind, dass die Coordinaten des zu IT,
gehirigen Punktes m),. mit den obigen durch die Gleichungen

ﬂ"‘:.rr-' Z—e=z—a, Y—p=y—p, H—y=2—y

verbunden sind. Zu jeder Werthengruppe (I, I', I") gehirt dann eine

Gruppe materieller Punkte m ., m}”.,, m::,r, die in ihren physi-
kalischen Eigenschaften libereinstimmen oder von einander verschieden
sein kinnen. Diese Gruppen wiederholen sich periodisch auf dieselbe
Weise, wie die Punkte des Systems IT; ihre Gesammtheit kann also
ebenfalls als ein homogenes System P angesehen werden.

Es sind nun die superponirbaren kleinen Schwingungen eines
solchen periodisch eingerichteten Systems P, mit denen die gegen-
wiirtige Arbeit sich beschiiftigt. Und zwar fligen wir zu den obigen
Voraussetzungen flber die Einrichtung dss Systems P noch die folgen-
den, welche die in ihm wirkenden Kriifte betreffen.

Wir setzen voraus, dass zwischen den einzelnen materiellen Punkten
von P Attractionen (Anziechungen und Abstossungen) wirken, durch
welche sie, bei der oben beschricbenen Einrichtung des Systems P, im
stabilen relativen Gleichgewichte erhalten werden.

* i
Es seien ferner m

e und m . . zwei beliebige Punkte
"won P, deren Massen und Coordinaten beziehungsweise m', z,, y,, &,
und m*, z, y,, £, sind. Dann wirkt an m' in Folge der gegenseitigen
Attraction beider Punkte in ihrer Verbindungslinie eine Kraft, die bloss
von ihrer Entfernung (ik) abbéngt, und durch

d[ik]
a(ik)

1) Comptes rendus Tome 9, pag. 638
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bezeichnet werden soll. Die Componenten dieser Kraft werden also
ausgedriickt durch

aik) B[] B[ik)

dx, ' ow ' 05

Ueber die Massen m, m', ... m", so wie Ober die Attractions

gesetze, welche durch das Zeichen ,: mt J{ ig bei verschiedenen Werthen

der Indices i und k dargestellt werden, lassen wir die allgemeinsten
Voraussetzungen bestehen; wir setzen I!HD weder zwischen zwei von
jenen N 4 1 Massen, noch zwischen zwei von den im Allgemeinen
denkbaren }(N+ 1)(N+ 2) Attractionsgesetzen die Gleichheit voraus.

Da die Differenzen z;— z,, y,— ¥;, £,— £, von denen die erste
nach der oben eingefiihrten Bezeichnung = o, — «, + an + a'n’+ a"n"
ist, nur noch von den ganzen Zahlen n, n', n"” abhiingen, welche filr
den angezogenen Punkt m;,, die relative Lage des anziehenden Punktes

m, bestimmen, so erhiilt man die Gleichgewichtsbedingungen

(TN PO S

fir jeden Punkt m,,. von II,, wenn man in den Gleichungen

[ik] alik] a[ik]
@R TR "Rl

die erste Summation iiber alle ganzzahligen Werthe von m, w', n”, die
zweite iber die Werthe k=0, 1, ... N erstreckt, mit Weglassung
des einzigen Gliedes (n = n'=n"= 0, k = 7).

Ertheilt man hierauf dem Index ¢ der Reihe nach die Werthe 0,
1,... N, so ergeben sich die vollstindigen Bedingungen fiir das
Glemhgamchi des Systems P.

IL

Da das relative Gleichgewicht von P der Voraussetzung gemiiss
stabil ist, .0 kann man seinen Punkten so kleine relative Ortsinde-
rungen und Geschwindigkeiten ertheilen, dass dieselben in der nach-
folgenden Bewegung unaufhorlich innerbalb beliebig enge gewiihlter
Grenzen beharren.

Man kann also bewirken, dass jede relative Ortsinderung fort-
wiihrend unendlich klein bleibt. Dann lassen sich die beschleunigenden
Krifte in jedem Augenblicke durch die Ortsinderungen linear aus-
drilcken. Folglich sind die Bewegungen in unendlich kleinen relativen
Ortsiinderungen superponirbar.

Bezeichnet man zur Zeit { die zu den Axen parallelen Ver-
schiebungen



(3) 4
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des Punktes m{, . durch B . =E, v\ .=1n, &, =§,

2,
(@) des Punktes m}, . . .. .. durch §, %, &,
so erhilt man aus den Gleichungen (1) die am Punkte m),,. zur
Zeit ¢ wirkenden Componenten, wenn man auf der rechten Beite fiber-
all und fir jedes .?.. I, — %, ¥, —V, & —¢& durch 2, — x, + £, —
V=Wt n—n, n—5+8—§ ersetat, also iy Yir 8 bﬂﬂgl'ch um
& — & m— :! & w“h’m" liinst.

Daraus ergeben sich die Gleichungen fiir die superponirbaren Be-
wegungen des Systems P in folgender Gestalt:

afﬂ"-ZZ’[aaiif-‘m ~0+ 2w+ 2T - ),

a* i’ i [] i
. 3:# =2 D b~ k) + L ('~ n.}+j,‘;‘3 @ -8

w e = ST -8 + ;; -+ 3@ -],

Dieselben miissen fiir alle ganzzahligen Werthe won I, I, I" und
fir i=0, 1, ... N bestehen. Die Bedingung, dass bei den Summa-
tionen das Glied (m = #'=n"=0, k = 1) weggelassen werden soll,
braucht jetzt nicht mehr berilcksichtigt zu werden, da bei diesen
Werthen der Summationsindices die Factoren E, — §;, u. s w. sich auf
Null reduciren.

111

Seit den Untersuchungen Cauchys iiber die reticularen Systeme
pflegt man den Anfangszustand eines solchen Bystems durch stetige
Functionen der Coordinaten auszudriicken, welche micht bloss den ma-
teriellen Punkten des Systems, sondern auch den sie umgebenden
massenfreien Punkten Anfangsverschiebungen und Geschwindigkeiten
anweisen.,

Indem man hierauf die Differentialgleichungen der Bewegung auf
alle Punkte des Raumes ausdehnt, bestimmt man mittelst des Fourier-
schen Batzes eine Bewegung des continuirlichen Raumes, an welcher die
in ihn eingetauchten materiellen Punkte ihrem Orte gemiiss theilnehmen.

Bei diesem Verfabren wird die Bewegung des materiellen Punkt-
systems abhingig gemacht, nicht bloss von seinem eigemen Anfangs-
zustande, was fiir jeden einzelnen Punkt desselben in irgend einem Um-
fange der Fall sein muss, sondern such noch vom Anfangszustande des
massenfreien Raumes, was in Wirklichkeit nicht der Fall sein kann.
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Von diesen, der Lésung nothwendig fremden Elementen kann dieselbe
nur durch die Reduction der vielfachen Integrale befreit werden, welche
durch den Fourierschen Satz eingefithrt worden sind.

Um diesen Uebelstand zu vermeiden, geben wir den Anfangs-
zustand des Systems P unmittelbar durch die Verschiebungen und
Geschwindigkeiten seiner eigenen Punkte. Sei

fﬁr { == 01 E':]'r' - E;'_ F-u'.:"l %t:- = G:’il" '

3 ] i
(4) Tiee == Vg s eq‘ =G
i+t AL 3i+8
::.rr-:dmrl'ri:'r ?:_G.-r;

Dann liest sich das zu lésende Problem wie folgt aussprechen:

Es sollen, fiir alle ganzzahligen Werthe von I, I, I" und fir
i=0,1,... N

i [}
Ew' v e “u*r

als Functionen der Zeit ¢ und der Anfangswerthe ¥ und G den
Gleichungen (3.) und ((4.) gemiss bestimmt werden.

Iv.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, zu ermitteln, in welcher
Weise die gesuchten Functionen von den Anfangswerthen sbhiingen.

Zn diesem Zwecke lassen wir an Stelle des durch die Gleichung (4.)
dargestellten Anfangszustandes einen andern treten, in welchem nur
der Punkt

M raner

in seinem Gleichgewichte gestirt worden ist, und auch diesem Punkte
nur unendlich kleine Verschiebungen und Geschwindigkeiten ¢ ¥, 3 7,
gF" und é@, ¢G, ¢G" ertheilt wordem sind. Aus dieser Gleich-
gewichtsstdrung entspringt eine Bewegung des Bystems P, in welchem
wir die Verschiebungen des Punktes

i
ME r

zur Zeit ¢ durch X, ¥, Z bezeichnen wollen.

Wir wollen zweitens voraussetzen, dass man zur Zeit £=0,
ohne das Gleichgewicht der tibrigen Punkte des Systems zu stiren,
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die Verschiebungen ¢V, 8V", ¢¥" und die Geschwindigkeiten &G,
2G', 8G" dem Punkte
",

ertheilt habe. Bezeichnet man alsdann in der hieraus erfolgenden Be-
wegung des Systems P die Verschiebungen des Punktes

zur Zeit ¢ durch X, §), 3, so muss wegen der Einrichtung des Systems P
X=% Y=9, Z=3

sein. In der That werden die im zweiten Falle gemachten Voraus-
setzungen mit den auf den ersten Fall beziiglichen villig identisch,
wenn man das System P ohne Drehung so lange verschiebt, bis der
Punkt m!,. . nach m! rilckt, wobei dann jeder Punkt mf, .

. axir R ; '
nach m)_, .., -, und insbesondere mi,, nach mj . geschoben wird.

Fiir die Grissen X, X, Y, ... lassen sich aber leicht bestimmte
Ausdriicke finden. Superponirt man nimlich jeden der beiden An-
fangszustiinde, aus denen sie entspringen, mit dem durch die Glei-
chungen (4.) bestimmten, so werden im ersten Falle die Anfangswerthe
(P2 G, VY . ) wwsr e Wm @V, 8G, 87", ..., und in Folge
dessen die Verschiebungen (E, %, )., um X, ¥, Z vermehrt; im
sweiten Falle, wo die Aenderungen o ¥, ¢G, ¥V, ... den Anfangs-
werthen (¥, G%, V*+1 . ) .. ertheilt werden, indern sich (£, 5, {)i,
um %, 9, 8.

Driickt man demnach die Verschiebungen X, X, Y, ... durch die
Differentiale der Groesen §).., &, 7i;;-s - - - Dach den geiinderten
Anfangswerthen aus, so ergiebt sich aus ihrer Gleichheit z. B.

aifrrr alfrr' 3’-':”'
. (LSS i T — —-] R ! SR ] Al TP
é F.ll-::. Vg, 1% aat‘:l. R é F}':IE.H._ Far o
™ 300 L™
- = e eV + . i G+ e B A e
BV 3G Vi

und allgemein, wenn man einen der Buchstaben &, v, £ durch (§, 4, £),
und einen der Buchstaben ¥, G durch (¥, &) bezeichnet

(5) _—B{E. m Bl EEE_' 111_17‘1{!!
‘ BV O i, varimrre AV @y
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fir i=0,1,... N,j=0,1,...3N + 2, und alle ganzzahligen Werthe
von 4, 4, 4", L, I, I".
Wir setzen von jetzt an

O _ppes | e peens O peirs
| i N UL ¥
3 Vi (P (PO V] i

6)
ag{ﬂ) S'h" a"l:nu S:l'-l-l,j afﬂﬂ - Slli-l‘.j

39{4-;_ (PULL .E_G.f“._ e 0 -EGﬁ-i- (HPLE

und werden im folgenden art. zeigen, wie sich die Bestimmung der
Functionen §, 5, { vollstindig auf die Ermittlang der Functionen R
und § zurilckfilhren lésst.

V.
Zuniichst ergiebt sich ans den filr £ =0 stattfindenden Gleichungen

-

Eooo = Vibos "'T-'ﬁ’:' = G'og0: Mooo= Voo ' 0.8.w. mit Hillfe der Gleichungen (6.),

dass fiir £ = 0, mit einziger Ausnshme von

5 J
R: und 5‘3'}' (j=0,1,...3N +2),

. . " . dR &8
welche gleich 1 werden, alle iibrigen Funectionen R, S, PR T

verschwinden,

Ferner erhilt man aus den Gleichungen (3.), indem man sie nach
einem Anfangswerthe differentiirt, mit Hiilfe der Gleichungen (5.)
Differentialgleichungen, denen die Functionen R und S genligen milssen.

Beachtet man, dass nach (5.) und (6.) auf Grund der in art. II
eingefiihrten Bezeichnung

a(8,m O BB e e (8. M Digoo
LA TP [ AL PP LA S

o (P, P PR e
(& n &) - (P.H..J Pt FIH.J)
’ 1 22t an

AV sramer

ist, wo P durch R oder S zu ersetzen ist, jenachdem man nach ¥ oder
G differentiirt, so erkennt man sofort, dass man, um die Gleichungen (3.)
nach (¥, G),, 1, s 3oy r 20 differentiiren, nur nothig hat, dort dberall

¥ i+1.4 Ex Y
EII 13[1 tt dmh P:l‘l-ﬂ P:i-:n 1 P:i-"l"
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und die Difmn:ac;l

& %—m L—G&
durch
P oo B B0 BN - B,
I
zu ersetzen.
Behiilt man diese Bezeichnung zur Abklirzung bei, so ergiebt
sich also
i:::l__ZZl: 335:k] R4 4 Ea;‘[’;;-l Per+1,8041 4 aﬂ;*[lti $.u+:,u+|J
v [k % F[ik
(1) __a’ii*_ -22[1:!:*[;33]* q]li,!i_l_ [l- ] Por+Lsiea E!yf '1 P+, I“-l]
Wi ik 2[ik . P'[ik
™ '2,2[3;,[31& Berreg ey By TE uens]

Fiigt man zu diesen Gleichungen die Bedingung, dass
fiir =0 und j=0,1,...3N+2

2Ll
(®) pii—w, 2
werde, und alle iibrigen Functionen P und Eaf verschwinden,

g0 wird offenbar
L. P=R, wenn man alle %/ =1, alle B = 0 getzt;
II. P=8§, wenn man alle %/ =0, alle B = 1 setst,
gleiche Indices bei P, R und S vorausgesetzt.

Diese Bedingungen zeigen, was such flir sich klar ist, dass die
Functionen B und § von den Anfangswerthen ¥ und G unabhingig
sind; also sind (5.) und (6.) die Verschiebungen £, n und § lineare Funec-
tionen derselben. Da diese Functionen verschwinden, wenn man alle
Anfangswerthe auf Null reducirt, so erhilt man aus den Gleichungen
(b.) und (6.)

i i.j ] Bi, 4 !
5:,.,.. v ; 2[3:1 LA HLEEE AT + Su o Gl-H.l 4T, 41*+rj
] J
i+, grd 40,0 ~ 4
®) 1 ,?:”‘ _EZ[R:J i V 1pnzer et 's:at "1 G.H-i I, J"'+r]
F E
i+%,§ qrd 480
'ﬁﬂ"-géz[ﬁ:“" Va.+:.1+r i 4 i"+8:11" G1+ll+r'1 H"]
¥
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wo von den beiden Summationen sich die erste {iber alle ganzzahligen
Werthe von i, A, 4", und die zweite sich iiber die Werthe j =0,
1, 2, ... 3N + 2 erstreckt.

VL

Man kann eine Particularlésung der Gleichungen (7.) finden, in-
dem man jede Funktion P, zur Exponentialgriese ity =i
proportional setzt, wobei u, w’, 4" Constanten bedeuten, welche will-
kiirlich bleiben. Durch Superposition solcher Particularlésungen muss
man hierauf den Anfangsbedingungen (8.) Geniige leisten.

In Folge der besondern Beschaffenheit dieser Anfangsbedingungen
ist es leicht, im Voraus das Resultat der eben bezeichneten Super-
position zu erkennen. Es sei £ eine Function der Variabeln ¢, u,
w, u", welche ebenso wie ihre erste Derivirte ?: fiir ¢ =0 von u, u,
%" unabhiingig wird. Entwickelt man diese beiden Functionen fiir alle
swischen — x und x enthaltenen Werthe von u, «, «” nach Ex-
ponentialgriBen ¢+ 1-&*“‘-1, so verschwinden fiir { = 0 alle Coef-
ficienten in diesen Entwicklungen bis auf diejenigen, welche der Vor-
snssetzung 1= 1"= 1"=0 entsprechen. Dies ist genau die von den
Functionen P,,,. verlangte Eigenschaft. Wir setzen demnach

1 sl e 1" = - "
(10) P;;;.,-{M,f_q”e“ HITOY =1 G0 b e,
wo jede Integration zwischen den Grenzen — » und = suszufiihren ist.

Dann verlangen die Anfangsbedingungen (8.), dass man flr
t = 0 habe
a8’

i g A aar
(11.) =W, =%, 8Y=0, T =0,

wenn b von j verschieden ist.
Ferner ergiebt sich aus (10.)

i 1 Af (g dW =1 =(med ¥ =1, P
P:-..r—-r, Pewt T {!w’jif'ﬂ i e " duw au”.

Wir setzen diese Ausdriicke in die Gleichungen (7.) ein, und bedienen
uns folgender abkiirzender Bezeichnung:

—(mntn e )Y =1 -

€ @,



(12)

\
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(ferner in der ersten Gleichung

Sow 512169 00,00,
' l i A
zzﬁa L ——

a'[ik) @'[#d] s
223},_3}: 2707 0= (34, 3i+2),
in der sweilen

' [ik] *[id] ;
223&,’,3;,:"_2?#,354 ‘o =(3i+1,34),

2 a;[;k]q _ ﬂ;;‘} cw=(3i+1,3i+1),
& i

und in der drilten
' [ik] a*[ii] :

223:@:, 2_2,3_‘: 0=(3i+2,39),
ik b . .

Z‘Z‘?_ﬁ’y‘ gyE;‘}, 0=(3i+2,8i+1),

> DOE_NVI | (3i42,8i42),

ApTd %
oz, dz

2Lk
AR
&'[1k]
dz,dy,

2*[ik]
dz, 08,

CHLLN

LEATH
S
ii';l'Jt
[ik)
dyydzp

&'[ik)
EATH
S

dy; 0z
d*'[ik]

ort

-0=(3i,3k),

-@=(3i,3k+1),

c@=(3i, 3k+2),

-o=(3i+1,3k),
-o=(3s+1,3k+1),

-o=3i+1,3k+2),

‘o =(3i+2,3%),
c0=(3i+2,3k+1),

‘o=(3i+2,8k+2),

wo die Gleichungen der zweiten Verticalreihe % und i als von einander

verschieden voraunssetzen.

Unterscheidet man in den Gleichungen (7.) die beiden Fille, wo
k=1 oder k von & verschieden ist, so erkennt man, dase dieselben sich
mit Hillfe der vorstehenden Bezeichnungen in die folgenden verwandeln,

in denen

i2x)"

gesetzt ist:

1 u” &
|£':.hr+:|-+.l.. 1W=-1 i iw on" - 3K

FE

3 T
0- f ¢E, e [m"”;, +2{{3i,3k}2“--’+(3i,3k+l}ﬂ“*'-f+[3£,3k+2}.!1“*'-’j],

a'lﬂll{-lj

0= E".E'“.,..[ T +2[{3:+1 BRIt (3i+1,3k+1) Q%104 (Bit1 ﬂhﬁjﬂ"*'li}]

a!gll'-rl,j
f By | w2 2‘({34+2 BH) QP44 (3i+2, 3k +1) QU144 (3i 42, m-mnmnﬂ

wo k bei der Summation die Werthe 0, 1, ...

N durchliuft.
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Diese Gleichungen miissen fiir alle ganzzahligen Werthe von 1, 1),
1" bestehen. Da aber die in den eckigen Klammern stehenden Fune-
tionen von 1, 1’, 1" unabhiingig sind, so ergiebt sich aus der Theorie
der trigonometrischen Reihen, dass sie gleich Null sein milssen fiir alle
zwischen — x und x liegenden Werthe von w, «', w", d. h. fiir alle
Werthe, welche diese Variabeln wiihrend der Integration durchlaufen.

Jede der vorstehenden Gleichungen liefert also eine Differential-
gleichung zwischen den einzelnen Functionen Q. Setzt man der Sym-
metrie wegen in der ersten m’= p,,, in der zweiten m'= .. ,, in der
dritten m= p,, ,, 50 dass man fir i =0, 1, ... N hat

(13.) By = Byogpr = Bages = M
so treten diese (leichungen simmitlich in die niimliche Form; man er-
hilt fiir

h,j=0,1,... 3N+ 2

g=8N=s1
(14) i + 2 (19)8 =0,
=
Auf diese Weise ist das urspriingliche Problem auf die Integration
des vorstehenden Systems gewihnlicher Differentialgleichungen mit
Ricksicht auf die in (11.) gestellten Anfangsbedingungen zuriickgefilhrt.
Zu dieser Integration sind indessen einige Vorbereitungen erforderlich.

VIL

Vor allem ist es notwendig, gewisse Eigenschaften der Coefficienten
{hg) festzustellen.

Zuniichst ergiebt sich aus ihrer Entstehung, dass sie nicht bloss
von der Zeit ¢ unabhiingig sind, sondern auch von der Stelle, welche
der Punkt m:”. im Bystem JI;, oder P einnimmt.

Fine zweite Eigenschaft ergiebt sich unmittelbar aus den Glei-
chungen (12.). Sie ist in der Gleichung

(334 2,3k +0) = (3i + 0,3k +2)

enthalten, wenn p und y nach Belieben aus den Zahlen O, 1, 2 aus-
gewihlt werden.

Die dritte Eigenschaft, deren Kenntnis nothwendig ist, besteht
darin, dass die beiden Grissen (gh) und (hg), welche im Allgemeinen
complexe Werthe haben, stets zu einander conjugirt sind.

Zum Beweise dieser Behanptung werden wir in den Ausdriicken
der verschiedenen Giréssen (gh) die Vorzeichen der Indices n, ', n” indern,
was auf den Werth dieser Ausdriicke offenbar keinen Einfluss hat.



158 VII. Ueber die kleinen Schwingungen eines Systems materieller Punkte.

Dann erkennt man zuniichst leicht, dass die Grossen (3i 4z, 3i4¢)
simmtlich reell sind. Da ausserdem (3i+g,3i+¢)= (3149, Ji+y)
ist, 80 wird in diesem Falle der obigen Behauptung nicht widersprochen.

Wir wollen nun unter der Voraussetzung, dass k von i ver-
schieden ist, die beiden Factoren untersuchen, welche im Ausdrucke
von (81 + z, 3k + o) unter dem Summenzeichen stehen.

Da man nach art. I. und IL

5, — 1, = —e,+ant+an +a'n", 5,—r, = —a,+an+---
hat, und ihnliche Gleichungen fiir die anderen Coordinatendifferenzen
gelten, so folgt, dass x, — z,, y;, — v, #, — & durch Aenderung des Vor-
zeichens von u, ), n" in —(z;— =), —(¥,—w), — (5,—2) ver
wandelt werden. (leichzeitig gehen also die Ausdriicke

[ik] @[k MRk @k
i}ETE.qT'-]' ':%E'ﬁ'kjf u, 8. w, iiber in E.-E:;';]" 5 yEE!:]“ n. 8. W.

Hierans folgt, dass in den Gleichungen (12.) der Zeichenwechsel
der Indices m, n, n” nur zur Folge hat, dass auf der linken Seite
1) die Zahlen i und k vertauscht werden, und 2) in der Exponential-
grosse o = e-(*«+ V=1 die Y—1 das entgegengesetzte Zeichen er-
hilt. Dadurch wird aber die Griiese (3i+y, 3k + ¢) ohne Aenderung
ihres Werthes in die Conjugirte von (3k+ g, 3i+¢) = (3k+ o, 31 4 1)
verwandelt, w. z. b. w.

Man kaon endlich noch eine vierte Eigenschaft dieser Grossen
(gh) bemerken; dieselben sind n&mlich in Bezug auf jede der drei
Variabeln u, w, u” periodisch, mit der Periode 2x. Daraus zieht
man leicht den Schluss, dass die durch die Gleichungen (11.) und (14.)
bestimmten Functionen £ die nimliche Periodicitit darbieten miissen.

VIIL
Betzt man

v = D0 B, ¢ = Du e,
A I
so kann man die Gleichungen (14.) in folgende Form bringen:

2 (o', 2v
(15.) a—t,(g-ﬂ—*)w-ﬁ-‘-ﬂ, h=0,1,...3N+2.

Da diese Gleichungen linear, und ihre Coefficienten constant sind,
so hiingt ihre Integration, wie bekannt, nur von der Untersuchung der
Determinante der bilinearen Function

¥ —zg!
und ihrer Unterdeterminanten ab.
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Vergleicht man aber die Ausdriicke der Functionen ¢ und ¢’ mit
denjenigen, welche in der Abhandlung fiber die Verallgemeinerung
einiger Theoreme des Herrm Weiersirass (p. 125) durch ¢ und ¢ be-
zeichnet wurden, so erkennt man sofort, dass die dort gemachten

Voraussetzungen im gegenwirtigen Falle erfullt sind.

Setzt man nimlich [Ah] = g, und, so lange g von h verschieden
ist, [gh] =0, so wird

¢/ = Dlhg) 2 HY,

und es sind nun (gh) und (hg), sowie [gh] und [hg] zu einander con-
jugirt, wie dort verlangt wurde. Setzt man ferner 2 =z, + iy,
H* = z, — iy,, 80 wird ¢/ = Sp, (2 +¢%). Dies kann, da simmtliche
p als Massen materieller Punkte positiv sind, nur verschwinden, wenn

alle rellen Varisbeln x und y sich zogleich suf Null reduciren.
Bezeichnet man daher durch

l(m (01)

()= (m} (11) — pz . . .

die Determinante von ¢’ — x ¢, und durch 4,,(z) die aus einer Aenderung
des Elementes (ik) entspringende Unterdeterminante von (z), so folgt

I. dass slle Wurzeln der Gleichung A(x) = 0 reell sind.

Bezeichnet man die von einander verschiedemen Wurzeln dieser
Gleichung 3 N+ 3** Grades durch

¢ 8
so folgt weiter,

I1. dass man durch Zerfillung in Partialbrilche
(@) 45
P =
erhiilt, wo die Factoren 4 von z unabhingig sind, und die Summation
sich tiber die verschiedenen Wurzeln der Gleichung 4(z) = 0 erstreckt.

Endlich zieht man aus den Gleichungen (9.) der angefiihrten Ab-
handlung fiir den vorliegenden Fall die folgenden:

v '22 A:‘:—;:,
Sai-n 3

welche bei jeder Bedeutung der Grissen 2%, QV, ... stattfinden.

(11L)
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Setzt man also
(16) ZA:.:% -Z#*A:*ﬂ”_ @i,
so folgt aus den Gleichungen (IIL)
@ —zuﬂ‘,
24, e

Dies festgestellt, multipliciren wir die ﬂlmchung (15.) mit 4 “,
und addiren hierauf die aus ihr fir A=0, 1, ... 3N + 2 entspringen-
den (Heichungen zu einander; dann folgt

algﬂ

(17)

+ 7 = 0.
Da man aus (16.) und (11.) fir =0

aarid
Q10 - -“:Afraj* At T FJA‘ B’

erhilt, so ist also fir ein beliebiges ¢

#in L

9= A J[ﬂ'mu‘tai—ﬂ"
mithin, wegen der Gleichung (17.)

- 5‘12‘1 [H‘msﬂ + % m"‘]

IX.
Aus dem eben gefundenen Ausdrucke der Functionen £ ergiebt
sich mit Ricksicht auf die Gleichung (10.), dass man, wenn

[18} {%‘}‘Zf,{d' lul.lj‘ﬂ[luq-iuq-l Wy =1 La"a“ra“n_T:i{l-

8
— U, N <
gesetzt wird,
ai'* "
Pl = | W 9T,
erhilt. Da ferner (art. V, I und IL) P gleich R oder S ist, je nachdem
man fir jedes j W =1, B/ =0 oder W =0, B/=1 setzt, so folgt:

TR I R
P e R T Il R PULE

Durch Einsetzung dieser Ausdriicke erhiilt man aus den Gleichungen (9.)
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die Losung des vorgelegten Problems. Sei zur besseren Uebersicht

fir p=0,1, 2
J=B N R
H Sivpd )
SET=T | #-'Ful.ru'.xur'Tu-I"“ -%::r'?
{19‘} J=3 N+%
Il Bitpd i,
o, F:Gu:,rw.aur'Tuu"E —@:rt:"r
so folgt:
( E‘l: ml’.ﬂ aﬂ:‘fnl'
we s S 2t !
a8k
i i, 1 re
{m} k "?"r‘nl - glrr! + a‘.‘ r
amLE
iy ¥ e
L;:rr -0+ - at

Die Einfachheit dieser Formeln lisst nichts zu wiinschen dbrig.
Es scheint indessen schwer zu sein, aus ihnen unmittelbar eine Vor-
stellung von der durch sie dargestellten Bewegung zu gewinnen. Da-
gegen bieten sie filr angeniherte Bestimmungen eine vollig zuverlissige
Grundlage dar, bei welcher es nicht, wie bei der directen Behandlung
der ursprilnglichen Differentialgleichungen, zu beftirchten ist, dass durch
wiederholte Vernachlissigungen schliesslich alles verwischt wird, was
den Charakter des urspriinglichen Problems ausmacht.

E. B Christeffel, Gesammelts Abhandlungen. I 11



VIIL

Ueber die Bestimmung der Gestalt einer krummen Oberfliche
durch lokale Messungen auf derselben.

(Journal fir die reine und aogewandte Mathematik, Bd. 64, 18656, 5. 193 —200.)

Die bisherigen Untersuchungen Uber die Gestalt der Erde gehen
simmtlich von der durch hydrostatische Griinde nahegelegten Vorauns-
setzung nus, dass dieselbe bis auf geringe und nur zufillige Ab-
weichungen ein Sphiroid ist, welches seine Drehungsaxe mit der Erde
gemein hat. Dieses Sphiroid, welches man zum Unterschiede von der
wirklichen die wahre Oberfliche der Erde nennt, wird dadurch bestimmt,
dass die auf der ersten wirklich ausgefiihrten Gradmessungen durch
miiglichst wenig betrichtliche Abinderungen der Beobachtungsresultate
mit den auf der letztern ihnen entsprechenden in genaue Ueberein-
stimmung gebracht werden.

Das in Rede stehende Problem lisst sich indessen auch noch von
einem zweiten Gesichtspunkte aus behandeln, welcher von jeder will-
kiirlichen, wenn auch noch so annehmbaren Vorsussetzung iiber die
zu ermittelnde Gestalt der Erde unabhingig ist, und aus diesem Grunde
zur Entscheidung ilber die Zulissigkeit einer solchen Voraussetzung
filhren kéonnte.

Es versteht sich von selbst, dass such bei dieser Untersuchung
das Studium spezieller Terrains von der Bestimmung der Erdoberfliche
im Allgemeinen getrennt werden muss. Aus diesem Grunde wird es
keine willkiirliche Voraussetzung in sich schliessen, wenn man als die
zu bestimmende Gestalt der Erde, mit Beriicksichtigung unserer vor-
liufigen Kenntnis von ihrer allgemeinen Wilbung, diejenige allenthalben
gewolbte und stetig gekriimmte Oberfliche E bezeichnet, welche mit
der wirklichen Erdoberfliche nach Beseitigung ihrer lokalen Hebungen
und Senkungen vollstindig zusammenfillt. Es muss hinzugefiigt werden
dass die in der letzten Bedingung liegende Unbestimmtheit wegen der
relativen Geringfigigkeit der zu beseitigenden Unebenheiten als that-
giichlich gar nicht vorhanden betrachtet werden kann.
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Zur Orientierung iiber die Lage eines Punktes m auf der Ober-
fliche E sind die an die tigliche Bewegung der Himmelskugel ge-
kniipften sphirischen Coordinaten desselben im vorliegenden Falle
nicht geeignet, weil sie von der Beschaffenheit der Fliche E in der
Nibe des Punktes m unabhingig sind, also auch fiir sich allein keinen
Riickschluss auf dieselbe gestatten. Ich bediene mich aus diesem
Grunde zur Bestimmung der Lage von m auf E der sphirischen Co-
ordinaten eines Punktes, den ich das wahre Zenith der Fliche E im
Punkte m nenne, und verstehe hierunter denjenigen Punkt m der un-
endlich entfernten Himmelskugel, in welchem diese von der in m auf
der zuginglichen Beite von E errichteten Normale geschnitten wird.

Dies festgestellt, erhiilt man aus den folgenden Untersuchungen
fir den vorliegenden Fall den Satz:

Wenn die Oberfliche E eines sich nicht ins Unendliche er-
streckenden Korpers allenthalben gewilbt und stetig gebogen ist,
ferner in keinem Punkte derselben ein Hauptkriimmungshalbmesser
unendlich gross oder unstetig ist, endlich fir jedes wahre Zenith,
unabhiingig davon, welcher Punkt der Fliche ihm entsprechen
mag, die Summe der in letzterem stattfindenden Hauptkrimmungs-
halbmesser gegeben ist, so ist die Fliche selbst und ihre Lage in
der Himmelskugel viillig bestimmt, bis auf einen beliebigen mit
ihr verbundenen Punkt, iiber dessen Ort im absoluten Raume noch
verfiigt werden kann.

In Folge dieses Satzes kaun die Gestalt der Fliche E mit jeder
beliebigen Genauigkeit bestimmt werden, wenn man im Stande ist, fiir
eine genfigende Anzahl von Punkten derselben, iiber deren gegenseitige
Lage keine anderweitigen Angaben erforderlich sind, 1) die sphiri-
schen Coordinaten ihres wahren Zeniths, und 2) die Bumme der in
ihnen stattfindenden Hauptkriimmungshalbmesser zu ermitteln.

In der That kann man unter dieser Voraussetzung die Summe
der beiden Hauptkrimmungshalbmesser als Function der Coordinaten
des wahren Zeniths darstellen, wobei man nur darauf Riicksicht zu
nehmen hat, dass der bei der Interpolation zu Grunde gelegte Ausdruck
in keinem Zenith unendlich oder unstetig wird, und einer im art. VIII
niiher zu bezeichnenden Bedingung geniigt. Durch den numerischen
Verlauf dieser Function und die ilbrigen Bedingungen des Satzes ist
aber die Fliche E villig bestimmt.

Es muss hier unerirtert bleiben, in wie weit sich diese Resultate
zur wirklichen Ausfilbrung eignen. Die Grundlage zu derselben ist in
dem Satze zu suchen, dass ein stetig gekrlimmtes, hinlinglich kleines

Stiek jeder beliebigen Oberfliche als einer Fliche zweiten Grades an-
11*
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gehdrig betrachtet werden kann. Die letztere muss fiir jedes passend
gewiihlte Stiick T' der zur Untersuchung vorgelegten Fliche durch
Messungen von derselben Art bestimmt werden, wie man sie bisher
zur Bestimmung des ganzen Erdsphiroids ausgefihrt hat, und liefert
dann fiir die Punkte des genauesten Anschlusses an 7' das wahre
Zenith und die Summe der beiden Hauptkrimmungshalbmesser.

L

Dem vorliegenden Zwecke gemiiss beschrinken wir die nach-
folgenden Untersuchungen auf den Fall, wo die vorgelegte Fliche E
sich weder ins Unendliche erstreckt, noch auf ihrer zugiinglichen Seite
in verschiedenen Punkten gleichgerichtete Normalen hat, noch in Zu-
sammenhang, Biegung oder Krimmung irgendwo eine Unstetigkeit dar-
bietet. Zur Vereinfachung schliessen wir {iberdies den Fall aus, wo
ein Hauptkriimmungshalbmesser auf E unendlich gross wird; es mag
indessen beiliufig bemerkt werden, dass simmtliche Resultate giiltig
bleiben, wenn dieser Fall in einer begremzten Anzahl von Punkten ein-
tritt, sobald nur nicht das Product aus einem Hauptkrimmungshalb-
messer und jeder Potenz der Entfernung von einem dieser Punkte,
deren Exponent kleiner als 1 ist, in demselben unendlich wird
(art. Vb. und VI).

Die niichste Folgerung, welche wir aus diesen Einschrinkungen
ziehen, besteht darin, dass nicht bloss zu jedem Punkte m der Fliche E
ein einziger Punkt m als wahres Zenith, sondern anch umgekehrt zn
jedem wahren Zenith nur ein einziger Punkt der Fliche E gehort.

Dies festgestellt, sei C der Nordpol der Himmelskugel, 4 der
Durchschnitt des ersten Meridians mit dem durch C bestimmten Aequator,
B der von A aos auf letzterem um einen Quadranten Gstlich entfernte
Punkt. In dem hierdurch gegebenen Coordinatensystem soll die nach
Osten wachsende Liinge von m durch g, seine nach Norden wachsende
Breite durch & bezeichnet werden.

Zur Bestimmung der Lage des entsprechenden Punktes m im
Raume bediene ich mich rechtwinkliger Coordinaten z, y, 2, welche
in den durch die unendlich entfernten Punkte 4, B, C bestimmten
Richtungen wachsen. Ueber ihren Anfangspunkt, der vorliofig nicht
in Betracht kommt, kann erst spiter (art. VIII) verfiigt werden.

Nach dem, was oben festgestellt wurde, sind die rechtwinkligen
Coordinaten von m durch die Linge und Breite von m vollstindig be-
stimmt. Da ausserdem wegen des ununterbrochenen Zusammenhanges
und der stetigen Biegung von E beide Punkte zugleich ihren Ort nach
der Stetigkeit indern, endlich nach der Voraussetzung kein Punkt m im



-

VIII. Bestimmung einer Oberfliche durch geoditische Messungen. 165

Unendlichen liegt, so sind x, y und £ einwerthige, endliche und stetige
Functionen der Variabeln 6 und ¢, und letztere von einander unab-
hiingig.

Da aber ¢ und # nicht bloss die Lage von m, sondern auch die
Richtung der Tangentialebene von E in diesem Punkte bestimmen, so
sind sie rilckwiirts von den ' verschwindenden Aenderungen abhingig,
welche z, y und # durch eine unendlich kleine Ortsinderung des
Punktes m auf E erleiden. Aus diesem Grunde erlangen z, y und &£,
wenn sie als Functionen von ¢ und 6 dargestellt werden, bestimmte
Eigenschaften, welche die Grundlage unserer Untersuchung bilden.

IL

Es seien #z, oy, é# die Zunahmen, welche die Coordinaten von m
beim Uebergange zu einem suf E unendlich benachbarten Punkte m,
erlangen. Projicirt man das Linienelement mm, auf die Normale mm,
und bezeichnet die Winkel zwischen dieser und den Richtungen der
wachsenden Coordinaten durch (md), (mB), (mC), so folgt:

dx con(mAd) + 2y cos(mB) + 7scos(mC) = 0;
hier ist, weil ¢ und 6 die Linge und Breite von m sind,
cos (mA) = cospcosf, cos(mB)=sinpcosd, cos(mC) = sinb.

An Stelle von 6 fihre ich eine neue veriinderliche Grosse ¢ mittelst
der Gleichungen

5
(1) mﬂ-%,ﬁﬂ—é
ein, wo C und S den hyperbolischen Cosinus und Sinus bedeuten, also
ef e @ e —e 0
(@) Co= 51 S= 3

ist. Damit also # seine Werthe von — }x bis 4 ix der Reihe nach
erlange, muss ¢ die reellen Werthe von — oo bis + oo durchlaufen.
Daraus folgt

8)  cos(md) = %2, cos(mB) =02, coa(mC) =3,
wenn zur Abktrzung C und S statt C, und S, gesetzt wird, also weiter

Gl——-—szﬁi—%ia '
endlich
1
g—:——s(mp—+nm¢a’)
(4)

%———S!(mulpa +mn¢rez)
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Da aber die Variabeln ¢ und ¢ von einander unabhingig sind,
also jede Aenderung der einen die andere und ihr Differential unge-
indert lisst, so muss man gleiche Resultate erhalten, wenn man von
den vorstehenden Gleichungen die erste nach ¢, die zweite nach o
differentiirt. Multiplicirt man vorher mit S, und subtrahirt nach dem
Differentiiren die erste von der zweiten, so folgt
- de 1 /. dz iy
) 75—~ o (e —c0e9g)-

Zu diesen Gleichungen kommen noch andere, welche sich aus der
Untersuchung {iber die Krilmmung von E ergeben.

IL

Um bei der Bestimmung der Kriimmungshalbmesser von E jede
Unsicherheit in Bezug auf die Bedeutung der Zeichen auszuschliessen,
zihlen wir auf jeder Normale mm Abscissen R, welche im Fusspunkte
m Null sind, und in der Richtung nach dem Zenith m hin abnehmen,
also auf der unzuginglichen Seite von E positiv werden.

Bezeichnet man nun durch w, v, w die rechtwinkligen Coordinaten
eines der auf mm liegenden Kriimmungsmittelpunkte von F, und durch
R seine auf dieser Normale gezihlte Abscisse, also abgesehen vom
Zeichen den ihm entsprechenden Kriimmungshalbmesser, so ist fiir
jedes Vorzeichen von R

T =cos(md), Y. "=cos(mB), " =cos(m0).
Ertheilt man aber den Grissen ¢ und ¢ verschwindende Aenderungen
2@ und Zp, welche so gewihlt sind, dass m an dem zu R gehdrigen
Krimmungskreise entlang riickt, so bleiben u, v, w und R ungeiindert,
und es folgt

oz = Ricos(mA), cy=Récos(mB), éz= Rccos(mC).

Von diesen drei Gleichungen, ebenso wie von den vorigen, folgt jedes-
mal eine aus den beiden andern. Fiihrt man rechts die in (3.) ge-
gebenen Werthe ein, so ergiebt sich

(157 4 22) 0+ (555 + 2)en =0,

(B B)iw + (A5 4 H)io o,

wE?'I'(?'p _'g)a‘? =0.

Von diesen Gleichungen dienen zwei zur Bestimmung von R und

dem zugehdrigen Werthe von %E* Eliminirt man den letztern, auf
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dessen Bestimmung es hier nicht ankommt, so erhilt man ohne Miihe
sus den beiden ersten Gleichungen mit Riicksicht auf (4.) die folgende

R — RO (57— (s 55 -0 )]+ 5 (o o7 — 59 50) = O

Bezeichnet man daher die beiden Hauptkriimmungshalbmesser
von E im Punkte m durch R, und R,, indem man diese Grdssen nega-
tiv oder positiv nimmt, jenachdem der zugehdrige Krilmmungsmittel-
punkt auf der zuginglichen oder der entgegengesetzten Seite von E
liegt, so folgt:

(6) 2 G (sing3E —cosgY) + B,
@ AR -G53
1v.
Durch Auﬂﬂnung der Glaichungen (4), (5.) und (6.) erhilt man
(8) EE - 'a'u‘ ¢ Scorg "" 5 Crin e -
iy T Ceing — rﬁ'cuunp - ——E—-—uinqa,
L Sumqr+— Ceosgp,
@) :: +R.
37--Tﬂmuw—-——3um ¥+ 2 ©08 @,

und wenn man diese Werthe in (T) einsetzt, oder auf anderem Wege,
] a8\t
(10)  RR,—(R+R)C* Li(eg)+ (o 5a)=o.
Bezeichnet man durch s die Y— 1, und setzt zur Abkiirzung
z 4 iy =9,
80 lassen sich die Gleichungen (8.) und (9.) in die beiden folgenden
zusammenziehen:
/8 i
22 - (s 32022,
8 a" 3' B + R, +R:
—E;—ﬂ‘( iC5— 8 )+u'r

Durch Gleichsetzung der beiden hieraus fiir E%B; folgenden Ausdriicke
erhilt man, als Bedingung dafilr, dass die Gleichungen (8.) und (9.)
die vollstindigen Differentiale von z und y liefern, die Gleichung

a's a's 1 & (R, +R,
(8 et a=c2: O )
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Sodann erhillt man
re e R, + R,
g0+ ot == 5 (G 4 G + i (rBER),
oder wegen der vorigen Gleichung

o )t aw(ﬂlﬂ +R.)

Durch Trennung des Eaeﬂen vom Imagmuan ergiebt sich endlich

(IL) g—:—f-[-g;’. C (ms RER)—E, nmq:R'+R‘)
@) 504 e 8 4 e ER) + 4 o BER).

V.

Die im vorigen art. gefundenen Differentialgleichungen gewihren
das Mittal zur Losung der Eingangs gestellten Aufgabe, die Fliche E
mit Rilcksicht auf die fibrigen von ihr verlangten Eigenschaften unter
der Voraussetzung zo bestimmen, dass an ihr entlang fir jede Rich-
tung der Normale, unabhiingig von der Lage ihres Fusspunktes, die
Summe der beiden Hauptkriimmungshalbmesser, d. h. letztere als Fune-
tion jemer gegeben ist.

Unsere niichste Aufgabe besteht nun darin, ans den von der Fliche
E verlangten Eigenschaften fiir die Functionen z, y und s diejenigen
Grenz- und Stetigkeitsbedingungen abzuleiten, welche zu ihrer villigen
Bestimmung durch die Differentialgleichungen (L), (II.) und (IIL) er-
forderlich sind.

Zu diesem Zwecke betrachte ich ¢ und ¢ sals rechtwinklige Co-
ordinaten in einer Ebene, wobei daon zu beachten ist, dass, weil ¢ die
dstliche Linge des wahren Zenithe bedeutet, von dieser Ebene nur der
durch die Ungleichheit 0 < @ < 2x begrenzte Streifen in Betracht kommt.

a. Zuniichst ist die schon frither gemachte Bemerkung zu wieder-
holen, dass in Folge jener Bedingungen z, y und ¢ allenthalben ein-
werthige, endliche und stetige Functionen von ¢ und ¢ sind.

b. Da ferner R, und R, der Voraussetzung gemiss nirgendwo un-
endlich werden, so folgt aus der oben gefundenen Gleichung (10.),

(e =Bt s ()= (B 7 ™),

duss 'ﬂ’ - und G'El_ nirgendwo, auch fiir ¢ = + oo nicht, fiber alle

Grenzen mhaau. In der That erkennt man leicht, dass ﬂ‘ﬁ numerisch
nie grisser als die halbe Differenz der beiden Hauptkriimmungshalb-
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messer wird, und in Folge dessen 6‘2{' stets zwischen den (Girenzen R,
und R, eingeschlossen bleibt.

Mit Racksicht auf die Gleichungen (8.) und (9.) folgt hieraus,
dass die ersten Derivirten von z, ¥ und # in keinem Punkte unendlich
werden, und wenn der numerische Werth von ¢ ilber alle Grenzen
wiichst, so stark abnehmen, dass die Producte

iz e dr dx @
C(5er39)  C(Ge 557 50r 79)
simtlich unterhalb endlicher Grenzen beharren.

¢. Hieran schliesst sich der Satz, dass es in der Ebene der ¢, ¢
keine Linie giebt, auf deren beiden Beiten eine der ersten Derivirten
von z, y, # verschiedene Werthe hat.

Zuniichst sind z, y und # wegen ihrer Stetigkeit auf beiden Seiten
einer beliebigen Linie die nimlichen Funktionen ihres Bogens ¢, also

such ihre Derivirten 2%, 2% 2% quf beiden Seiten dieselben.
Errichtet man ferner im Anfange des Bogenelementes é¢ fiber ihm
die Normale én so, dass ¢n und ¢ denselben Winkel wie 20 und ¢g
einschliessen, so ist
Os 08 8¢ , 0509 05 01 Be 08 09
de  de d6 ' cp da’ in  dp de de de’
welche Gleichungen auch fir # und y gelten. Folglich erhilt man aus
den Gleichungen des art. IV, indem man £ durch seinen Werth ersetzt:
dix 4 iy) de | .8  .R-+R 39
e e (- S HiChR+ i)

Diese Gleichung zeigt wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von R, + R,,
dass auch % beim Durchgange durch ¢o keine Unstetigkeit erleidet.

Da hiernach die ersten Derivirten von # sich beim Durchgange
durch Zo nach der Stetigkeit iindern, so gilt dasselbe wegen (8.) und
(9.) auch von dem ersten Derivirten der beiden andern Coordinaten
z und y. .

d. Da die Lage des ersten Meridians anf der Himmelskugel nach
Belieben gewihlt werden kann, und durch eine Aenderung derselben ¢
nur um eine constante Giriese, sein Differential gar nicht geéindert
wird, so folgt ans dem Vorangehenden, dass z, y und ¢ nebst ihren
ersten Derivirten beim Durchgange durch denselben stetig bleiben.

Daraus folgt fir die Ebene p, g, dass jede dieser Functionen fiir
denselben Werth von ¢ auf beiden Begrenzungslinien ¢ =0, ¢ = 2x
denselben Werth erlangt.

e. Den Polen der Himmelskugel entsprechen zwei Punkte der
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Fliche E, in denen die Linge ¢ jeden beliebigen Werth hat, ohne
dass ihre rechtwinkligen Coordinaten unbestimmt werden. Folglich
werden letztere von ¢ unabhingig, wenn p unendlich grosse Werthe
erlangt.

Diese Sitze enthalten fir die hier zu lésende Aufgabe alles, was
zur villigen Bestimmung der Functionen z, y und # ausser den Diffe-
rentialgleichungen L, II und III. an Grenz- und Stetigkeitsbedingungen
erforderlich ist, soweit diese Functionen nicht von der bis jetzt ver-
filgbar gebliebenen Lage des Coordinatenursprungs abhiingen.

VL

Zur Bestimmung der Functionen z, y und # suchen wir die Lisung
der folgenden Aufgabe, aus welcher sich jene durch Particularisirung
ergiebt.

Es sei u eine Function von t und f, welche fiir alle reellen Werthe
von t und von ff=0 bis f = 2x den folgenden Bedingungen geniigt.

1. u und seine ersten Derivirten sind iiberall einwerthig, endlich,
und ersteres in keinem Punkte, letztere an keiner Linie entlang unstetig.

2, u genilgt der Differentialgleichung

] ]
e+ oh=F(, 0.

3. Fir den nimlichen Werth von r erhalten u und %; an der

Grenze f = 0 dieselben Werthe, wie an der andern Grenze f— 2x.

4. Fiir unendliche Werthe von r verschwindet %. u selbst wird
von f unabhiingig.

5. Die Bumme der beiden filr r = 4+ oo und r = — oo eintreten-
den Werthe von u ist gegeben

Die zu losende Aufgabe besteht darin, 1) die Funétion u zu be-
stimmen und 2) die Beschrinkungen anzugeben, denen die gegebene
Funetion F(r, f) vermége der u auferlegten Bedingungen unterworfen ist.

Die erste Frage erledigt sich durch die Bestimmung desjenigen
Werthes u, den die Function u in einem beliebig gewiihlten Punkte
t=¢p, f= @ erlangtk. Um denselben zu finden, multiplicire ich die
Gleichung (2.) mit dem Factor

= ﬁlg[ﬂit—-qﬂl — cos (f — @)

und dem Elemente #r#f einer um den Punkt g, ¢ herumfilhrenden
Fliche T, deren innerer Rand ein um diesen Punkt mit dem Halb-
messer ¢ beschriebener Kreis K ist, und deren nachher zu bestimmen-
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der dusserer Rand S heissen soll. Beide Riénder sollen sich innerhalb
des hier allein zu betrachtenden Streifens 0 < f < 2x halten.
Man erhiilt diesen Factor w, indem man mittelst des von Herrn

Riemann (Inauguraldiss. 8. 13—14) angegebenen Factors %]g{l:r-— o)t

+ (f—@)*) zundichst den gesuchten Werth u durch Begrenzungswerthe
von u und seinen ersten Derivirten susdriickt, und dann diese letztern
nach dem von mir in meiner Inauguraldiss. 8. 38 angewandten Ver-
fabren mit Hillfe von Bedingungsgleichungen eliminirt, welche sich
mittelst desselben Factors ergeben, wenn man seinen Unstetigkeits-
punkt p, ¢ aus dem Streifen 0 < @ <{2x hinans verlegt, also @ durch
einen ausserhalb dieser Grenzen liegenden Werth ¢, ersetzt. Mit Rilck-
sicht auf die Bedingung (3.) findet man leicht, dass filr g, — @ alle
Vielfachen der ganzen Breite jenes Streifens genommen werden miissen,
und gelangt nun durch Verbindung dieser Multiplicatoren zu dem nach
[ periodischen Factor o.
Durch Integration dber die Fliche I' erhilt man

fm(i—t“ + ;-;' &r&f—fF(t,ﬂmaraf,

Da aof T @berall 3 a5 —+— ﬂ."" = 0 ist, so lisst sich die linke Seite in
die Form

d ( du o d [ du

S5 =% + (o5 —wip)]ever
bringen, und es hat hiernach der Factor @ die Eigenschaft, die Inte-
gration ohne vorliufige Kenntniss der Function u zu ermbglichen,
d. h. die Elimination aller zwischen den Riindern von T stattfindenden
Werthe dieser Function zu bewirken. Dass dieser Factor susserdem
die Eigenschaft besitzt, bei gehdriger Erweiterung der Fliche T', auch
alle @ibrigen unbekannten Werthe, bis auf den gesuchten Werth u, zu
eliminiren, also diesen zu bestimmen, wird sich aus dem Folgenden
ergeben.

Sind ¢do und ¢S die stets positiven Bogenelemente von K und 8,
und bedeutet #n das erste Element der ilber 2S5 aus T hinaus errichte-
ten Normale, so ist nach einem bekannten Satze, sobald P und @ zwei
suf T dberall einwerthige und endliche Functionen sind, welche hach-
stens in einzelnen Punkten, aber an keiner Linie entlang, unstetig

erden,
X f——ctrf—fP é8 fPﬁ—cm,
fsrftff-fq i8S — fQTcm
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Die linke Seite obige:r ﬁleichung geht hiernach iiber in

f( 8 — j(ﬁl c#

Der Werth des iiber K erstreckten Integrals errgmht sich fir ver-
schwindende Werthe von ¢ wie folgt. Statt der im Bogenelemente céo
stattfindenden Coordinaten t, f filhre ich den Winkel & mitielst der
Gleichungen [ — ¢ = ¢coso, T — p = ¢sino ein; dann wird dort

w—&lg(%c’—ilic"mﬂd.,.),

1 E]

i " e-Te coRZa...
e n, 1, =
| - ]

c “c cos20...

worsus fiir o'u: verschwindendes ¢ limew = 0, lim cg: - L folgt. Da

glemhmhg mcht unendlich gross wird, u dagegen ohne Unstetig-
keit in den fel‘l.en Werth u ubargaht so folgt

lim —f ccﬂ = u.

In der hieraus folgenden Glam]:nng
(11.) u—f(ug:—ng:)£’5+ IF(r,r}marrf

ist das erste Integral zur Rechten Giber den ganzen Umfang der Curve S,
das andere iiber die von ibr eingeschlossene Fliche zu erstrecken, und
die Summe beider von der Gestalt der Curve S unabhiingig, so lange
sie den Punkt p, @ einschliesst.

Dies festgestellt, ersetze ich S durch ein den Punkt ¢, ¢ eiu-
schliessendes Rechteck mnop, dessen Seiten mn, no, op, pm der Reihe
nach durch die Gleichungen v = —g, f=2x, t="h, =0 gegeben
gind. Dann zerfillt das iber S erstreckte Integral in vier Theile, die
ich (mn), (no), po}, (mp) nennen will. Es wird aber

(mp) + (no) = [( “ar"‘“’dr -:,t+J arf_“ ir,

also diese Summe gleich Null, weil die entsprechenden Elemente beider

Integrale sich wegen der auch durch w und g; erfiillten Bedingung (3.)
gegenseitig aufheben. Sodann erhilt man
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(po) = f( u%—':— @ ';—:)_* af,

(mn]-f u +mﬂ'):--s

oder

_ Bth—e) o _du
(po) f(;‘ Ch—g)—cos(f—q) h tﬁ)t-l. o,

Slg+e) @ _du
(o) fu G+ on = g Foe)emoy OF

Lisst man nun g und A {iber alle Grenzen wachsen, so verschwindet
in beiden Integralen der Subtrahend wegen der Bedingung (4.), da

and ;, wie leicht zu sehen i.lt,. beide gegen die Grenze ! , convergiren.
Ferner haben die Factoren von , - die Einheit zur ﬂronﬂ, wishrend u

in beiden Fillen von f unuhhinglg wird.
Ist also ' der fiir r = 4 oo, w, der filr r = — oo eintretende
feste Werth von u, so wird, wenn g und 4 {ber alle Grenzen wachsen,

lim ((po) + (mn)) = —' -----

Durch die nimliche Erweiterung des Rechtecks mmop geht also
die fiir u gefondene Gleichung in die folgende fber

= i
av, =t _f J Feneit,

welche den gesuchten Werth u durch bekannte Grossen ausdriickt,
also die Losung der ersten Aufgabe enthilt.

Die vorstehende Gleichung muss fiir p = + 00, u =/, fiir p = — o0,
# =, also in beiden Fillen w' — «, durch ein Integral ausgedriickt
liefern. Zu dem nimlichen Resultate gelangt man bequemer, und
ohne der Lisung der zweiten Aufgabe vorzugreifen, indem man die
Gleichung (2.) mit — ‘Ltitff multiplicirt, und dann zwischen dem-

selben Grenzen, wie in IV. integrirt. Man findet sofort

(V) “'?" - —I];_fj;'{r,f}rﬁrﬂf.
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VIL

Wir gehen jetzt zur zweiten Frage iber, ob die Function F bis
sof die in IV. und V. hervortretenden Convergenzbedingungen voll-
kommen willkiirlich gegeben werden kann, oder ob die der Function u
auferlegten Bedingungen noch weitere Beschrinkungen in der Wahl
von F' nach sich ziehen.

Beschriinkungen dieser Art, falls sie lberhaupt existiren, milssen
in Gleichungen bestehen, welche keinen Aufschluss iiber die Function u
mehr enthalten, also aus (2.) durch Eliminstion simmtlicher Werthe
von u gefunden werden.

Um diese Elimination zu bewirken, multiplicire ich die Gleichung (2.)
mit einem geeigneten Factor 2 und mit #véf, und integrire dann tiber
alle Werthe von r und f. Damit hierdurch zuniichst alle innerhalb
der Begrenzung stattfindenden Werthe von u eliminirt werden, muss 2
nebst seinen ersten Derivirten zwischen den Grenzen einwerthig, end-
lich und bis auf einzelne Punkte such stetig bleiben, und der Diffe-
rentialgleichung z—lrﬂ—}—aalﬁ =0 geniigen, weil jede mit den fibrigen Be-
dingungen vertriigliche Verletzang einer derselben eine Theilung des
Integrationsgebietes nithig macht, und zu einer Gleichung zwischen
den an der Theilungsstelle stattfindenden Werthen von u filhrt. Damit
ferner die an den Grenzen f = 0, = 2x stattfindenden Werthe von u

sich wegheben, miissen auch 2 und %i:; fir das niimliche r an beiden

Grenzen dieselben Werthe erlangen.
Sind diese Bedingungen erfilllt, so wird

in
fﬂf{t: fléxvef —f[ﬂ;—: - u%‘-:l i

Ausserdem ergiebt sich aber aus denselben, etwa indem man die Glei-
chung (1V.) aof 2 anwendet, dass 2, ausserhalb etwa vorhandener Un-
stetigkeitapunkte, in seinem ganzen Verlaufe durch einen nach den
Cosinus und Sinus der Vielfachen von f fortschreitenden Ausdruck dar-
gestellt werden kann, von dem es in jenen Punkten nur um messbare
Grossen abweicht, und man erhilt dann aus der Differentialgleichung

RN A+ At con(f—a,) + 4,6 cos(2f—ay). ..
+ Bye~“cos (f—b,) + Bye~* cos (2f—1y) ...
Dieser Ausdruck zeigt sofort, dass die noch riickstindige Elimi-

nation der filr r=+ oc eintretenden Werthe von 3: und u, wenn man
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sich jeder neuen Bedingung Gber die dort verschwindenden, von [ ab-
hiingigen Theile von u enthilt, nur dann gelingt, wenn der Ausdruck
fir 2 auof sein erstes Glied 4 reducirt wird.

Fiir & = 1 fillt die rechte Seite villig weg, und es ergiebt sich
als einzige, der Funktion F' aufsuerlegende Bedingung die Gleichung

(VL) [ [F@, necef=o.

—= 0

. PR : du .
Da dieses Resultat von der Geschwindigkeit, mit welcher Z; Im

Unendlichen verschwindet, unabhingig ist, so gilt es auch fir die bei
der Bestimmung von r, y, # fir F zu wihlenden Functionen.

VIIL

Seien jetzt o' und o, diejenigen beiden Punkte der Oberfliche E,
deren wahre Zenithe der Nord- und Stdpol der Himmelskugel sind.
Den bisher verfiigbar gebliebenen Anfangspunkt der Coordinaten z, y, #
verlegen wir in die Mitte zwischen o' und o,, so dass, wenn die Co-
ordinaten dieser Punkte beziechungsweise 7', ¢, # und z,, y,, 2, sind,

r'4+x,=0 y4+y=0 r+5=0
wird.

Bezeichnet man daher die Werthe, welche R,, R,, S und C fir
¢==t, ¢ =f annehmen, durch R,, R,, © und §, so folgt aus IV.
mit Riicksicht suf die durch die Gleichungen (L), (IL), (IIL) jedesmal
gegebene Bedeutung von F, wenn wie oben

o - ﬁlgfﬂtt—p} — cos (f — )
gesetzt wird,

x_f[_uéa? e - (ﬂmfﬁ M) ]warar,
= ST & & s B 4y oons > E ™) ocror,

‘-ITITF: _*fg-?)maraf,
wo, wie aoch in den folgenden Formeln, nach r von — oo bis oo,
nach f zwischen den Grenzen 0 und 2=z zu integriren ist.
Ersetzt man hier o durch _4_1' so erhilt man nach V., weil

f:“ =z’ ist, die Coordinaten desjenigen Punktes o', der sein wahres

Zenith im Nordpol der Himmelskugel hat. Wegen der Stetigkeit
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von M, + R, fallen die Glieder mit den nach f genommenen Derivirten
weg, und es folgt:

z ___f Eat )tmufuraf,
y —i (1—""!'“' rainrc’-r;f,

.1 12 W48,
=) —wa (G e)reer

Ersetzt man endlich @ durch die Einheit, so erbilt msn mit Rick-
sicht suf V1. die den rechten Seiten von I, II. und III sufzuerlegenden
Bedingungen, welche sich suf die folgenden reduciren:

fﬁ 2 (k) cosforef =0,

(‘-’l—- sinfaraf = 0,

f : ;t(w-)mr

Da R, + R, als Function von ¢ und ¢ gegeben oder durch Interpola-
tion dargestellt werden muss, so enthalten die vorstehenden Gleichungen
eine bei der Wahl dieser Function massgebende Bedingung, ohne dercn
Beriicksichtigung die dbrigen Bedingungen des Problems untereinander
in Widerspruch gebracht werden,

Die simmtlichen auf R, + R, beziiglichen Bedingungen lassen sich
dahin zusammenfassen, dass diese Function nirgendwo unendlich oder
unstetig werden darf, und dass in ihrer Entwicklung nach Kugelfunc-
tionen der cos (mA), cos (mB), cos (mC) das zweite, nach diesen Co-
sinus lineare und homogene (lied fehlen muss. In der Tat fihren
die vorstehenden Gleichungen unmittelbar auf diese letzte Bedingung,

wenn man die Derivirte von “‘——EE’- durch theilweise Integration weg-
schafft, und dann an Stelle von v das Complement der Breite 8 einfiihrt.

IX.
Fiir ein abgeplattetes Sphiiroid S, dessen Umdrehungsaxe zur
g-Axe parallel ist, hat man

R + Ry = |mﬁmlﬂ :ﬂ ].ﬂ"liL:'{:nﬂ’)

wenn die Wurzel positiv genommen wird, und ¢ den Halbmesser des
Aequators, & die Excentricitit der Meridianellipse bedeutet, also die Ab-
plattung @ = 1 — J'1 — & ist.
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Umgekebrt kann nach den obigen Resultaten eine Fliche E,
- welche der vorstehenden Gleichung gemiiss verliuft, nur dann von dem
Sphiiroid S verschieden sein, wenn sie entweder auf ihrer zuginglichen
Seite in verschiedenen Punkten gleichgerichtete Normalen hat, oder
sich ins Unendliche erstreckt, oder Stetigkeitsunterbrechungen in Zu-
sammenhang, Biegung oder Krilmmung darbietet, wobei jedoch von der
Frage, ob bei obiger Gleichung auch jeder von diesen Fillen mbglich
sei, Abstand genommen ist. Sind sber alle diese Fille ausgeschlossen,
so fillt die Fliche E entweder mit § zusammen, oder sie kann mit §
durch eine Verschiebung ohne Drehung zur villigen Deckung ge-
bracht werden.

Wenn daber die obige Gleichung bei passender Wahl von a und &
in einer geniigenden Zahl von Punkten der Erdoberfliche erfillt wiirde,
8o wire dies allein schon hinreichend, um die Identitit der letztern mit
dem Sphiiroid S sicher zu stellen

Abgesehen von den Schwierigkeiten, welche die hier geforderte
genaue Bestimmung des wahren Zeniths und der entsprechenden Haupt-
krimmungshalbmesser darbietet, gewiihren die obigen Resultate den
Vortheil, eine stufenweise und nur durch die notwendige Unvollkommen-
heit der Messungen begrenzte Anniherung an die Wirklichkeit zu ge-
statten, indem die geschlossenen Ausdriicke filr die Coordinaten z, y, #
die Werthe der Function R, + R, nur linear enthalten, also fiir jedes
Glied, welches zur genaueren und vollstindigeren Darstellung dieser
Function in ihren Ausdruck neu aufgenommen werden muss, ein von
den bereits vorhandenen Ausdrilcken filr die Coordinaten unabhingiges
Correctionsglied zu denselben liefern.

Ziirich, 10. December 1864.

E.B.Christoffel, Gesammelte Abbandlangen. L 12



IX.

Ueber die Dispersion des Lichtes.
(Annalen der Physik und Chemie, Bd. 124, 1865, 3. 53—80.)

In den Comptes Rendus vom 13. Juni 1864 S. 1111 hat Hr.
Mascart neue Bestimmungen {iber die Linge der Lichtwellen und die
Brechungsindices der entsprechenden ordentlichen Strahlen im Doppel-
spath veriffentlicht, welche sich in ungefihr gleicher Ausdehnung, wie
die Beobachtungen Esselbach's (diese Ann. Bd. 98, 8. 513) iiber das
gewdhnlich sichtbare und das ultraviolette Spectrum verbreiten. Bei
der grofsen Genauigkeit dieser Angaben schien es mir wilnschenswerth,
dieselben zu einer nochmaligen Priifung der Dispersionsformel zu be-
nutzen, welche ich aus Cauchy’s Theorie abgeleitet habe (diese Ann.
Bd. 117, 8. 27 s. 0. 8. 113).

Leider mufste auch bei dieser Gelegenheit auf die Vortheile ver-
zichtet werden, welche sich darbieten, wenn man die Rechnung direct
an die vollstindigen Originalbeobachtungen anknfipfen kann. Denn
wenn auch jedes Prilfungsverfahren zu einer Bestitigung der zu pril-
fenden Formel fithren kann, sobald nur jede einzelne Abweichung von
den Beobachtungen, welche es verlangt, klein genug ist, so ist doch
nur die Ausgleichung der vollstindigen Originalbeobachtungen nach
der Methode der kleinsten Quadrate im Stande, die Entscheidung @ber
die Richtigkeit der Formel zu liefern, ohne sie von jeder einzelnem Ab-
weichung, also von der zufilligen Vertheilung der Beobachtungsfehler,
abhiingig zu machen.

Die Priifung durch die Originalbeobachtungen wfirde sich nach
folgenden Grundsiitzen zu richten haben. Da im vorliegenden Falle
simmtliche Beobachtungen in Winkelmessungen bestehen, also von
gleicher Art sind, so berechne man aos ihnen nach den bekannten
Regeln die Priicision einer einzigen Beobachtung vom Gewichte 1 von
zwei verschiedenen Gesichtspunkten aus, zuerst, indem man die der
unmittelbaren Messung unterworfenen Winkel als von einander unab-
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hingig betrachtet, was sie bei der Beobachtung auch wirklich sind,
und zom zweiten Male, indem man sie in die von der Dispersionsformel
verlangte Abhingigkeit von einander versetzt. Bezeichnet man alsdann
die Priicision im ersten Falle durch A, im andern durch H, so liefert

der Quotient ITI die verlangte Entscheidung in folgender Weise.

Nach dem Grundprincip der Methode der kleinsten Quadrate mufls
sorgfiltigen und vollstindigen Beobachtungen ein méglichst grofses
Zutrauen eingeriumt werden. Folglich verdient von beiden Ausglei-
chungen diejenige den Vorzug, welche den Originalbeobachtungen die

grilsere Priicision zuschreibt. Wenn daher % > 1 ist, so verdient die

zweite Ausgleichung den Vorzug vor der ersten, d. h. die Annahme,
dafs die Formel vidllig genan sey, ist wahrscheinlicher als die An-

nahme des Gegentheils. Findet sich 3 < 1, so ist man zum umge-

kehrten Schlusse gendthigt. Es versteht sich von selbst, wie diese
Betrachtung sich modificirt, wenn man statt der Grilsen H und ) ihre
wahrscheinlichen Grinzen einfihrt.

Im gegenwiirtigen Falle lagen nicht die Hesultate der unmittel-
baren Messungen selbst, sondern nur die aus ihnen berechneten wahr-
scheinlichsten Werthe der Indices und Wellenlingen vor; ilber die
wabrscheinlichen Fehler der letztern ist nichts mitgetheilt. Es mulste
hiernach von der Methode der kleinsten Quadrate giinzlich Abstand
genommen werden, da selbst in dem Falle, wo man die Indices und
Wellenliingen wie unmittelbar gemessene GriBen behandeln wollte,
schon aus Griinden der Homogenitiit die ihnen beizulegenden Gewichte,
oder die zu letztern umgekehrt proportionalen wahrscheinlichen Fehler
bekannt seyn miifsten.

Ich habe daher ein anderes Ausgleichungsverfahren angewandt,
welches sich durch die Bequemlichkeit der numerischen Rechnung
empfiehlt, und durch die Kleinheit der von ihm verlangten Abweichungen
die Ueberzeugung gewihrt, dals die Anwendung der obigen Grund-
piitze wegen der Giite der Beobachtungen und der Genauigkeit der
Formel gerechtfertigt, und berdiels ohne beschwerliche Rechnungen
durchzufihren seyn wilrde. Dasselbe besteht in folgendem.

Es seyen m,, 4,; ny, d3;... die sus Beobachtungen bestimmten
Werthe der Elemente einer Reihe von Strahlen, wobei n den Brechungs-
index, 1 die entsprechende Wellenlinge bedeutet.

Zu jedem dieser Elemente filge ich eine nach folgenden Bedingungen
gewiihlte Correction:

12*
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A. Die corrigirten Elemente
Nen+dn, 4=+ 42
genilgen in aller SBtrenge der Dispersionsformel

N\ N\t [4,\
(3)=2 (F)+ (G)=o. (1)

B. Die Summe der Quadrate aller logarithmischen Correctionen

am 4
v=[(5)+ ()]

wird darch passende Wahl der mit Ricksicht auf A noch verfiigharen
Correctionen und der Constanten N;, 4, zu einem Minimum.

Ich setze nun vorsus, dafs man sich vorlaufig angeniherte Werthe
g, Ay von N,, A, verschafft habe, was erfahrungsgemiils durch directe
Berechnung derselben sus den Elementen zweier Strahlen (s. u. Form. 9)
erreicht wird, und setze )

N, — A —1
Mg S i=0,1,2, (@)

dann kann man mit Bestimmtheit darauf ziihlen, dals alle gesuchten
Correctionen sich auf hihere Decimalstellen werfen, mithin die Qua-
drate und Producte aller £ und y wegen ihrer Kleinheit aulser Betracht
fallen.

Schafft man nun aus (1) mittelst der Gleichung (2) alle corri-
girten Elemente weg, und setzt von hier ab

o) ()

(3

GYTG-17" 617"

so erhilt man nach Beseitigung aller nicht linearen Theile die filr alle
Strahlen giiltige Gleichung

-zt r(y—y) =0, (4)

V=[z'+ y%]
fibergeht, wo jedoch das Glied z2 + ¢} fehlt.

Bezeichnet man daher durch u,, p,, ... vorlinfig unbestimmte
Factoren, so erhilt man als Minimumsbedingungen zu den Glei-
chungen (4) noch die folgenden

&= p, y=ru fir jeden Strahl,

wihrend ¥ in
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ferner

(6] =0, [rp] =0,
welche letztern sich auch in die Form

[#] =0, [y] =0 (®)
setzen lassen. :

Aus den beiden ersten und aus (4) ergiebt sich

g [ 'i_i_f:‘f"_'_?-, y=rz. (6)

Betzt man daher
[ifnl=4 [F=l-8 [Fa]-c
)-8 [h]-r

Azy+ By, + $(B—p)=0
Bzy+ Cyy + 3(C —y) = 0,

™

so folgt aus (B)

also schliafslich
_E{ﬂ—ﬂ—ﬂfB'-F} B{B—F}—iiﬂ—ﬂr (3)

T2 dCc—BY  * YT T aac—BY
Aus (3) zieht man noch die (leichung
i 3 |
BB Q)
T

welche zu einer fiir die numerische Rechnung wichtigen Folgerung
fiihrt. Da némlich alle Elementenpaare n, 1 der Gleichung (1) an-
nihernd genfigen, so ist hier der Zihler sehr klein, wihrend der Nenner
in den bisher beobachteten Theilen des Spectrums stets ilber 3 bleibt.
Folglich ist r, von £, also auch jedes Glied von B und C nur sehr
wenig vom entsprechenden Gliede von § und y verschieden, was beim
Aufschlagen der Tafeln sebr zu Statten kommt Sodann sber ergiebt
sich hieraus, dafs in den Zihlern von z, und y, aus den Minuenden
und Bubtrahenden die ersten Ziffern sich grofsentheils wegheben, und
sufser den durch die Ungenaunigkeit der Tafeln beeintriichtigten End-
ziffern nur wenige zuverlissige Stellen lbrig bleiben. Diefs hat zur
Folge, dafs man, obgleich alle z und y hichstens aof zwei Stellen
genau zu berechnen sind, bei der Berechnung von r, ¢, B, §, C, y sieben-
stellige Tafeln mit aller Sorgfalt anzuwenden hat

Die Constanten m,, 4, werden am zweckmilsigsten aus den Ele-
menten n,, 1;; n,, 4, zweier Strahlen nach den Formeln
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w_n
oo 2n}(n} — nl)
o o4

berechnet, wobei jedoch die beiden Strahlen nicht zu nahe bei ein-
ander gewiihlt werden diirfen. Vernachlissigt man diese Vorsichts-
malsregel, so bleiben, namentlich bei schwach dispergirenden Sub-
stanzen in den drei Differenzen, aus denen m} und 1! sich zusammen-
setzen, so wenig fehlerfreie Decimalstellen ilbrig, dafs besonders die
Bestimmung 43 hochst unsicher wird.

Ich wiirde dieses Umstandes nicht erwihnen, wenn er nicht bei

der dblichen Prilfung der von Cauchy selbst gegebenen Formel durch
die fortlaufende Proportion

1 1
“’—ﬂl:E—If't.‘.

ginzlich #bersehen wiirde, und gerade bei schwach dispergirenden
Substanzen, auf welche diese Formel sich anwenden lilst, am meisten
berticksichtigt werden mulb.

Die folgende Tafel enthilt die Resultate meiner Rechnung. Zur
Vergleichung habe ich noch die Indices nach Rudberg und die
Wellenlingen nach Esselbach hinzugefiigt, bemerke aber in Betreff
der letztern, dals Hr. Mascart durch M, N, ... bis S picht die nim-
lichen Streifen wie Esselbach bezeichnet zu haben scheint.

Zu den Streifen A4, S, T hat Hr. Mascart nur die Indices be-
stimmt. lIch habe die sugehirigen Wellenlingen, die sich unter .4
finden, nach meiner Formel berechnet. Die entsprechenden Werthe,
welche man unter den Wellenlingen nach Esselbach findet, hat
Hr. Helmholtz (Berl. Monatsber. 1855, 5. 760) angegeben. Die Be-
rechnung von Wellenlingen aus den zugehirigen Indices ist sehr mils-
lich, namentlich wenn jene sehr grofs sind, da in diesem Falle in der
Wirklichkeit, also asuch nach jeder der Wirklichkeit sich anschlielsenden
Formel unmerkbare Aenderungen der Indices schon betriichtliche
Aenderungen der Wellenlingen nach sich ziehen. Nimmt man als
Fehlergrinze des Index von A nur finf Einheiten der letzten Stelle,
80 wird die Fehlergriinze der zugehdrigen Wellenlinge nach der
Formel = (0,0184.

Die Constanten N, und 4, sind bis in die letzte Stelle genan,
wovon ich mich durch eine zweite Aunsgleichung mit Zugrundelegung
der durch die erste corrigirten Constanten m,, 1, liberzeugt habe. Sie
stimmen mit den Werthen

o= 2,3185 und A, = 0,1748 1, ™ = 0,06548 1, Par. Zoll,
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welche ich in meiner ersten Arbeit aus den Rudberg'schen Indices
B, G abgeleitet habe, sehr nahe iiberein.

Die Correctionen der Indices sind unbedeutend, im Ultravioletten
sogar auffallend gering, wiihrend sie im gewdhnlichen Spectrum die
Abweichungen der Rudberg’schen Indices von denen des Hrn. Mascart
durchgingig tbersteigen.

Die Correctionen der Wellenlingen sind simmtlich so klein, dals
die aunsgeglichenen Wellenlingen mit den beobachteten véllig identisch
werden, wenn man sie suf gleiche Stellenzahl reducirt. Diese Er-
scheinung erkliirt sich der Hauptsache nach dadurch, dals im wirklichen,
wie in dem nach der Formel (1) entworfenen Spectrum die Wellen-
lingen sich von einem Strahl zum andern weit stirker &ndern, als die
Indices. Da hiernach kleine Aenderungen der Wellenlingen auf die
Indices keinen merklichen Einflub haben, so wiirde man, um die Cor-
rectionen der Indices auf Kosten der Wellenlingen hinabzudriicken,
letztere unverhiiltnifsmiilsig grofsen Aenderungen unterwerfen missen,
was durch obige und ihnliche Minimumsbedingungen verhiitet wird.
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X.

Zur Theorie der einwerthigen Potentiale.
{(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 64, 1865, 8. 521—368.)

Die Eigenschaften der Potentiale von Massen, welche kirperliche
Réume oder Oberflichen stetig erfiillen, sind seit den Untersuchungen
von (Gauss und Green und den Entdeckungen Dirichlets so voll-
stindig festgestellt, dass eine auf diese speciellen Functionen beschriinkte
Untersuchung fast ausschliesslich auf die Reproduction bekannter Resal-
tate angewiesen sein wilrde.

Die eben bezeichneten Potentiale sind aber weder die einzigen,
welche in der Lehre von den nach dem Newtonschen Gesetze wir-
kenden Anziehungskriften in Betracht zu ziehen sind, noch von aus-
schliesslicher Bedeutung fiir die Anwendungen. Vielmehr milssen zu
ihnen, wie aus der Theorie des Magnetismus und der linearen elektri-
schen Strome bekannt ist, noch andere gefiigt werden, bei demen die
Anziehung von einzelnen Punkten oder den kleinsten Theilen einer
Linie aus wirkt, und von denen namentlich die auf den letzten Fall
bezfiglichen, in hinlinglicher Allgemeinheit aufgefasst, jenen an Wich-
tigkeit kaum nachstehen dirften.

Man erkennt indessen sehr leicht, wenn man nur den Unterschied
zwischen dem Potential eines schweren Massenpunktes und demjenigen
eines magnetischen Elementes beachtet, dass die Eintheilung der
Potentiale nach fingirten Massenvertheilungen keinen Ueberblick @iber
den Umfang dieser Functionengattung gewidhren kann, ganz abgesehen
von den Schwierigkeiten, welche sich darbieten, wenn man die charak-
teristischen Eigenschaften solcher Potentiale an ihren, durch die vor-
ausgesetzte Massenvertheilung bedingten Ausdriicken selbst aufsucht.

Um diese Fragen zu erledigen, bin ich dsher in der folgenden
Arbeit nicht von gegebenen Ausdriicken der einzelnen Potentiale aus-
gegangen, sondern von einer Definition derselben, durch welche die
allen einwerthigen Potentialen ausserhalb ihrer Unstetigkeitastellen ge-
meinsamen Eigenschaften (art. I) und ihre ausnahmslose Darstellbarkeit
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durch convergente Rechnungsoperationen (art. VL) zu Merkmalen der
ganzen Gattung gemacht werden. Von diesem Standpunkte aus besteht
das Ziel der Untersuchung darin, die ganze Functionengattung nach
Massgabe der mit den genannten Bedingungen vertriglichen Unstetig-
keiten in ihre charakteristischen Unterabtheilungen zu zerfillen, und
die analytischen Formen zu entwickeln, durch welche die Functionen
jeder Abtheilung dargestellt werden.

Es kann als ein Vortheil dieser Behandlungsweise bezeichnet
werden, dass sie bei jeder Gattung von Potentialen die wesentlichen
Eigenschaften derselben ihrem vollen Umfange nach hervortreten lafst.
In der That findet sich unter den bekannten Siitzen iiber die Potentiale
von Korpermassen und Flachenschichten (art. V. ¢, IX. m., XIL q.),
suf welche die folgende Untersuchung ihrer Natur nach ebenfalls
fihren musste, keiner, der nicht von Beschrinkungen befreit worden
ist, die sich zwar beim directen Nachweise dieser S&tze an den Aus-
driicken jener Potentiale durch doppelte und dreifache Integrale nicht
vermeiden lassen, aber nur aus dem hierbei verfligbaren Hillfsmitteln
entspringen.

Die Gleichungen III. (0.) und IV. (3.) sind schon mehrfach aunf-
gestellt, aber noch nicht zu den Folgerungen benutzt worden, die hier
sus ihnen gezogen werden, wozu allerdings in den schwierigern Fillen
die Hilfssitze d. und e. des art. VII. erforderlich sind. Mit Ricksicht
suf die Wichtigkeit dieser und ihnlicher Formeln durfte eine voll-
stindige Begriindung der erstern nicht libergangen werden. Um in
den art. VI, X1, XII. den Gang der Untersuchung nicht unterbrechen
zu milssen, habe ich den Beweis einiger dort benutzter Hillfssitze an
den Schluss der Abhandlung in besondere Noten verlegt.

I

Wir bezeichnen durch g, y, j die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes 0 im unbegrenzten Raume R, und durch ¢’ den in ihm statt-
findenden Werth einer gegebenen einwerthigen Function, welche, mit
Ausnabme von isolirten Punkten, Linien und Flichen, nirgendwo un-
bestimmt oder unstetig ist, und nur in isolirten Punkten q unendlich
wird. In der Nihe der letztern beschrinken wir das Anwachsen von
¢ durch die Bedingung, dass das Product

e,

wenn t die Entfernung von o bis q bedeutet, hei jeder Richtung von
r mit r zugleich verschwindet, sobald fiir k ein passender, von 1 ver-
schiedener positiver echter Bruch gesetzt wird. Endlich setzen wir,
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wenigstens vorliufig, fest, dass ¢’ ausserhalb eines gegebenen Raumes
R, der keine unendlich weit vom Coordinatenanfange entfernten Punkte
enthilt, gleich Null sein soll

Unter diesen Vorsussetzungen untersuchen wir diejenigen Fune-

tionen v von f, 1, 3, welche den folgenden Bedingungen geniigen:

9. Im ganzen Raume |, mit Ausnahme gegebener Punkte p,
Linien [ und Flichen f, sind v und seine ersten Derivirten ein-
werthig, endlich und stetig.

. Ausserhalb der in . bezeichneten Stellen besteht zwischen den
zweiten Derivirten von v die Gleichung

é% , d'o , &' ‘
¢ T oy Ty e

€. Den Fall, wo eine erste Derivirte von v oder v selbst an einer
Fliche entlang unendlich oder unbestimmt sind, schliessen wir
8UB.

Niihere Bestimmungen iiber die Zahl und Beschaffenheit der Aus-

nahmestellen p, [, f und das Verhalten von v an denselben bleiben der
spiteren Untersuchung vorbehalten.

IL.

Durech conforme Umbildung des Raumes R ist man zundchst im
Stande, jede Function v suf eine andere Function v von derselben Art
guriickzufithren, die an so enge gezogene Bedingungen gebunden ist,
dass sie einer weitern Behand- q
lung zugiinglich wird.

Neben dem unbegrenzten o
Raume ] denke man sich einen 0
zweiten, ihm in den kleinsten
Theilen ihnlichen Raum R, und P ’
in demselben drei rechtwinklige 3
Azxen; die Coordinaten eines R
angehirigen Panktes o in Bezug
anf diese Axen sollen z, y, # ? P
heissen. Es seien ferner p’ und p’
zwei in i} und R nach Belieben angenommene Punkte, deren Coordinaten,
jedesmal mit Bezug auf die dem betreffenden Raume angehéirigen Axen,
[, myn und [, m, n sind. Bezeichnet man nun die Entfernungen op’ und
op’ durch & und 5, so wird nach einem Satze des Herrn Liouville!)

1) Journ. de M. Liouville, X¥. Wegen des Ueberganges von b und ¢’ zu
v und ¢ und der sich hivran kn@pfenden Relationen vergl. die wichtige Abhand-
lung des Herrn Liocuville im nfmlichen Journal XII. 288—288,
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die verlangte Beziehung zwischen den entsprechenden Punkten o und o
beider Riume auf die allgemeinste Weise durch die Gleichungen

1) =1=(5) &=, y—m=(5)&—m) s—n=(5)e—n
oder die sus ihnen folgenden
-1 x—I —m —m —n _ f—n
#s = a’, I___:"' K‘T_y_{ ! 8 " s
dargestellt, vorausgesetzt, dass die Aehnlichkeit entsprechender Figuren
bei beliebiger Grisse derselben und imaginire Beziehungen ausge-
schlossen werden.

Die letzten Gleichungen lassen die geometrische Beziehung zwi-
schen den entsprechenden Punkten beider Riiume unmittelbar erkennen,
wenn man einen dieser Riume solange verschiebt und dreht, bis die
Punkte p’ und p' und die Richtungen der wachsenden Coordinaten zu-
sammenfallen, wobei der Fall, dass dies letztere nicht angeht, ausser
Acht gelassen werden kann. In der That geht dann die Verbindungs-
linie zweier entsprechender Punkte o, o stets durch den Punkt (p’, p"),
und ihre von diesem Punkte ansgehenden Radienvectoren 8, s werden
zu einander umgekehrt proportional.

Nennt man p’ und p’ die Mittelpunkte der beiden Riume R und
R, so folgt aus der Gleichung &s = a’, dass im Mittelpunkte des einen
Raumes die unendlich entfernten Theile des andern abgebildet sind.
Ausserhalb p’ sind z, y, # einwerthige, endliche und stetige Functionen
von I, 1), j, und umgekehrt letztere ausserhalb p’ in gleicher Weise mit
jemen verbunden. Folglich gehdrt ausserhalb der Mittelpunkte zu
jedem Punkte des einen Haumes ein einziger, ihn abbildender Punkt
im andern Raume; wenn die Entfernung eines Punktes vom zugehidrigen
Mittelpunkte messbar, d. i. weder unendlich gross, noch unendlich
klein ist, so gilt dasselbe von seiner Abbildung im andern Raume;
endlich werden zusammenhingende Oerter in der Abbildung nicht ge-
trennt, unterbrochene nicht zusammengefiigt.

Gleichzeitig mit dieser Umbildung von W filhre ich zwei auf R
bezogene Functionen v und ¢ ein (vergl. die oben erwiihnte Abhand-
lung von Liouville), welche die conformen Umbildungen von v und o’
heissen mogen, und mit Ricksicht auf die in (1.) festgestellte Be-
ziehung zwischen den Variabeln r, y, § und z,y, # durch die Gleichungen

'] P AL
(2} ﬂ_Tul ‘P_(:) e,
oder die folgenden
a ald ,
vr=50 e= (:) e
bestimmt sind.
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Dies festgestellt, gehen wir dazu iber, die im vorigen art. fiir p’
und v gestellten Bedingungen aof p und v zu Ubertragen, und wihlen
zn diesem Zwecke den Mittelpunkt p’ von R ausserhalb I’ und simmt-
licher Ausnahmestellen p, [, |.

Dann kann die Abbildung R’ von R, in welcher allein p von Null
verschieden ist, weder den Mittelpunkt p’ von R enthalten, noch bis
ins Unendliche reichen, ersteres, weil |’ nicht bis ins Unendliche
reicht, letzteres, weil p’ nicht im Innern von W' liegt. Da hiernach

o= (%]ﬁp' im Punkte p’, ungeachtet des dort ins Unendliche wachsen-

den Factors 8 gleich Null bleibt, so kann es nor mit ¢ zugleich un-
bestimmt, unstetig oder unendlich werden, ersteres also nur in isolirten
Punkten, Linien und Flichen, letzteres nur in solchen Punkten g, welche
den Puokten q von W entsprechen.

Ist r die Entfernung von g bis o, und bedeuten &, s, die Ab-
stinde der Punkte q, ¢ von den zugehirigen Mittelpunkten, so folgt
ans der, durch die Gleichungen (1.) und die Proportion 8:3 — 8§ :s

leicht zu beweisenden Aehnlichkeit der Dreiecke poq, p'go, r= 1,
alao FALTE AL , '
ro= () () ve.

Liasst man o mit g, als auch o mit g zusammenfallen, so verschwindet
auf der rechten Seite der Factor r*p’ nach art. 1., der andere Factor
wird = (i—')ﬁ ", also nicht unendlich gross. Folglich verschwindet
r*¢ unabhiingig von der Richtung von r, sobald ¢ mit ¢ zusammen-
fillt. Die fiir p eintretenden Bedingungen sind also von derselben Art,
wie die in art. 1. fiir p° gestellten.

Anders verhillt es sich mit v; die iiber die Lage von p’ getroffene
Bestimmung filhrt eine wesentliche Beschriinkung in der Lage der Aus-
nahmestellen von v und eine Zerlegung von ¥. in zwei Bedingungeu
herbei, von denen die eine sich auf das Innere von R, die andere sich
auf die unendlich entfernten Theile dieses Raumes bezieht.

Da die Ausnahmestellen p, [, f von v ansserhalb p’ liegen, so liegen
ihre Abbildungen p, I, f simmtlich in einem endlichen Bereiche von p’,
derart, dass man sie mit p’ in eine Fliche S einschliessen kann, die
keine unendlich weit von einander und von dem willkilrlich zn wih-
lenden Coordinatenanfange entfernten Punkte enthilt. In p, I, [ ver-
lieren v und seine ersten Derivirten der Definition gemiiss die Eigen-
schaft, zogleich einwerthig, endlich und stetig zu sein; dasselbe gilt im
Allgemeinen auch noch vom Punkte p’, sber von keinem anderen
Punkte des Haumes R.
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In der That liefert jeder im Unendlichen liegende Punkt p des
Ranmes i} einen mit p° zusammenfallenden Punkt p; jeder Linie [ und
jeder Fliche f, die in | bis ins Unendliche reicht, entspricht eine Linie
und eine Fliche f, die sich in p’ schliesst. Enthilt R keine Ausnahme-
stelle von v im Unendlichen, so wird p’ gleichwohl eine Ausnahmestelle
von v werden, sobald 8v mit & zugleich dber alle Grenzen wiichst.

Bezeichnet man durch «, 8, y die Cosinus der Winkel, welche die
Richtung von p" nach ¢ mit den Axen der z, y, £ bildet, so wird z. B.

o= #:I und man erhilt aus (1.) und (2.)

U-I"U
[ 2afa gy + By +7 a.)]
Nennt man dsher die festen Werthe, welche u‘-g—b, 'g:, al "3 in p’

erlangen, F, ¢ und R, und lisst nun ¢ in der durch g, §, y henlummten
Richtung ins Unendliche rlicken, wobei dann schlieBlich o mit p’ zu-

ssmmenfallt, so folgt der Satz, dass s* %" gegen die festo Grenze
P—2a(aP+ fQ + pR) convergirt. Aehuliches gilt von s* f?;v und

K dsn .
dz
Da aber hiernach s* ?3: bei unbegrenzter Zunahme von s nicht
itber alle Grenzen wiichst, so musa s?;: E‘-’ + sve an der Grenze

verschwinden. Bezeichnet man daher durch M den festen Werth, den
ay = sy in P’ erlangt, so folgt unter derselben Voraussetzung, wie vor-
hin, lim sv = M, lim s*% = — Me; und man sieht leicht, dass man
hier s durch die Entfernung r zwischen o und einem beliebigen, in
endlicher Entfernung von p’ liegenden Punkte O ersetzen kann, weil
der Quotient _:'_. im Unendlichen = 1 wird. Folglich haben wir den Satz:

Sind @, B, y die Cosinus der Winkel, welche die Richtung von

einem festen Punkte O nach ¢ mit den Axen bildet, und st r die

Entfernung beider Punkte, so gelten fiir die von O unendlich weit
entfernten Punkte 0 des Raumes die asymptotischen Ausdriicke:

M  dv_  Ma v Mg Ev My

ﬂ-?r iz = e ﬁ___ri': Fri
Wir ziehen endlich ans dem Vorstehenden noch die filr unsere
spiatern Zwecke ausreichende Folgerung, dass v, rar g; und ri:

im Unendlichen verschwinden, ohne vorher ihre Sl:et.lg'lmt zu unter-
brechen.



X. Zur Theorie der einwerthigen Potentiale. 191

Schliesslich wird (vergl. die Abhandlung von Liouville)
d'v | ' , @' s\*ré'e | 8% , &%
Fra TR O (;) gzt T EI + Hi]r
also, wenn man den rechts in Klammern stehenden Ausdruck wie ilb-
lich durech v bezeichnet, Jv = — 4=x (-2)‘9' - —4dxp.

Die Functionen v genligen daher den folgenden Bedingungen:

A. v und seine ersten Derivirten sind, mit Ausnahme gewisser
Stellen, im ganzen Raume R einwerthig, endlich und stetig.

B. Ausserhalb derselben Btellen besteht zwischen den zweiten
Derivirten von v die Gleichung

Adv = —4d=p.

C. Eine Ausnahme von diesen Bedingungen wird nur in be-
stimmten Punkten p, Linien ! und Fliichen f gestattet. Diese
Ausnahmestellen sind so im Raume vertheilt, dass man sie in
eine Fliche S einschliessen kann, welche keine unendlich weit
vom Coordinatenanfange entfernten Punkte enthilt.

Den Fall, wo v oder eine erste Derivirte von v an einer
Fliche entlang unendlich oder unbestimmt wird, schliessen
wir aus.

D. Ist r die Entfernung von o bis zu irgend einem festen Punkte 0,
80 convergiren

dv de dv

’ Foger T dy? T
ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen Null, wenn o, ohne S zu
iiberschreiten, in beliebiger Richtung ins Unendliche rfickt.

E. Die fir ¢ giiltigen Bedingungen sind die niémlichen, wie die

in art. I fiir o' gestellten.

Folglich ist v eine Function derselben Art, wie v, jedoch von spe-
ciellem Charakter, da alle Ausnahmestellen ins Endliche geriickt sind,
und fiir die unendlich entfernten Theile des Raumes die Dirichlet-
sche Bedingung D). eingetreten ist. Wir haben daher den Satz, dass
jede Function v sich aus einer solchen speciellen Function v durch
conforme Umbildung des Raumes R und der Functionen v und ¢ ergiebt.

Die Functionen v unterscheiden sich von einander 1) durch die
Zshl und Beschaffenheit ihrer Ausnahmestellen und 2) durch die Ge-
setze, nach demen sie und ihre ersten Derivirten dort anwachsen oder
unstetig werden. Was den ersten Punkt betrifft, so werden wir im
Folgenden stets die Grenzfille ausschliessen, wo die Anzahl der
Punkte p, die Linge einer Linie ! oder der Inhalt einer Fliche f un-

v
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endlich gross ist. Diese Beschrinkung der Aufgabe ist keine wesent-
liche, und hat nur den Zweck, von der Untersuchung der Hauptfille
Convergenzfragen fern zu halten, welche bloss auf den Uebergang zu
den Grenzfillen Bezng haben, und in jedem einzelnen Falle besonders
zu erledigen sind (art. XIIL).

I1L

Wir denken uns einen zusammenhingenden Theil ¥V des unbe-
grenzten Raumes, in dessen Innerem sich Hohlungen befinden, welche
simmtliche Ausnahmestellen von v enthalten, und nennen S die Ge-
sammtoberfliche dieser Hohlungen, S_ die &ussere Oberfliche von V,
so dass die vollstindige Begrenzung dieses Haumes durch die Flichen
S und S_ gebildet wird Die Elemente der drei Gebiete ¥, S_ und S
werden wir durch #¥, #S_ und ¢S, ihre Coordinaten ohne Unterschied
durch z, y, 2, dagegen die Coordinaten eines in V festgewihlten
Punktes O durch X, ¥, £ bezeichnen.

Um diesen Punkt O als Centrum legen wir eine Kugel K, deren
Halbmesser ¢ wir so klein wiihlen, dass alle Punkte von K ins Innere
von V¥ fallen, und eine zweite Kugel K,, deren Halbmesser die Lingen-
einheit ist. Ist alsdann o ein Oberflichenelement von K,, und sind
E, , § seine Coordinaten in Bezug auf drei durch O in gleicher Rich-
tung mit den urspriinglichen gelegte Axen, so sind in Bezug auf die-
selben Axen ¢§, ¢y, ¢f die Coordinaten seiner Centralprojection anf K,
und ihr Inhslt ¢*7o ist das Oberflichenelement der letztern.

Wir errichten endlich itber #5 und #5_ Normalen, die erstere
nach ¥ hinein, die andere aus diesem Raume hinaus, und nennen die
ersten Elemente dieser Normalen ¢p und #p_, so dass z B. g; den

Werth bedeutet, welchen die Derivirte von @ nach der i{iber ¢85 er-
richteten Normale in ihrem Anfangspunkte auf 28 hat.

1. Multiplicirt man die Gleichung dv=—4xp mit — —fTI:_, wo r
die Entfernung von O bis zum Elemente # V ist, und integrirt dber
alle Elemente von ¥ mit Ausschluss der in K enthaltenen, so ergiebt

dz\r dz
1

1
2=
sich mit Hiilfe der Gleichung —Il; Ay = 2 ( 1ov_, -a-;-) + - - und mit

F
Riicksicht darauf, dass der Ausdruck - 2% —o-" und die beiden &hn-

lich gebildeten wiihrend der Integration einwerthig, endlich und stetig
bleiben pach dem Greenschen Satze
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1 1
iy - - g =
ed V 1 1 dv T ) 1 f(i dv r)

_/—; "—r,f(? o9, Vap. /et ) \Fap 3/ %8
1"
a -
1 1 de r

+ r;f(? ar“'a?) cde,

wo zur Linken der Accent am Integralzeichen bedeutet, dass das Vo-
lumen der Kugel K vom Integrationsraume ausgeschlossen ist.
Setzt man zur Abkilrzung

1 % 1oe 1 2% 1 ae
ry= HE_?E a8 = (8), ix FE_FBH 95,=(5.),

so folgt hierans:
= | (52 +0)e0 —f?-?r‘f +(8)—(8.).

In dieser Gleichung lassen wir ¢ verschwinden, und werden be-
weisen, dass unter diesen Umstinden beide Seiten gegen feste Grenzen
convergiren, und auch beim Ubergange zur Grenze ¢ == 0 nicht auf-
hiren, einander gleich zu sein.

Das ]ni:egral ‘—l; f ¢ g—: #a ist numerisch kleiner als das Product aus
ﬁ; cég = ¢ und dem grissten numerischen Werthe, den

L dv fv dv

it ¥ 7 s oy T E=r
suf K erlangt. Da aber E!+ %'+ {' den unverinderlichen Werth 1
hat, so kann dieses Product wegen 4. durch Verkleinerung von ¢ unter

jede Grenze gebracht werden, folglich convergirt I!:-' f ¢ g: dg mit ab-

nehmendem ¢ ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen Null.
Nennt man ferner v, den Werth, den die einwerthige Function v

in O erlangt, und ersetzt das Integral 4_1-5, [ véa durch v, + ﬁ f (v—uy)ia,
80 convergirt der zweite Summand wegen der Stetigkeit von v mit ab-
nehmendem ¢ stetig gegen Null

Folglich convergirt bei unbegrenzter Abnahme von ¢ die linke
Seite obiger Gleichung ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen die feste
Girenze v,.

Auf der rechten Seite indert sich wihrend dessen nur das erste

Glied, und zwar ist der Zuwachs, den sie erlangt, wenn ¢ in den
E. B. Ohristoffel, Gesammelte Abhandlungen. L 13
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kleineren Werth b tibergeht, gleich f rir | pédo. Solange O in mess-
&

barer Entfernung von allen Punkten g liegt, in denen ¢ unendlich
wird, verschwindet dieses Integral offenbar mit ¢ zugleich; ist dagegen
O selbst einer dieser Punkte, so setze man dasselbe, bei passender Wahl

des von 1 verschiedenen positiven echten Bruches k gla-i«:h'fr‘—".i"i:fl rtoda.

Dann kann man ¢ so klein wilhlen, dass r'p wihrenda der Integration
numerisch kleiner als eine beliebig gegebene Zahl A bleibt, also das
Integral, abgesehen vom Zeichen, kleiner als

fr‘ tir [Aco =4z V7
wird. Folglich convergirt dieses Integral auch im gegenwirtigen Falle
mit ¢ und dem kleineren b zugleich stetig gegen Null

Man kann daher ¢ so klein wihlen, dass jeder Zuwachs, den die
rechte Seite obiger Gleichung durch fernere Verkleinerung von ¢ noch
erhalten kann, unter eine beliebige Grenze gedriickt wird. Da aber die
rechte Seite, solange ¢ wvon Null verschieden ist, einen villig be-
stimmten, endlichen Werth hat, so folgt hieraus zuniichst, dass sie bei
unbegrenzter Abnahme von ¢ ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen eine
feste Grenze convergirt, welche dadurch erhalten wird, dass man in
ihrem ersten Gliede die Integration ilber das ganze Volumen ¥ ausdehnt.

Da endlich die obige (ileichung fiir ein beliebig kleines ¢ besteht,
solange nur ¢ von Null verschieden ist, und die letzten Aenderungen,
welche 1thre beiden Seiten erleiden, wenn man ¢ vollends verschwinden
liisst, selbst verschwindend klein, also nicht um messbare Griissen von
einander verschieden sind, so kann die Gleichheit such durch den
Uebergang zur Grenze ¢ = 0 nicht anfgehoben werden, und es ergiebt
sich nun folgende, bei jeder Lage von O im Innern von ¥ giltige
Gleichung:

(0, =27 4(9) - (8.)
1
G_

2. Hiitte man die Gleichung v —=—4xp mit * ’_, i V= ‘ 3Xr V

multiplicirt, und die Integration im fritheren Umflnge susgefhrt, so

wilrde sich
1

rew o d -
LR G e foggev+ 07—
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ergeben haben, wo (§)" und (S_)" die Integrale bedeuten, welche man

aus den vorhin durch (8) und (S_) bezeichneten erhilt, wenn man :
1
a2t
durch F;'I ersetzt, d. h. unter dem Integralzeichen nach X differentiirt.

Im Elament-a ¢'¢o wird nach der oben eingefilhrten Bezeichnung

z— X =ck, ==X = £, aleo ist die linke Seite gleich
£ do divkeh
) [h g vm ()= J3550 -2

Bezeichnet man aber durch K das Volumenelement von K, so ist
wegen der Stetigkeit von v fg-;ax- vEc*fe. Liisst man hier ¢ um

éc wachsen, und hebt in den Anderungen beider Seiten mit 4xc'c

weg, so folgt
o, _ 3Jvke'ds doken .
7z°% ™ “dmeige ) dmctpe ©

da 5_':;21’1 withrend der Integration weder unendlich noch unbestimmt

wird, Also haben wir

a1

d
a:f‘rd— 03z aV+fS] —(8.)-

Die linke Seite ist ein Mittel aus den Werthen, welche g;: auf K er-
langt, und geht daher wegen der Stetigkeit von gf mit abnehmendem ¢
stetig in den festen Werth au‘ iiber, welchen diese Derivirte in O hat.

Kénnen wir daher b-ewamen, dass auch die rechte Seite mit ab-
nehmendem ¢ ohne Stetigkeitsunterbrechung gegen eine feste Grenze
convergirt, so folgt, dass die Gleichung auch noch an der Grenze ¢ =0
besteht.

Lisst man ¢ in den kleineren Werth b tibergehen, so erhilt die
rechte Seite den Zuwachs

J&r pkde —J%’fﬁ‘p%ﬂd,

Solange O in messbarer Entfernung von jedem Punkte g liegt, ver-
schwindet dies mit ¢ zugleich; fillt.0 mit einem Punkte ¢ zusammen,

80 wird filr ein hinlinglich kleines ¢ wihrend der Integration J;*pﬁad

numerisch kleiner nla'r Aig=4xA, weil £ zwischen — 1 und 1 liegt;
18*
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. 5 . . iﬂr ‘1-1_ b'l.-—t

folglich wird jemer Zuwachs kleiner als 4x.4 -r‘ =4xd — =5
:

und verschwindet daher auch jetzt noch, wenn ¢ und das kleinere b

in Null ftbergehen. Daraus folgt:

1
PR
a , ’
() ﬁ—ﬁ;;antm—(s,)- .
Zugleich ist der Nachweis geliefert, dass das erste Glied zur Rechten

einen viillig bestimmten, endlichen Werth hat, was von den beiden
andern (liedern ohne Weiteres einleuchtet.

IV.

Lisst man die Fliche S_ sich immer mehr erweitern, so dass sie
fortwihrend neue Teile des #usseren Raumes in ihr Inneres aufnimmt,
ohne bereits {iberschrittene Theile auszuscheiden, so kann sich auf der
rechten Seite der Gleichung

(0) we [ 1 ()~ (5.)

das erste (Glied nur solange iindern, als es ausserhalb S, noch Stellen
giebt, in denen ¢ von Null verschiedene Werthe hat. Von dem Augen-
blicke an, wo S_ diese Stellen simmtlich @iberschritten hat, wird das

Integral %—F von der ferneren Umgestaltung der Fliche S_ unab-
hiingig.

Dasselbe tritt einmal ein, wenn ¢ zwar im ganzen Haume Werthe
hat, jedoch so verliuft, dass das iiber den ganzen Raom erstreckte

Integral ;E::.V von der Anordnung der Integration unabbiingig con-

vergirt. In der That kann man unter dieser Voraussetzung dem Inte-
grationsraume, ohne dabei Dlegrenzungstheile ins Unendliche zu verlegen,
einen solchen Umfang ertheilen, dass keine fermere Erweiterung des
selben den Werth des Integruls um eine beliebig kleine, gegebene
Grisse zu indern mehr im Stande ist.

Fiir den Fall, dass ¢ nicht bloss in einem begrenzten Raume R’
von Null verschiedene Werthe hat, setzen wir diese Bedingung sls
erfilllt voraus.

Lisst man daber alle Punkte der Fliche S_ ins Unendliche riicken,
wobei nach den einmal gestellten Bedingungen in ¥V keine Ausnahme-
stelle von v aufgenommen werden kann, so wird vorstehende Gleichung
eine, fiir alle ausserhalb S liegenden Punkte O gilltige, convergente
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Darstellung von v, stets und auch nur dann liefern, wenn (S_) ohne
Stetigkeitsunterbrechung gegen eine feste Grenze convergirt, die von
dem Gesetze, nach welchem die Umgestaltung von S_ erfolgt, unab-
hingig ist.

Die Fliche S_ schliessen wir in eine Fliche S_ ein, deren Ele-
ment wir #S. nennen; das erste Element der fiber 25 aus dem von
beiden Flichen begrenzten Raume hinaus errichteten Normale soll
durch @#p, bezeichnet werden. Sei w eine zweite, nebst ihren ersten
Derivirten in diesem Raume einwerthige, endliche und stetige Function,
welche der Gleichung 4w = 0 geniigt. Integrirt man nun die Glei-

;; (u -g;-w g%) ++++=4mpw lber den zwischen

8_ und S_ liegenden Raum W, so folgt, wenn mit 4x weggehoben wird

(3) f( fﬁ;—mﬁ 28, = ’f(u}%:i ﬂp as +fprW

Setzt man hier w-:, und lisst non die Flichén S, und S_
unabhiingig von einander ins Unendliche rficken, so convergirt der
oben gestellten Bedingung zufolge [ owdW stetig gegen Null. Wenn
daher gleichzeitig die linke Seite gegen eine feste Grenze convergirt,
80 ist dies auch die Grenze des ersten Gliedes zor Rechten, nimlich
von (S_). Nimmt man aber fir S eine um O als Centrum mit dem
Radius r beschriebene Kugel, so wird die linke Seite

1
. .
1 r lide ) 4 1 do dv ov
—‘;‘/‘(uaf-—?a—;)r ﬂd’-—i-.[l:ﬂ‘['irﬁ'{'qf:a}'l':rﬁ de.

Dieselbe ist also numerisch kleiner als die Summe aus den grissten

numerischen Werthen, welche v, r?' g; ra' suf S, annehmen.

Da jeder von diesen vier Enmmnndan wegen D). durch Vergrosserung
von r unter jede Grenze gebracht werden kanm, so convergirt mit
wachsendem r die linke Seite obiger Gleichung stetig gegen Null; dies
ist also auch, nach dem vorhin Bemerkten, der Werth, in welchen (S,)
stetig {ibergeht, wenn alle Punkte der Fliche S_ ins Unendliche riicken.
Wir haben demnach den Satz:

a. Sobald v im ganzen, die Fliche § umgebenden Raume ¥ den
Bedingungen A., B., D. geniigt, und das Integral j {114

abhiingig von der Anordnung der Integration c:unvargut ist
in jedem Punkte O vom V

(4) =77 +(8).

r

chung vdw—wdo=
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V.
Die Untersuchung der Gleichung
1
aﬂ. ? r - ' v
(0) % o J osgi V4 (S —(5.)
1
al
erledigt sich auf demselben Wege. Setzt man in (3.) w = E'_; und
nimmt fiir §_ wiadar eine Kugel vom Radius r und dem Centrum O,

al
go wird auf ihr —r - i,, also folgt aus (3.)

al
- ‘.f a0 Ao fergew
al
= .ﬁ “'Eax"‘ ay“a:]ﬁ‘”’ ./;'axaw

Anuf der rechten Beite convergirt das erste Glied wegen D). mit wachsen-

dem r notwendig gegen Null; wenn daher auch das zweite Glied bei

unsusgesetzter Erweiterung der Flichen S_ und S verschwindet, so
gilt dasselbe von (S_). Darsus folgt der Sate:

b. Bobald v im Raume V ausserhalb S den Bedingungen 4., B,

1

D. geniigt, und das Integral [ o5

Anordnung der Integration convergirt, ist in jedem Punkte O

von F
1
dn, 3; - '
ax =) e5x?V + ().

Durch Verbindung dieses Satzes mit dem vorigen folgt weiter:
¢. Wenn v im Raume ausserbalb S den Bedingungen A., B., D.

1
a_
gentigt, und die beiden Integrale ‘/;—5;‘—’, _/; 5;._31? unab-

hiingig von der Anordnung der Integration convergiren, erhilt

man g—x aus dem Ausdrucke von v, durch Differentiiren unter

dem Integralzeichen.
Durch diese Sitze ist die Frage nach den ersten Derivirten von v
vollstindig auf die Ermittelung der Ausdrilcke zuriickgefiihrt, durch
welche v selbst dargestellt wird, weshalb wir uns im Folgenden nur
noch mit den letzteren zu beschiiftigen haben.

v@ V unabhiingig von der
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VL
Durch die Gleichung (4.) wird jede den Bedingungen 4., B., I.
genfigende Function v im ganzen, ausserhalb S liegenden Raume ¥
durch convergente Rechnungsoperationen dargestellt.
Da aber S aus den Oberflichen S, S, etc. der einzelnen Hohlungen
zusammengesetzt ist, in denen die Ausnahmestellen p, [, ete. von v ein-
geschlossen sind, so ist in dieser Gleichung unter

1
)
-8 ) (-t 5p)es

eine Summe von Integralen (8,), (S)) etc. derselben Form zu verstehen,
von denen jedes sich Uber eine der Oberflichen S,, S, ete. erstreckt.

Lisst man nun die Oberfliche einer dieser Hohlungen, etwa S, sich
immer mehr um die entsprechende Ausnahmestelle p zusammenziehen,
80 kann dies in (4.) den Werth der rechten Seite nicht indern, solange
v den Bedinguogen des art. II. geniigt Da aber gleichzeitig wegen

der fir ¢ gestellten Bedingungen f : ‘:_E bei dieser Erweiterung seines

Integrationsraumes gegen eine feste Grenze convergirt, und ausser

diesem und (S,) alle @brigen Glieder der rechten Seite von (4.) un-

geiindert bleiben, so convergirt such (S,) gegen eine feste Grenze.
Folglich miissen umgekehrt die an den Ausnahmestellen von ¢

eintretenden Bedingungen fir v und -g% so gewahlt werden, dass bei

fortgesetzter Verengerung der Integrationsflichen S, S, etc. jedes der
Integrale (S,), (8), ete. fiir sich gegen eine feste Grenze convergirt.
Ist dies erreicht, so wird v, durch die Gleichung (4.) an der Grenze
im ganzen Raume ausserhalb seiner Ausnahmestellen dargestellt.

Damit ist jedoch der Fall nicht ausgeschlossen, dass der hiermit
gewonnene Ausdruck der Function v in einer Ausnahmestelle Werthe
angiebt, welche von dem der Funcfion an dieser Stelle vorgeschriebenen
Verlaofe unabhingig sind.

Man weiss, dase solche lokale Abweichungen einer Funmetion von
einem sie sonst darstellenden Ausdrucke in manchen Fillen nur von
der Form des letztern abhiingen und durch eine Aenderung derselben
gehoben werden kinnen.

Wir schliessen nun alle Verstisse gegen die Bedingungen 4. und
B. aus, deren die Functionen v wegen C. fihig sind, ohne dass die
oben gefundenen, im ganzen iibrigen Raume gilltigen Ausdriicke dieser
Functionen an ihnen Theil nehmen kinnen.

Die Functionen, welche nun noch itbrig bleiben, und die aus ihnen
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durch conforme Umbildung folgenden Functionen v (art. IL.) begreifen
wir unter dem Namen der einwerthigen Polentiale.

Die folgenden Sitze beziehen sich ausschliesslich auf die den Be-
dingungen C. und D. genfigenden Potentiale, welche wir zur Unter-
scheidung von den fibrigen wie bisher durch v bezeichnen.

VIL

Hillfssatz. Sei R eine positive Variable und f(R) eine Function
von R, die nebst ihrer ersten Derivirten f'(R) oberhaldl R =0 bis zu
einem gegebenen Werthe R = a hin weder unbestimmt, noch unend-
lich, noch unstetig wird, wihrend ihr Verbalten im Punkie R = 0 selbst
noch dahin gestellt bleiben mag.

Dann besteht zwischen dem Verlaufe der beiden Functionen f(R)
und f(R) in unendlicher Nihe von R = 0 ein Zusammenhang, in Be-
treff dessen wir folgende Sitze hervorheben.

d. Wenn fiir ein positives & und jede unbegrenzte Abnahme

von B R*+'f’(R) ohne Unstetigkeit gegen eine feste Grenze A

convergirt, so convergirt R*f(H) stetig gegen die Grenze — %;
- wiichst unter derselben Vorsussetzung R*+'f'(R) fber alle
(renzen, so ist dasselbe mit R*f(R) der Fall

e. Wenn bei jeder unbegrenzten Abnahme von R Rf'(R) ohne
Unstetigkeit gegen eine feste Grenze 4 convergirt, so hat auch

IJL_LH.:? den Werth 4 zur Grenze; wichst unter derselben Vor-
sussetzung Rf(R) dber alle Grenzen, so findet dasselbe mit

Beweis. lst 0 < R, < Ky < a, so folgt
A, -
[(R) —F(R) = [B+1(B) - gor»
Hy

da f(R) zwischen R, und R, weder unbestimmt, noch unendlich, noch
unstetig ist. Da ferner zwischen denselben Grenzem R*+!f'(R) stetig

und ii'jﬁ von Zeichenwechseln frei ist, so kann man, wie klein auch
R, sein mag, sum Mindesten suf eine Art R, zwischen R, und R, so
withlen, dass die rechte Seite
Ry
dR
_R:+lf(1{1}‘ B
wird, "
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(d.) Solange nun k > 0 ist, folgt hieraus
KRYf(Ry) — KR (R) = B+ (R)[1 - (32)']-

In dieser Gleichung lassen wir R, und R, abnehmen, jedoch so, dass
wenn @ und b zwei ohne Ende abnehmende Zahlen bedeuten, R} fort-
withrend unterhalb der kleinsten von den ebenfalls abnehmenden Zahlen

7y tnd DR} bleibt. Dann werden Rif(R,) und (%)‘ Bruchtheile
von @ und b, ersteres etwa = fa, letzteres = 6, b, und R, in stetiger
oder sprungweiser Abnahme der Null immer niiher gebracht. Es folgt

kba — kRif(Ry) = By *'f(R,)[1 — 6,8],
wo man sich die (Gréssen a, b, R,, R, und R, in der angegebenen Ab-
nahme zu denken hat.

Wenn daber — kR!f(R,) bei abnehmendem R, iiber alle Grenzen
wiichst, oder gegen eine feste Grenze convergirt, so kann man die Ab-
nashme von R, nach einem solchen Gesetze erfolgen lassen, dass
R+ (R,) in gleicher Weise verliuft.

Wenn aber umgekehrt R¥+'f'(R,) unter allen Umstinden zuletzt
unendlich gross wird, und nicht etwa bloss dann, wenn R, lings einer
besonders ausgewiithlten Werthenreihe abnimmt, so muss auch — k Rtf(R,)
bei verschwindendem R, unendlich gross werden; convergirt R¢+1f'(R,)
bei jeder unbegrenzten Abnahme von R, gegen eine feste Grenze A,
8o hat auch — kRf(R,) diesen Werth 4 zor Grenze, w. z. b. w.

(e) Fir k=0 folgt ebenso

f(R,) fil,) log
Tk~ Tog 1, ~ B (B [1 =g R ]
Lisst man auch hier R, und K, verschwinden, jedoch so, dass log R,

numerisch oberhalb der gréssten von den wachsenden Zahlen !a—g}:' .

”? bleibt, so bedarf es zum Beweise von e. nur einer Wiederholung

der eben angewandten Schliisse.

Diese beiden Sitze lassen sich verallgemeinern, jedoch ohne Hin-
zufiigung neuer Bedingungen, durch welche ihre Brauchbarkeit beein-
triichtigt wird, nicht umkehren.

f- Lehrsatz. Ein einwerthiges Potential v und seine ersten Deri-
virten kinnen in einem von jeder andern Ausnahmestelle ge-
trennten Punkte m weder unendlich, noch unbestimmt, noch
unstetig sein, sobald die Producte

do de du
R‘E, R’a—’, R? s
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bei jeder unbegrenzten Abnabme der Entfernung R vom
Punkte x, y, # bis zum festen Punkte m stetig gegen Null
convergiren,

Beweis. Finde das Gegentheil statt, so wilrde m zu den Aus-
nahmestellen von v gehSren. Wir scheiden demnpach aus dem Haume
V einen abnehmenden Raum V_ aus, welcher m enthilt, und nennen
S, die um die iibrigen Ausnahmestellen von v gelegte Fliche.

Nun sei w ein zweites einwerthiges Potential, welches sich von v
nur dadurch unterscheidet, dass es im Innern von ¥V den Bedingungen
A. und B. geniigt, wihrend es ausserhalb V_ genau denselben Be-
dingungen wie v unterworfen ist, derart dass, wenn v auch noch in ¥
den Bedingungen A. und B. geniigte, in ¥ iiberall v = w wire.

Dann reicht es zum Beweise des Satzes hin, zu zeigen, dass der
Unterschied der beidem Ausdriicke, dorch welche v und w im Raume
V dargestellt werden, ausserhalb ¥ iiberall = O ist, und dass dies gilt,
wie klein auch ¥V, sein mag.

Ist dies nimlich bewiesen, so filhrt die Annahme, es sei im ab-
nehmenden Raume V| selbst v von w verschieden, zur Folgerung, dass
die Function v im Punkte m einen Verstoss gegen die Bedingungen
A. und B. begeht, dessen ihr, fiir den ganzen tibrigen Raum ¥ giiltiger
Ausdruck w unfihig ist. Es wiirde also v keine der Definition des
einwerthigen Potentials geniigende Function sein, und nur dadurch in
eine solche verwandelt werden kdnnen, dass man in ¥ ihren Verlauof
den Bedingungen A. und B. gemiiss abinderte.

Aus (4.) ergiebt sich zuniichst unter der Voraussetzung, dass O

ausserhalb S, liegt,
» 2 v
Wy "jpf" + (8,),

wo (S,) das frither durch (S) bezeichnete Integral, ausgedehnt iiber die
Fliche S,, bedeutet.

Der Ausdruck fiir v, ergiebt sich fiir den Fall, dass O ausserhalb
S, und ¥V_ liegt, durch folgende Betrachtung. Man lege um m als
Centrum eine Kugel K vom Radius K, welche den abnehmenden Raum
V, villig einschliesst, und wiihle R so klein, dass O und S, ausser-
halb des Volumens Fy dieser Kugel liegen. Dann kann man fir die
Function v die Fliche S zusammensetzen aus S, und der Kugelfiiche K.
Dies festgestellt, ist der von S, herrihrende Theil der Voraussetzung
gemiiss in den Ausdrilcken fir v, und w, der nimliche. Dasselbe gilt
von dem filber ¥V nach Ausschluss wvon Vy erstreckten Integrale von
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'il" Scheidet man daher zur Bildung von v, aus ¥ das Volumen ¥y

aus, und fiigt zu S, die Oberfliche dieses Volumsns, so wird

2
Uy = W, — e /( —% B_-_) Rice.

de v v
Da der Voraussetzung gemiiss H’ER—E R‘a—z—i— R’ +a:' R‘E,

also nach d. anch Rv und K% mit R zugleich veruc.hwmdet, und r
wiihrend der Integration von Null verschieden bleibt, so convergirt das
iber die Oberfliche von ¥y erstreckte Integral mit R zugleich stetig

gegen Null; dasselbe beweist man von dem Integrale L auf dem
in art. III. eingeschlagenen Wege.

Solange also die Entfernung von O bis m von Null verschieden
ist, wie klein dieselbe iibrigens auch sein mag, ist v, = w,, w. 2. b. w.

Dieser Beweis kommt darauf hinauns, zu zeigen, dass die Bedingung,
v oder seine ersten Derivirten sollen in m unendlich, unstetig oder

. i ) g & .
unbestimmt werden, jedoch so, dass R’ﬁ, H'ﬂ_; und R’E'_: mit R

zugleich stetig verschwinden, anf denselben Ausdruck fiir v, fibrt, wie
die Bedingung, dass 4. und F. in m gar nicht verletzt werden. So-
lange also ein in m stattfindender Verstoss gegen diese Bedingungen
sich innerhalb der im Lehrsatze verlangten Grenzen hilt, ist er ein
soleher, dessen jeder in (4.) enthaltemer Ausdruck unfihig ist, und
den wir daher bei der Definition des einwerthigen Potentials aus-
schliessen.

g. Lehrsatz. Ein einwerthiges Potential v und seine ersten Deri-
virten kinnen auf einer Linie von endlicher Liinge, die von
jeder anderen Ausnahmestelle getrennt ist, weder unendlich,
noch unbestimmt, noch unstetig sein, sobald die Producte

de do dv
Rse By Ry
bei jeder unbegrenzten Abnahme der kiirzesten Entfernung R
vom Punkte z, y, # bis zur festen Linie stetig gegen Null
convergiren.

Beweis. Was auch an dieser Linie [ stattfinden mag, so erhilt
man doch stets einen Ausdruck fiir die Werthe, welche v ausserhalb [
und § erlangt, weun man ! mittelst einer Fliche S, aus ¥ ausschliesst
und wie eine Ausnahmestelle behandelt. Nennt man das von S, ein-
geschlossene Volumen ¥, so wird durch den Ausschluss von ¥, die
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Gleichung (4.) nur so weit geiindert, dass auf ihrer rechten Seite noch

der Ausdrock
1
1f( °y lan) Y s
ix Yep " rap/ ) T

hinzutritt; derselbe ist, wie aus (3.) leicht folgt, von der Gestalt der
Fliche S, unabhiingig.

Bei unbegrenzter Verengerung von S, convergiren beide Theile
dieses Ausdruckes stetig gegen Null

Fiir den zweiten Theil ergiebt sich dies unmittelbar aus den iber
¢ und die Linge von ! gemachten Voraussetzungen. Um das Niimliche
fir den ersten Theil zu beweisen, nennen wir R die kiirzeste Ent-
fernung von &85, bis zur Linie [, (rp) den Winkel zwischen r und @p,

WOTaus g—; = — cos (rp) folgt, und setzen

1
PR
R r 1 dv 1 o8 {rp} 1 E
ﬁ("‘a; - ﬂr) -5 (Be-=5 Rig) = o
wodurch derselbe die Form fﬁ} —:‘ annimmt. Ist daher unter den
sbsoluten Werthen, welche @ withrend der Integration erlangt, 2 der
d¢8
grosste, so ist dieser Theil numerisch kleiner als Q f —‘}f‘-
Liisst man aber alle Elamanta 28, immer niher an ! heranriicken,
B0 cOnvergiren R-S-E, R— R au , also auch H au und Rj; stetig
gegen Null. Dies ist nn.ch e. mcht anders mﬁglmh als dass zugleich
.'In;_h‘ und umsomehr Rv = R log R LEETE verschwindet. Solange also

O nicht unendlich nahe an einem Punkte von ! liegt, convergiren
mit R zugleich alle Werthe von w, also auch £ stetig gegen Null.
Ertheilt man der Fliche S die Gestalt einer Rihre!), deren zu !
senkrechter Querschnitt ein Kreis vom constanten Radins R ist, wih-
rend sein Centrum auf [ liegt, und schliesst die Réhre durch zwei
Halbkugeln, deren Mittelpunkte den Anfang und das Ende von [ bilden,

so wird | 2S5, =2x Rl + 4x R, wenn [ die Linge der Linie I he-
deutet; also wird bei verschwindenden Werthen von R an der Grenze

a8
f Iil— = 2xl

1) Note 2.
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Folglich wird f mafs‘ numerisch kleiner als das Product zweier
Grossen 2 und 2xl, von denen die ersters verschwindet, wihrend die
andere nicht Qlber alle Grenzen wiichst, woraus das Behauptete folgt.

Unter den Vorsussetzungen des Lehrsatzes wird also v in jeder
messbaren Entfernung von ! durch denselben Ausdruck dargestellt, den
man erhilt, wenn v auch an [ entlang den Bedingungen 4. und B.
geniigt.  Folglich ist dieser Ausdruck, und mit ihm v als einwerthiges
Potential an ! entlang jeder mit den iibrigen Voraussetzungen des
Lehrsatzes vereinbaren Verletzung von 4. und B. unfihig.

h. In art. II. C. ist der Fall ausgeschlossen worden, wo v oder
eine seiner ersten Derivirten in allen Punkien einer Fliche unendlich
oder unbestimmt wird.

Der Grund hiervon ist folgender. Legt man um die Fliche [ eine
von S abgeliste Fliche S, so wiirde man unter der Voraussetzung,
an [ entlang werde eine erste Derivirte von v oder v selbst unendlich
oder unbestimmt, im Ausdrucke von v, ein Glied (S,) erhalten, in
welchem die unter dem Integralzeichen stehende Funetion bei fort-
gesetzter Verengerung von S, schliesslich aufhért, die Integration zu
gestatten.

Daraus darf man indessen nicht schliessen, dass es keine Aus-
driicke gebe, welche ausserhalb der Fliche [ ein einwerthiges Potential
v darstellen, aber an ibr entlang unendlich oder unbestimmt werden.
In den bis jetzt untersuchten Fillen muss diese Erscheinung jedoch als
eine wirkliche Divergenz des Ausdrucks von v bezeichnet werden, da
sie bloss an der Form des Ausdruckes haftet, und durch Aenderung
dieser Form beseitigt werden kann. Beispiele dieser Art erhiilt man,
wenn man den aus art. V. b. folgenden Ausdriicken fiir die Derivirten
der in art. XIL r. bezeichneten Potentiale auch noch an den Ausnahme-
stellen eine Bedeutung einriumt.

Aus den vorstehenden Lehrsitzen ergeben sich als Corollare die
folgenden, in denen die jedesmalige Bedeutung von R aus dem Vor-
hergehenden erhellt.

i. In einem Punkte oder einer Linie von endlicher Linge, die
keiner anderen Ausnahmestelle angehiren, kann ein einwerthiges
Potential oder eine seiner ersten Derivirten niemals unstetig oder un-
bestimmt werden, ohne dass eine der letzteren unendlich wird.

k. Wird das einwerthige Potential v oder eine seiner ersten Deri-
virten in dem, von jeder anderen Ausnahmestelle getrennten Punkte m

unendlich, so kann mindestens eine der Griissen R’%, H’—f.-;, R’g—:
nicht bei jeder Richtung von R mit R zugleich verschwinden.
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. Wird das einwerthige Potential v oder eine seiner ersten Deri-
virten in jedem Punkte einer Linie unendlich, die weder von unend-
licher Linge ist, noch einer anderen Ausnahmestelle angehdrt, so kann

mindestens eine der Grissen R 3’ , R h, R-E—' nicht bei jeder unbe-
= dy dz

grenzten Abnahme von It gegen Null convergiren.

VIIL

Wenn wir daher die einwerthigen D'otentiale v nach ihren Ver-
stissen gegen die Bedingungen 4. und B. ordnen, so bleiben folgende
Fille ibrig:

1. Diese Bedingungen werden im ganzen Raume erfilllt (art. IX.).

2. Ausnahmepunkte. Das Product aus einer der ersten Derivirten
von v und dem Quadrate der Entfernung R von einem festen Punkte p
convergirt nicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von R gegen Null
(art. X.).

3. Ausnahmelinien. Das Product aus einer der ersten Derivirten
von v und dem kilrzesten Abstande R von einer Linie ! convergirt
nicht bei jeder unbegrenzten Abnahme von R gegen Null (art. XL).

4. Ausnshmeflichen. Beim Durchgange durch eine Fliche von
endlicher Ausdehnung erleiden v oder seine ersten Derivirten plitaliche
Aenderungen (art. XIL).

Wenn die Fliche S sich mit Ausscheidung aller Theile des
Haumes, in denen die Bedingungen 4. und B. erfillt sind, immer enger
an die Ausnahmestellen anschliesst, so zerfillt sie zuletzt in soviele
von einander getrennte Theile, als Ausnahmestellen vorhanden sind.
Jedem dieser Theile entspricht im Ausdrucke von v ein Glied, welches
einer der drei zuletzt genannten Gattungen von Potentiaslen angehirt.
Folglich kann jedes Potential v durch eine Summe von Potentialen der
vorhin bezeichneten vier Gattungen dargestellt werden.

IX. Erster Fall

m. Wenn den Bedingungen 4. und B. im gavzen Raume, ohne
Ausnahme irgend einer Stelle, Genfige geschieht, so ist in
jedemn Punkte O des Raumes

JEV
ﬂﬂ=J P;"!

sobald das Integral zur Rechten unabhingig von der Anord-
nung der Integration convergirt.

In der That fillt jetzt aus der Gleichung (4.) das Integral (S) weg, da
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es nicht mehr nétig ist, aus ¥ einzelne Theile wegen einer dort statt-
findenden Verletzung von A. oder B. auszuscheiden.

Es folgt hieraus, dass man jedes einwerthige Potential v durch

Subtraction eines Integrals f “fv in ein anderes, w, verwandeln kann,

welches susserhalb der Ausnahmestellen der Bedingung Aw =0 ge-
niigt, wihrend die an diesen Stellen selbst stattfindenden Verstisse
gegen A. und B. ganz ungeindert bleiben.

X. Zweiter Fall. Ausnahmepunkte,

Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen 4. und B. nur in
einem einzigen Punkte p statt, und ist p iiberall = 0, so wird ausser-
halb der den Punkt p einschliessenden Fliche S

vy = (8),
und dieser Ausdruck ist, wie man aus (3.) fir o =0 und w—%

schliesst, von der Gestalt der Fliche S unabhiingig, solange sie p ein-,
0 ausschliesst.

Nimmt man daher filr S eine Kugel vom Halbmesser R und dem
Centrum p, so wird

2l '
1 r 1 dv .
"n';;f(" iR~ ?a—R)R""’

solange R kleiner als die Strecke Op ist, und die rechte Seite von R
unabhiingig.
Soll in p iiberhaupt eine Verletzung von 4. und B. miglich eein,
80 darf sich dieselbe nicht innerhalb der in f. angegebenen Grenzen
halten. Stellt man also die Bedingung, dass
i do v
R By Fa
bei abnehmendem R nicht dber alle Grenzen wachsen, dass dies aber
bei jeder Verkleinerung von v eintritt, so darf v jedenfalls nicht kleiner
als 2 sein. Nennt man die zuniichst dtber v liegende ganze Zahl
n+ 3, so kann »n nur eine der Zahlen 0, 1, 2, .. . bedeuten, und es
verschwinden
B2, R+tZ R+*20, und wegen d. auch R*+v
mit R zugleich, wihrend

1 e 1 00 nt1 8
R+ = R+ 7y’ R+,E;
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dber alle Grenzen wachsen. Es findet sich im Folgenden, dass
ve=1 4 2 sein muss.

1. Nimmt man zuniichst filr n seinen kleinsten Werth Null, und
lisst R abnehmen, so reducirt sich die rechte Seite der aus der obigen
folgenden Gleichung

1
F:
d r—r) R" 3
uu__h"‘fff' toa+ L /(Riuan+' LomE 3_;)”

in welcher r, die Entfernung von O bis p bedeutet, an der Grenze
auf ihr erstes Glied, da R'g_—; der Voraussetzung gemiss, also nach d.
auch R'v und, weil die Differenz der Dreiecksseiten r, r, kleiner
als die dritte Seite R ist, (r—r,)R* /% verschwindet. Der Factor

;i@-vﬂ'aa =f§—;a&' muss nach dem Obigen einen von R oder der
Gestalt von S unabhingigen Werth — 4z M haben.

n. Sobald im ganzen Raume ¢ = 0 ist, und ausserhalb des

Punktes p nirgendwo ein Verstoss gegen die Bedingungen A.
und B. stattfindet, ferner bei unbegrenzter Anniéherung an p

dv dv de
R? 3z R 7y’ R'E
verschwinden, und

do .
f&—F(,S-—d-er

M
Uq—r—’.‘_

Bei der Anwendung dieses Satzes auf die Umformung von " kann

r
man susser den Bedingungen des Satzes noch beliebige andere Eigen-
schaften dieser Function benutzen, da diese mit jenen nicht im Wider-
spruche stehen, sondern aus ihnen folgen.
2. Fir den allgemeinen Fall, wo n eine beliebige positive ganze
Zshl ist, mag Folgendes genilgen.
Entwickelt man % mittelst des binomischen Satzes oder anf andere

Weise nach steigenden Potenzen der Unterschiede z — 1, y — m, s —n
zwischen den Coordinaten z, y, # des Flichenelements R'¢ und den
Coordinaten I, m, n von p, so erhilt man eine Reihe

ist, folgt

—‘-'+++

r
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in welcher T, ein homogenes Polynom u** Grades jemer Coordinaten-
differenzen ist. Da die Nenner von z, y, # unabhiingig sind, so ist filr
jedes p AT, =0, folglich, wie aus (3.) fir ¢ =0 und w = T, folgt,

das Integral
M ‘f T 1 a"],s'
v [ﬂﬁF_ #apl"

von der Gestalt der Fliche S unabhiingig, solange sie den Punkt p
einschliesst. Sein Werth bleibt also ungeiindert, wenn man fiir § die
im vorigen Falle construirte Kugel nimmt, und R nach Belieben ab-
nehmen lisst. PR

Vereinigt man nun in den Reihen fiir % und T;I alle Glieder,

welche im Nenner eine hihere Potenz von r, enthalten, als die (n 4 1),
in einen Rest, so fallen bei fortgesetzter Verkleinerung von R ‘aus
dem Ausdrucke fiir v, unter den obigen Voraussetzungen die von den
Resten beider Reihen herriihrenden (lieder weg, und es ergiebt sich

M, M, M,
Vn"_,'.:'i'ﬁr"'“"l",_:?l‘
Die Factoren M, sind beliebige Kugelfunctionen p™* Ordnung der
Winkel, welche die Richtung pO bestimmen. Die in ihnen verfilg-
baren Constanten bestimmen sich bei den Anwendungen meistentheils

sus den in der Regel bekannten Zeichenwechseln von g% und seinem
»

Verhalten bei wachsenden und sbnehmenden Werthen von r,, wobei
nach dem Obigen eine ungefihre Schitzung des Werthes von
hinreicht.

3. Auch in dem Falle, wo die ersten Derivirten von v bei unbe-
grenzter Anniherung an p rascher anwachsen, als jede Potenz der
reciproken Entfernung von diesem Punkte, stellt das Integral

1
8=
Lp]-ﬁf(ug;f-;gg)m,

noch immer v im ganzen Raume ausserhalb der um p gelegten Kugel
dar, und zwar ist sein Werth vom Halbmesser R dieser Kugel véllig
unabhingig.

Wenn {iberhaupt ein Integral der vorstehenden Form [p] mit ab-
nehmendem R gegen eine von Null verschiedene feste (irenze conver-
girt, so geht es dort als einwerthiges Potential in ein solches {iber,
welches in p, aber nicht ausserhalb dieses Punktes eine Ausnahmestelle

E. B.Ohristoffel, Gessmmolte Abbandlangen. I. 14
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besitzt. Liegt in einem solchen Falle p auf einer Ausnahmelinie oder
Fliche von v, so sagen wir, es finde in p ein Verstoss gegen die Be-
dingungen 4. und B. statt, welcher auch in einem isolirten Ausnahme-
punkte mdglich ist.

Jedes einwerthige Potential v lisst sich daher durch Bubtraction
von Integralen der obigen Art in ein anderes, w, verwandeln, welches
von allen in isolirten Ausnahmepunkten moglichen Verstissen gegen
A. und B. befreit ist. Dann muss das, mittelst dieses Potentials e«
gebildete Integral [p], wo immer der Punkt p gewihlt werden mag,
bei unbegrenzter Abnahme von R entweder von R abhingig bleiben,
oder wenn es eine feste Grenmze hat, mit R sugleich verschwinden.
Denn wenn [p] bei abnehmendem R zwar von R unabhingig wirde,
aber nicht gegen Null convergirte, so wiire p einem isolirten Aus-
nahmepunkte gleich zu achten.

XI. Dritter Fall Auosnahmelinien.

Findet ein Verstoss gegen die Bedingungen 4. und B. nur aof
einer Linie | von endlicher Lénge statt, und ist p fiberall = 0, so ist
ausserhalb der [ einschliessenden Fliche S

v = (8),
und dieses Integral ist von der Gestalt der Fliche S unabhingig, so-
lange sie [ ein-, und O ausschliesst.

Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, dass die Linie ! nicht
sus getrennten Stlicken besteht, und diberall stetig gebogen ist. Diese
Voraussetzung bildet keine wesentliche Einschriinkung der Untersuchung.
Besteht namlich | aus mehreren von einander getrennten, aber stetig
gebogenen Theilen, so setzt sich (§) aus ebensoviel Integralen von der
Art zusammen, auf welche wir uns hier beschrinken; hingt [ zusammen,
jedoch so, dass stetig gebogene Theile bei ihrem Zusammentreffen Ecken
bilden, so kann man dies so ansehen, als ob zwei stetig gebogene Linien
einen Endpunkt mit einander gemein haben.

Stellt man nun die Bedingung, dass die Grssen

dv dr i

ko, E 3 o
bei unbegrenzter Abnshme der kiirzesten Entfernung R vom Punkte
z,y, # bis zor Linie | niemals {iber alle Grenzen wachsen, dass aber
jede Verkleinerung von v dies zur Folge habe, so darf » nicht < 1
sein, weil sonst nach art. VIL g. an | entlang jeder Verstoss gegen
A. und B. unmiglich sein wilrde. Ist » + 2 die zuniichst ilber »
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liegende ganze Zahl, also n eine der Zahlem 0,1,2,..., so ver
schwinden hiernach die Grdssen

R‘*'g;, R‘“-g—-:, R"“-g—:, und wegen d. R*+ly :
mit R zugleich an | entlang, wihrend von den Grdssen

de do fe
R By By

mindestens eine fiber alle Grenzen wichst.

Wir schliessen den Fall aus, wo in einzelnen Punkten von ! solche
Verstosse gogen A. und B. stattfinden, wie sie nach dem vorigen art.
such in isolirten Punkten mdglich sind.

Dann ist v bis suf eine begrenzte Anzahl von Grissen bestimmt, .
iber die zu seiner vollstindigen Definition noch in jedem einzelnen
Elemente von [ verfiigt werden muss. (Vergl. unten (8)).

For die folgende Untersuchung ist es zweckmiissig, der Fliche S
die folgende Form fu geben. Wir bezeichnen die Endpunkte von [
durch a und ¢, zwei benachbarte Punkte von | durch a, und ¢, und
setzen nun S zusammen aus einer um a,¢ als Axe gelegten Rihren-
fliche S;*) vom Halbmesser R, und zwei fiber @ und e hinausreichenden
Verschlusssticken S,, S,, von denen jedes sich mittelst eines der
Normalebene von | angehirigen Streifens an S, senkrecht ansetzt. Die
spiater zu benutzende Folge dieser Einrichtung besteht darin, dass ver-
schwindende Aenderungen von R die Endpunkte der Axe a,e, von S,
ungeiindert lassen.

Bezeichnet man die Theile von (S), welche von der Integration
iber die Stficke S,, S,, S, von S herrilhren, durch (a), (I) und (e),

so’ wird
vy = (a) + () + (e).

Wir begionen nun mit der Untersuchung des Integrals (I) fiir ein
ohne Ende abnehmendes K.

Ist g ein zwischen a und e liegender Punkt von I, s die Linge
des Bogens ag, so dass s zu- oder abnimmt, jenachdem g an ! entlang
nach e oder @ riickt, und ist 7s das von ¢ aunsgehende Bogenelement
von I, P der Krtmmungsradius in ¢, 6’ der Winkel zwischen P und
einem von ¢ ausgehenden Halbmesser der Rohrenfliche 8, so wird das

Element 35, der letsteren = R (1 — 25") 2035, und da R zu ibm
senkrecht steht,
1) Note 2.

14*
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"

al
o-&f (ri-203) (- 2g0)eoa
wo der Accent am Integralzeichen bedeutet, dass die Integration nach
s sich von a, bis ¢ erstreckt.

Seien 1z, y, # die Coordinaten von g, die wir als Functionen von s
betrachten, und z', y, ¢’ ihre ersten, z”, y", 2" ihre zweiten Derivirten
nach 8. Durch ¢ legen wir drei rechtwinklige Axen ¢T, ¢ P, q.N, von
denen die erste in die Verlingerung von 4s fillt, die zweite nach dem
Krilmmungscentrum und die dritte so gerichtet ist, dass sie zusammen
durch blosse Drehung beziehungsweise in die Richtung der wachsenden
z, y, # gebracht werden konnen. Setzt man nun

Yi'—dy'=A, fz"—3"=1B, z'y'—yi"=C,
so werden die Cosinus zwischen diesen und den positiven Axen der
z, y, £ folgende:
Richtungscosinus von ¢T': 2° ¢ #
Richtungscosinus von g P : Pz" Py" Ps”
Richtungscosinus von ¢N : PA PB PC.

Bezeichnet man ferner durch r, die Entfernung von ¢ bis 0, und durch
a, b, ¢ ihre Richtungswinkel, so wird

cusa—%, mb—g—r{,, mac-g—r;,
wenn X, ¥, Z wie frither die Coordinaten von O sind.

Dies vorausgeschickt, lisst sich die Entfernung r von O bis zum
Elemente 7S, in eine fir den gegenwirtigen Zweck passende Form
bringen. Bezeichnet man pi&mlich durch ¢ den Endpunkt von r auf
28, so sind r, R und r, die Seiten des Dreiecks g 0o, also wenn w
den r gegentiberliegenden Winkel 0gO bedeutet, r*=r} —2r, Rcosw + R*.
Zur Bestimmung von o seien ferner 4 und 1’ die Neigungswinkel von
v, und R gegen g7, f und nach dem bereits oben Festgestellten 6’ die
Neigungswinkel der durch g7 und die Geraden r,, R gelegten Ebenen
gegen die Krilmmungsebene T'qP; dann wird

co8 @ = co8 4 cos 1’4 sin 4 sin 4’ cos (' — @),

oder cosm==gin i cos (60— @), da R zu ¢TI senkrecht steht, also
A= 90" ist. Daraus folgt

! e 3 — 2r R gin 1 cos (0'— 0) + R?,
wihrend 1 und 6 durch die Gleichungen
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cosl=z'cosa +ycosb + & cose,
sin i cos @ = Pz"cosa + Py cosb + Pe" cose,
sinl sin @ = PA cosa + PBcosb + PCcosc
bestimmt sind.
In diesem Ausdrucke von r hingen r,, 1 und 6 nur von der Lage

der Punkte ¢ und O ab, aber nicht vom Halbmesser R und auch nicht
von 6. Da r,> R ist, so folgt

1 - B™

T -g o F,
wo unter P, die Kogelfunction P, (sin 1 cos(¢'— @) zu verstehen ist.
Fhrt man dies in den Ausdruck von ([) ein, und setzt zur besseren
Uabernicht

‘do deglr _ degf
il cos @ feod wﬂfal&ﬂ’
aR P, W. = Vo e P" _P“‘;H‘i" = Vv

go wird . .
@ —IZ'm.R'U,I, -—_'Z'.H'“ U,

-ljun-ﬂ V.. + _nﬁ“n-ﬂr_.

Da in den Ausdrlicken U und ¥V die Integration zwischen endlichen
Grenzen stattfindet, die nach dem Obigen bei unchmdnndan

Anderungen von R ungeiindert bleiben, und zwischen denselben —ﬂ
nicht unendlich oder unbestimmt wird, so ist

8 U Vs
I B o

Solange aber der Endpunkt O von r, susserhalb der um I mit dem
Halbmesser R beschriebenen Réhrenfliche liegt, werden U, , und seine
Derivirte U, oberhalb R = 0 weder unbestimmt, noch unendlich, noch
unstetig; dssselbe gilt von ¥_, und ¥_. Folglich kann man nuf diese
Functionen von R den Lehrasts d. des art, VIL anwenden, und erhilt,
wenn der Fall wo R™+'[_ oder R**'¥, bei verschwindendem R un-
bestimmt, unendlich oder unstetig wird, ausgeschlossen wird, fiir m > 0

limmR*"U,, =—lmRBR"*+'U,_,

lim mR™+1V, | - — T]m&ﬁ"“?

U, -
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Da ferner wegen der f'EIr ga-talltan Bedingungen in der ersten von
den vorstehenden Glmuhnngon beide Seiten flir m >n, in der zweiten
fir m 4+ 1 > n verschwinden, so folgt

lim (1) = lim 3‘3‘“1"-‘ R*+'V,— RU,— EER-“U ]
[']

Em—=1

() lim[l]—l.im[ RU+22( RV, —H‘“U]

Dies vorausgeschickt, unterwerfen wir v an I entlang der Be-
dingung, dass bei unbegrenzter Abnahme von R in jedem Punkte g,
fir jeden Werth von § und fir m =0, 1, .

() lim R=+! cul{ﬂﬂ f)e8'=—4x(A, cosf + B_sinf)

sei, wo A_ und B_ von f unabhingige Functionen des Bogens s sind,
welche die Integration an ! entlang in dem zur Bildung von lim (I)
erforderlichen Umfange gestatten.

Aus dem bekannten Ausdrucke fiir die Kugelfunctionen

P_(cos A cos 1’4 sin A sin 1’ cos (§'— 6))
erhilt man filr 1'= 90°

P, (sin 4 cos (F — ) = 1,

P,(sin 4 cos (§'— 6)) == sin 4 cos (6'— 0)

und allgemein
P, (sin 1 cos (6'—6)) = A, cosm (6'—0)+ 4, , cos(m—2)(0'—8)+---,
wo

-2 ({:"J).:am i

ist. Die librigen Factoren A sind ebenfalls von 6’ und @ unsbhingig,

kommen aber bei der folgenden Untersuchung nicht in Betracht.
Wendet man nimlich den vorstehenden Ausdruck von P, auf die

Bestimmung des

. Hl-l-i F T .

lim = J 5 Pat®

an, indem man von m = 0 an aufwiirts schliesst, so zeigt sich sofort,

dass P_ durch sein erstes (lied ersetzt werden kann, und es ergiebt sich

. R [
fiir m =0 llIﬂT EPQ’E-_A-Q:
. R e, . .
fir m=1,2,...n lim= _— | %P, i0=—4,(4,cosmb+B,sinm6).
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Ebenso findet sich flir m =1,2,...n
li ”mf P, c0s60'i0'=—4 A _, (A, cos(m—1)6+ B, sin(m—1)6).

Daraus ergeben sich die folgenden Ausdrilcke, aus denen in (&) der
Grenzwerth von (I) zusammengesetzt ist:

([ lm—RT, -figa—‘

o Rmet (2m)! J-inz"u,m-au.-ims}a
() lim— R+ = 2[‘,_ wh s,

(@ml) [“sin1™ (4, co8(m—1)0+ B, sin(m— “’Jar
T (@™ m)’ P

die Accente an den Integralzeichen bedeuten, dass die Integrlhun an |
entlang von a, bis ¢, zu erstrecken ist.

Lisst man daher die Flichen S, und 8, sich bis zu den Punkien
a, und ¢, erstrecken, und ersetzt sie nun der Einfachheit wegen durch
Kugeln mit den Halbmessern aa, = ¢,, e¢, = ¢, und den Mittelpunkten
a und e, so gehen im Ausdrucke von v, (a) und (¢) in Integrale [a]
und [e] (voriger art.) {iber, und es folgt

t, = [a] + lim (I) + [e].
Dieses Resultat umfasst verschiedene Fille.

1. Wenn die durch A4_ und B, bezeichneten Functionen von s so
beschaffen sind, dass von den Integralen (3.), sus denen lim (7) besteht,
einzelne divergent werden, wenn man sie bis zu den Endpunkten a
und e von | erstreckt, so bilden die Integrale [a] und [¢] wesentliche
Bestandtheile des Ausdruckes von v,, indem sie zur Ausgleichung der,
bei abnehmenden Werthen der Halbmesser ¢, und ¢, eintretenden
Divergenz von lim () dienen.

2. Wenn dagegen die Functionen A und B die Integration such
bis an die Enden von ! hinan gestatten, so kann man ¢, und ¢, ver-
schwinden lassen, und verlangen, dass such [a] und [e] verschwinden.
Denn da in diesem Falle jedes der Integrale [a] und [e] fir sich gegen
eine feste (irenze convergirt, so wilrden sie, falls diese Grenzen von
Null verschieden wiiren, in den Ausdruck von v, zwei (lieder liefern,
welche man nach dem Bchlusse des vorigen art. auch dadurch ein-
fithren kann, dass man einen isolirten Ausnshmepunkt nach & und
einen nach e riicken lisst, und welche ebenso durch Beseitigung dieser
Ausnahmepunkte ohne eine Abinderung in den brigen Bedingungen
entfernt werden kénnen, wie es oben als geschehen vorsusgesetzt
worden ist. Daraus folgt der Satz:

im—1..
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0. Es sei v ein einwerthiges Potential, welches nur auf einer un-
unterbrochen zusammenhiingenden und stetig gebogenen Linie
von der messbaren Linge | gegen die Bedingungen A. und B
verstisst, und such auf dieser von allen in isolirten Aus-
nahmepunkten mdglichen Verletzungen dieser Bedingungen
befreit ist. Wenn alsdann im ganzen Raume ¢ = 0 ist, und
an [ entlang bei unbegrenzter Abnahme von R

1) lmB+* 32 =0, lmB+157=0, lim B+77 = 0,
2) Mrm=0,1,...n lmE [8cosmos0'm — 4z,

3) fuirm=12...0 limR"" —nmmﬂ’aﬂ*——drxﬂ

ist, so ist fiir jeden Punkt O ausserhalb ! v,= lim (7) oder

o [ 42
{2m]) #in 1™ (4, cosmf + B, sin m#f)
+ 2[’-“!)1 [ ”l+l
|m1"1{ALm{n—l}ﬂ 4+ B, Im{m—l}ﬂ)]
Pry

vorausgesetzt, dass die Functionen A und B, die Integratiom
iber die ganze Linie [ hinweg gestatten.
Mittelst der hier anwendbaren Siitze d. und e. des art. VIL er-

geben sich aus den Bedingungen 2) und 3) folgende Eigenschaften
des vorstehenden Potentials:

lim e ﬁaa' —-—dxd,

limmR™ fvcosmb'cf = dxA

firme1,2...0
limmB™ vsinmb'36= 4xB_

Dieselben kinnen ebenfalls dazu dienen, um zu einem gegebenen Auns-
drocke von v die Grissen 4 und B zo bestimmen.

Einfache Beispiele zu beiden Fillen erhilt man durch conforme
Umbildung einwerthiger Functionen von f 4+ iy, welche nur in einer end-
lichen Anzahl von Punkten der r, y Ebene unendlich werden, oder
ihrer reellen Bestandtheile. Betrachtet man némlich eine solche als
Function von , y, 3, so verhilt sie sich wie eine den Bedingungen des
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art. 1. fir ¢’ gleich Null genfigende Function v, die nebst ihren ersten
Derivirten g-!, g—: suf geraden Linien, die zur 3-Axe parallel sind, un-
endlich wird, und susserhalb derselben endlich und stetig bleibt. Diese
Linien werden durch die conforme Umbildung in Kreisbigen ver-
wandelt, deren Enden im Mittelpunkte des Raumes z, y, # zusammen-
stossen. Die rationalen Functionen liefern Beispiele zum zweiten Falle,

lug@ kann zar Erliuterung des andern dienen.

3. Wenn die ersten Derivirten von v an ! entlang unendlich gross
von unendlich hoher Ordoung werden, so stellt der Ausdruck
(8) = (I) + (@) + (¢) noch immer v ausserhalb der Fliche S dar, und
sein Werth ist auch jetzt noch vom Halbmesser B und der Form von
S, und S, unabhingig. Allgemein geht jeder Ausdruck dieser Form,
der von der Umgestaltung der Fliche S unabhingig wird, wenn sie
sich immer enger um ! zusammenzieht, an der Grenze als einwerthiges
Potential in ein solches flber, welches ausser der Linie / keine andere
Ausnahmestelle besitzt. Man kann daher durch Subtraction von
Potentialen dieser Gattung jedes einwerthige Potential v in ein anderes,
w0, verwandeln, welches so beschaffen ist, dass der mittelst der Werthe
von w gebildete Ausdruck (S) fir jede beliebige Linie I bei fort-
gesetzter Verengerung der Fliche S entweder von der Gestalt dieser
Fliche sbhingig bleibt, oder falls er eine feste Grenmze hat, an der-
salben verschwindet.

XII. Vierter Fall. Ausnahmeflichen.

Die Bedingungen 4 und B. werden nur an einer zusammen-
hiingenden Fliche f entlang verletzt, von welcher wir voraussetzen,

1) dass sie keine unendlich weit von einander entfernten Punkte
enthillt, und dass die Linge ihres Randes, wenn ein solcher
vorhanden ist, nicht unendlich gross ist;

2) dass die Anzahl ihrer Ecken und Kanten, so wie die Zahl
ihrer Durchschnittspunkte mit Geraden von verschwindender
Lénge und mit Curven, die zu ihrem Rande oder zu einer be-
stimmten, auf ihr verzeichneten Linie ! (vergl unten 3)) in
unendlicher Nihe parallel sind, nicht unendlich gross ist.

Wir setzen ferner vorans, dass p im ganzen Raume asusserhalb f

gleich Null ist. In diesem, wie in den frilheren Fillen darf aus dem
Umstande, dass Av sof f selbst nicht gleich Null gesetzt werden
kann, nicht geschlossen werden, ¢ habe dort von Null verschiedene
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Werthe, weil auf [ selbst von der Bildung des Ausdruckes v fiber-
haupt keine Rede sein kann.

Den Fall, wo v oder eine seiner ersten Derivirten in allen Punkten
eines Flichenstlicke von endlicher Ausdehnung unendlich oder un-
bestimmt wird, haben wir bereits susgeschlossen. Wir figen hierzu
noch weitere Beschrinkungen in den an f entlang voranszusetzenden
Verstoesen gegen 4. und B. Diese Verstiese bestehen nach art. VIII
in blossen Unstetigkeiten, welche v oder seine ersten Derivirten beim
Durchgange durch f erleiden, und welche, abgesehen von einzelnen auf
f liegenden Punkten und Linien, mit keinem Unendlichwerden dieser
Functionen verbunden sind. Die Beschrinkungen, denen wir diese Un-
stetigkeiten unterwerfen, betreffen 1) die Geschwindigkeit, mit welcher
v oder seine ersten Derivirten anwachsen diirfen, wenn man solchan
Punkten und Linien von Aussen her, und 2) die von jener wohl zu
unterscheidende Geschwindigkeit, mit welcher ihre Spriinge wachsen
diirfen, wenn man diesen Stellen an der Fliche /' entlang immer
niher riickt.

Wenn die Unstetigkeiten von v oder seinen ersten Derivirten sich
bis an den Rand 1 der Fliche f erhalten, s0 werden diese Functionen
auf dem Rande selbst unbestimmt, indem sie beim Umbiegen um den-
selben alle beim Durchgange durch f dibersprungenen Werthe in stetiger
Reihenfolge durchlaufen. Folglich gehért der Rand 4 im Allgemeinen
ebenfalls zu den, auf f noch besonders zu unterscheidenden Ausnahme-
stellen, von demen er bloss durch seine Lage auf f unterschieden ist.

Wenn suf f in irgend einem Punkte oder an einer Linie entlang
eine, such in isolierten Punkten oder Linien mdgliche Verletzung
von A. stattfindet, so kann man dieselbe ohne eine Aenderung in den
ibrigen Bedingungen dadurch vollstindig beseitigen, dass man aus dem
Ausdrucke fiir v eine von den im zweiten und dritten Falle auftreten-
den Formen ausscheidet. Wir setzen dies als geschehen voraus, und
beschrinken dem entsprechend das Unendlichwerden von v und seinen
ersten Derivirten durch die unten folgende vierte Bedingung.

Dies festgestellt, betrachten wir f als einen Spalt im Raume, und
bezeichnen einen Punkt o von f, jenachdem er als auf der einen oder
der andern Beite des Spaltes liegend betrachtet wird, durch o, oder o,,
die Werthe von v in diesen Punkten durch v,, v, und unter der Vor-
sussetzung, dass man beim Differentiiren von o0, und o, aus auf dem,

iiber beiden Seiten des Bpaltes von ihm abwirts errichteten Normalen

forbachreitet, seine Derivirten durch g} und j—;: Daan stellen sich die

an f entlang zu erfilllenden Bedingungen wie folgt:
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3) Mit Ausnahme von isolirten Punkten m, einer Linie ! (vergl.
oben 2)) und des Randes i sind v und seine ersten Derivirten
suf beiden Seiten von f nirgendwo unendlich oder unbestimmt.
Die Punkte m sind nur in begrenzter Zahl vorhanden, und die
Anzahl der Ecken von ! und A, sowie die Lioge von | ist
ebenfalls nicht unendlich gross.

4) Legt man um jeden Punkt m als Centrum eine Kugelfliche S,
und um die Linien ! und 4 als Axen Réhrenflichen S, und §,,
simmtlich vom Halbmesser ¢, so soll zugleich mit ¢ jedes der

1
3=
tml—.‘—.f (vﬁ—%%%)ﬂﬂ-x
®

S i
1 r 1 dr
0 'Hf(“ﬁ‘?a—p “aﬁa

verschwinden.
5) Beim Durchgange durch f sind v und seine ersten Derivirten
unstetig, und zwar ist im Punkte o
én, , Ony
7p, + in 4xE,
v, —ty= 4z,
6) Ist R die geradlinige Entfernung von o bis zu einem Punkte
m, und nihert sich o, ohne f zu verlassen, diesem Punkte
auf einer beliebigen Bahn, so verschwinden

RIE, R1Q,

mit R zugleich, sobald fiir & eine passende, unter 1 liegende
positive Zahl gesetzt wird.

7) Nihert sich dagegen o, ohne f zu verlassen, einem der Linie I
oder 1 angehdrigen Punkte so, dass seine Bahn zuletzt in die
Normalebene dieser Linie fillt, so verschwinden zugleich mit
der geradlinigen Entfernung R beider Punkte die Grossen

RE, R,

wenn k wieder einen von 1 verschiedenen positiven echten
Bruch bedeutet.
In den verschiedenen Fillen, welche sich hier darbieten, kann k ver-
schiedene Werthe haben, welche jedoch simmtlich kleiner als 1 sein
milssen. Fir unsern Zweck reicht es hin, unter k den grissten von
allen diesen Werthen zu verstehen.
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Setzt man nun die um alle Ausnshmestellen von v zu legende
Fliche S zusammen aus den Flichen S_, S, S, (siehe oben 4)) und
den susserhalb derselben liegenden Theilen der Spaltflichen, und be-
zeichnet man durch &f;, und &f; die mit dem Elemente éf von f zu-
sammenfallenden Elemente der letztern, so geht die fiir jeden ausser-
halb S liegenden Punkt O gitltige Gleichung v, = (S) mit Ricksicht
suf die in 4) eingefilhrien Zeichen @iber in

] al ) # al
1 r_14ds 1 r_14deg
“o'i';f (“tai r op, fl"’ﬁf ("'EI T .n.) ot

+ () + (1) + Z[m],

wenn die Summation im letzten Gliede zur Rechten sich tber alle
Punkte m erstreckt, und in den ersten Gliedern der Accent andeutet,
dass die innerhalb der Kugeln und Rihren liegenden Elemente af von
der Integration ausgeschlossen sind.

In den beiden ersten (liedern lassen sich zunichst die anhprmhen-
oz o

r

den Elemente vereinigen. Beriicksichtigt man, dass in o E - =
ist, so ergiebt sich wegen f:]

(@) f‘“”’ f Qg of + 0) + () + Zim).

Nennt man ferner 2f,,, 8f;,, df; die Elemente der ins Innere von S,
&, 8, fallenden Theile von f, und setzt

/‘Ef_&- /521 ify =0, fiﬁ- U 8 W,

go kann man endlich schreiben

/Ea,r ‘/ﬂl Taf+ T,

IT=0O+@()—E—E,—0,—0,+ X(m]—-E,—0,)
gesetzt wird, und das Weglassen der Accente bedeutet, dass die Inte-
gration in den ersten Gliedern iiber alle Elemente von f ohne Aus-
nahme zu erstrecken ist.
Dabei ist jedoch vorausgesetzt, dass diese Glieder durch die Er-
weiterung ihres Integrationsgebietes weder unendlich, noch unbestimmt

wenn
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werden. Dies ist, wie im Folgenden gezeigt wird, wirklich der Fall,
solange die fiir E und 2, gestellten Bedingungen 6) und 7) erfiillt sind.
Werden dagegen diese Bedingungen so abgeiindert, dass die Inte-

grale Ear dfﬂ, 8f divergiren, wenn man die Integration
bis an I, 1 m hinan erutrenkt, 80 muss der ursprilngliche Ausdruck
(o) hoihehllten werden, indem nun die Glieder (1), (1), |[m] zur Aus-
gleichung der bei abnehmendem ¢ eintretenden Divergenz der ersten
Glieder dienen.

Wir werden beweisen, dass bei den obigen Bedingungen jedes ein-
zelne Glied von T mit dem Halbmesser ¢ zugleich verschwindet. Da
die Anzahl dieser Glieder wegen 3) keine unbegrenste ist, so ist das-
selbe dann auch von ihrer Summe T nachgewiesen.

Nennt man R die geradlinige Entfernung von 3f, bis m, und be-
zeichnet durch k den in 6) erwihnten positiven echten Bruch, so ist

1
Rl“E B a
m- B, o, fmoag i,

R'“IE 3-—
r

Mittelwerthe M und N, und setst f;ﬂl-m, 80 wn-d E, — Mo,

0, = No. Da wegen 6) der grosste Werth von M und N, und nach
Note 1. auch @ mit ¢ zugleich unter jede Grenze sinkt, so gilt das-
selbe von E_ und O,.

Bezeichnet man ferner durch R die auf einem Halbmesser der
Rohrenfliche S, gezihlte Entfernung von &f; bis zur Axe [, durch &
den in 7) erwiihnten positiven echten Bruch, und dm'ch M’, N’ passende

a_
Mittel ans den Werthen, welche R*E und R‘Q, in E und O,

wihrend der Integration durchlaufen, und setzt man E.I". ¢ =1, 80 wird
E =Mn, O,=N'n; und da wegen T) der grisste Wurth von M’
und N°, und nach Note 3. auch 5 mit ¢ zugleich unter jede Grenze
sinkt, so gilt dasselbe von E, und O, und aus demselben Grunde von
E, und 0,.

Man kenn dsher die Halbmesser der Flichen S, S,, S, so klein
wihlen, dass die durch ihr volliges Verschwinden bamrkt?n Aende-

rungen E, + E, + £ E,, 0,+ 0,+ X0, der Integrale fErﬂ’ und
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~oot
F

2, 3-1;: éf kleiner als alles Beliebige werden; folglich convergieren
1

diese Integrale ohne Unstetigkeit gegen feste Grenzen, wenn man sie
bis an I, 4, m hinan erstreckt.

Da sugleich mit ¢ wegen 4) auch jedes der Integrale (1), (1), [m]
verschwindet, so folgt ferner, dass der Unterschied T' zwischen v, und

1
=
der Summe der beiden Integrale f g und f ﬂ,ﬁaf unter jede
Grenze gedriickt wird, wenn man die Halbmesser der Flichen S, §,,
8, ohne Ende sbnehmen lisst. Daraus folgt:
p. Die Function v ist durch die Bedingungen 4., B., D. des
art. II und 3) bis 7) vGllig bestimmt, so lange die Fliche f
den Bedingungen 1) und 2) entspricht, und ¢ gleich Null ist,
und zwar ist fir jeden ausserhalb f liegenden Punkt O:

- 1
I
Ly

Aendert man insbesondere die Bedingung 5) dahin ab, dass ent-
weder 2, oder E gleich Null ist, so ergiebt sich:
g¢. Ist unter Vorsussetzung aller fibrigen Bedingungen v selbst
beim Durchgange durch die Fliche f stetig, dagegen

ée, , dn _
a, i 4zE,

wihrend E den in 6) und 7) gestellten Bedingungen genfigt,

so ist
Eaf
Eﬁ -Ir_ ¥

r. Ist die Derivirte von v nach der Normale der Fliche /' beim
Durchgange durch dieselbe nicht unstetig, jedoch
v, — vy, =4z,
wiithrend &, die in 6) und 7) gestellten Bedingungen erfillt,

so ist
a %
ﬂo — Ri 'BI ﬂ'f.

Diese Sitze gelten selbst dann noch, wenn im ersten Fall v, und

vy, im zweiten g—;l und g—;: in unendlicher Nihe von I, 1, m einen der-
1]
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artigen Verlauf annehmen, dass es nicht mehr gestattet ist, 2, resp.
E an diesen Btellen noch gleich Null zu setzen, wofern nur dort den
Bedingungen 6) und 7) Genfige geschieht. In der Tat kommen hier-
durch zn v, nur Integrale O,, 0,, O, resp. E, E,, E_, welche simmt-
lich kleiner als jede angebbare oder mit anzugebenden Werthen ver-
gleichbare Zahl sind.

Man kann endlich, ohne dass die vorstehenden Sitze ihre Giltigkeit
verlieren, die Bedingungen 6) und 7) durch die allgemeinere ersetzen,

; ; - . Edf

dass die ﬂbu'leman beliebigen Theil F" von [ erstreckten Integrale | —
a—

und n,#laf bei stetiger Erweiterung von F nie unbestimmt, un-

endlich oder unstetig werden, weil diese Bedingung das Verschwinden
von E_, O, E, O, E, und 0, nach sich zieht.

X111

Zu den im Vorangehenden untersuchten Gattungen einwerthiger
Potentiale mflssen nun noch als besondere Fille diejenigen gefgt
werden, bei denen die Anzahl der Ausnahmepunkte, die Linge einer
Ausnahmelinie oder der Inhalt einer Ausnahmefliche unendlich gross
ist, sowie diejenigen, welche Ausnahmestellen im Unendlichen be-
sitzen.

Wir bemerken in dieser Beziechung suniichst den folgenden Grund-
satz, der mit den nbthigen Modificationen in jedem der eben genannten
vier Fille Anwendung findet.

Wenn der Ausdruck v eines einwerthigen Potentials bei un-
begrenzter Erweiterung einer Ausnahmestelle ¥ zuletzt in
einen, vom (fesetze dieser Erweiterung unabhingigen Aus-
druck » {ibergeht, so stellt » dasjenige einwerthige Potential
dar, welches der ins Unbegrenzte erweiterten Ausnahmestelle
entspricht.

Bezeichnet man diese Letztere durch B, so reicht es zum Beweise
des Batzes hin, zu zeigen, 1) dass u ein einwerthiges Potential ist, 2)
dass es ausserhalb B nirgendwo gegen die Bedingung 4. verstfest, und
8) dass u, soweit B mit ¥ zosammenfillt, stets dieselben Unstetig-
keiten wie v besitzt. Das Letztere folgt aus der Form des Aus-
druckes v, welche zur Folge hat, dass aus der Differenz u — v alle anf
¥ beziiglichen Theile wegfallen; da ausserdem der Unterschied zwischen
% und v pach den Bedingungen des Satzes durch hinlingliche Er-
weiterung von ¥ im ganzen Raume ausserhalb B unter eine beliebige
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Grenze hinabgedriickt werden kann, und v dort die beiden zuerst ge-
nannten Eigenschaften besitzt, so kénnen dieselben auch dem Ausdrucke
% nicht abgehen.

XIV.

Nach diesem Batze bleiben nur noch diejenigen einwerthigen Po-
tentiale zu untersuchen fibrig, welche Ausnahmestellen im Unendlichen
besitzen, ohne dass ihre Ausdricke sich aus den oben gefundenen durch
unbegrenzte Erweiterung einer solchen BStelle ergeben. Dieselben
miissen nach art. II. und VL aus den bisher betrachteten simmtlich
durch conforme Umbildung erhalten werden.

Zur leichteren Ubersicht gehen wir suf die in art. 1. definirte
Funetion v zurfick, indem wir p" = 0 setzen, und susserdem die Be-
dingung stellen, dass v von solchen Ausnahmestellen, die keinen Punkt
im Unendlichen besitzen, befreit ist.

Da hiernach die Ausnahmestellen von v entweder vollstindig im
Unendlichen liegen, oder ohne Unterbrechung aus den unendlich ent-
fernten Theilen des Raumes bis ins Endliche reichen, so kann man den
Raum g, p, 3 mittelst einer nie in getrennte Stiicke zerfallenden Fliche
in zwei Theile zerlegen, von denen der eine alle unendlich entfernten
Theile des Raumes und simmtliche Ausnahmestellen enthilt, wiihrend
der andere, den wir B nennen, von ihnen véllig frei ist. Dann lisst
gich der Werth v, den v in einem beliebigen Punkte © des Raumes
B hat, pach art. IIl. durch ein fiber die Oberfliche von B erstrecktes
Integral darstellen, dessen Werth infolge der fir v gestellten Be-
dingungen von der Gestalt dieser Fliche unabhingig ist, solange in B
keine Ausnshmestellen aufgenommen werden.

Dies festgestellt, legen wir um den Mittelpunkt p’ des Raumes
L, 9, 3 (art. IL) eine Kugelfliche £, um jede Ausnahmelinie von b
eine Rohrenfliche, und unterscheiden bei jeder Ausnahmefliche ihre
beiden Seiten, indem wir sie als einen Spalt im Raume ansehen.

Dann kénnen wir die Oberfliche von ¥ zusammensetzen 1) aus
demjenigen Theile ©_ der Kugelfliche &, der ausserhalb simmtlicher
Rihren- und Spaltflichen liegt, und 2) asus derjenigen Fliche &, die
durch simmtliche ins Innere von $ fallenden Theile der letzteren ge-
bildet wird.

Dehnt man nun die Bezeichnungen des art. IIL 1. auf den vor-
liegenden Fall aus, so folgt aus der Gleichung (0.) desselben art.

vy =(8) = (&,).
Lisst man jetzt 8 oder ©_ ins Unendliche rilcken, und & sich dem-
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gemiss erweitern, so sind zwei Fille méglich; entweder convergirt das
Integral (&), also wegen der fiir v gestellten Bedingungen auch (&_)
gegen eine feste Grenze, oder es ist dies nicht der Fall

1. Im ersten Falle geht (&) in eines von den im vorigen art. be-
handelten Potentialen iiber, und es wird demnach (€_) an der Grenze
ebenfalls ein einwerthiges Potential. Wir verwandeln dasselbe durch
conforme Umbildung, zu deren Mittelpunkt wir das Centrum p’ von
® nehmen, in ein auf den Raum z, y, # bezfigliches v. Dann ent-
spricht der Kugelfliche # in letzterem eine neue Kugelfliche K, und
den unendlich entfernten Theilen des Raunmes r, y, 3 das Centrum p’
von K. Man erhilt auf diese Weise (art. I.) ein einwerthiges Potential

0= %(‘E.],

welches ausserhalb p’ allenthalben den Bedingungen A., B, D. des
art. Il fir p = 0 gentigt, also zu den im art. X. behandelten gehbrt.
Folglich wird umgekehrt der Grenzwerth von (8,) im vorliegenden
Falle durch conforme Umbildung der in art. X. behandelten Gattung
von Potentialen erhalten, was in dem Falle, wo v im Unendlichen
nicht von unendlich hoher Ordnung unendlich wird, auf rationale ganze
Functionen von g, y, 3 fihrt.

2. Wenn dagegen bei fortgesetzter Erweiterung von R zwar die
Differenz von (€) und (&_) bei einem festen Werthe beharrt, aber
keines von beiden Integralen fiir sich gegen eine feste (irenze conver-
girt, so verwandelt sich v durch die nimliche conforme Umbildung in
ein einwerthiges Potential v, welches eine nicht bis ins Unendliche
reichende Ausnahmestelle besitzt, die sich im Punkts p’ schliesst. Der
Kugel # und dem zur Ausschliessung der Ausnahmestellen von v
dienenden System {§ von Rohren- und Spaltflichen entspricht im Raume
z, y, # die Kogel K mit dem Centrum p’ und ein System F von
Flichen, welche die Ausnahmestellen von v einschliessen. Beseitigt
man von beiden Flichen K und F diejenigen Theile, welche ins Innere
der andern fallen, und nennt die ibrig bleibenden Theile S, und §,
so wird v nach art. IV, durch die Gleichung

v = (5) + (5,)
dargestellt, und es ist nun nach art. IL

B =75©), —(5)=5(.).

Daraus folgt, dass bei fortgesetzter Verengerung von K oder S, zwar
die Summe der Integrale (S) und (S,) ungeindert bleibt, aber keines
von beiden filr sich gegen eine feste (irenze convergirt

E B Christoffel, Gesammelts Abhandlungen. I 156
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Folglich wird man im gegenwiirtigen Falle suf die in art. XI. und
XII. erwihnten Fille zuriickgefithrt, wo zur Vermeidung divergenter
Ausdrficke fiir v aus einer Linie ! oder einer Fliche f abnehmende
Stiicke derselben ausgeschieden, und durch eingeschaltete Kugelfiichen
ersetzt wurden.

Die einwerthigen Potentiale zerfallen hiernach in zwei getrennte
Gattungen, von denen die eine durch die, in den art. IX.—XIL ge-
gebenen, geschlossenen Ausdrilcke dargestellt wird, wihrend die andere
die Darstellung durch Formen, deren Elemente von der reciproken
Entfernung abhingen, nur unter der Bedingung gestattet, dass die
durch die Wahl dieser bestimmten Formen herbeigefilhrte Divergens
durch Ausscheidung von Restgliedern gehoben wird Functionen dieser
Art sind bis jetzt wenig untersucht worden, da sie nach dem eben
Gesagten mit der Lehre von den Kriiften, die nach dem umgekehrten
Quadrate der Entfernung wirken, in keiner Beziehung stehen.

Note 1
Um den Punkt m der Fliche S als Centrum legen wir eine Kugel
vom Radius ¢, und nennen S’ das in ihr Inneres fallende Stitek von S.
Es wird vorausgesetzt, dass S’ durch Gerade, die zu einer Coordinaten-
axe parallel sind, hSchstens nmal, d. h. nicht unendlich oft geschnitten
wird. Ist jetzt 78 ein Element von S°, R seine Entfernung von m,
k eine unter 1 liegende positive Zahl, so convergirt das Integral
a8
o= [ i
mit abnehmendem ¢ gegen Null
Zum Beweise verlegen wir den Coordinatenanfang nach m, und
bezeichnen die positiven Flicheninhalte der Projectionen von 25° auf
die Coordinatenebenen durch 28,, @8, #8,, woraus

as; a8, FYA

@< f g+t Hx:i B+
folgt, weil #S" als Summe der positiven Projectionen von 8., 28,
28, auf die Ebene von 68 kleiner als die Summe dieser Grissen selbst
ist. Legt man jetzt ber die ys-Ebene um m als Centrum zwei
Ereise, deren Radien R und R + #R kleiner als ¢ sind, so ist die

Summe aller auf den von ihnen begrenzten Kreisring fallenden Pro-
jectionen 75, kleiner als n-2xR ¢R, also der von diesen Projectionen

herrithrende Theil von f;l;ﬁ— kleiner als - 2xMéM dividirt durch
den kleinsten Werth, welcher R'+* in diesen Projectionen beizulegen ist,
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®+E Et"
——“' ¢'=*. Da dasselbe fiir die beiden anderen Integrale gilt, so folgt

-c::“—'n’ ¥ BSo lange also 1 —k einen von Null verschiedenen

positiven Werth hat, und n nicht fiber jeder angebbaren Zahl liegt,
kann man die positive Grisse @ durch Verkleinerung von ¢ unter jede
Grenze bringen, w. z. b. w.

also jedenfalls kleiner als ; mithin ist R—,f;-::?n

Note 2.

Die Oberfliche esines Raumes, den eine beliebig fortbewegte Kugel
K vom constanten Halbmesser R durchdringt, nenne ich eine Réhren-
fliche, R ihren Halbmesser und die Bahn ! des Kugelcentrums ihre Axe.

Die Curve, in welcher die Kugel K durch eine ihrer frilheren
Lagen geschnitten wird, ist ein Kreis, dessen Ebene zur Verbindungs-
linie der Kugelmittelpunkte in der Mitte senkrecht steht, und den
nimlichen Punkt zum Centrum hat Lisst man beide Kugeln zu-
sammenfallen, so geht ihr Durchechnitt in die Curve flber, an der ent-
lang K von der Réhrenfliche S berithrt wird. Dieselbe ist hiernach
ein Hanptkreis von K, dessen Ebene im Centrum von K zur Axe [
senkrecht steht. Darauns ergeben sich die folgenden bekannten Siitze,
welche hier der Ubersicht wegen zusammengestellt werdeh mussten.

1. Die Rihrenfliche S wird von jeder Normalebene ihrer Axe I
in einem Kreise vom Halbmesser R geschnitten, den wir den Quer-
schnitt nennen.

2. Alle Halbmesser eines Querschnitts sind Normalen von 8; jeder
Querschnitt ist also eine Kriimmungslinie von 8 und ihr Kriimmungs-
radius constant = R.

Durch die Endpunkte ¢, ¢’ eines Bogenelementes &l der Axe lege
ich die Normalebenen von I, und nenne die hierdurch auf S be-
stimmten Querschnitte N, N'. Ist nun &I, ein Element von N, o sein
Anfangspunkt, und #l, das von N und N’ begrenzte Element der
zweiten durch o gehandun Krimmungslinie von S, so sind #/, und &l
zn einander, und weil sie in der Tangentialebene von S liegen, such
beide zur Nurmn.h og senkrecht. Folglich ist ausser ¢l such noch
¢ly zur Ebene des Querschnittes N senkrecht.

8. Jedes Element #l, einer Kriimmungslinie der zweiten Schaar
ist zno dem, von den nimlichen Normalebenen der Axe begrenzten
Elemente ¢l dieser letztern parallel

Die Linge von &l berechnen wir mittelst seiner Projection &ly
suf die zu 7l gehdrige Krimmungsebene der Axe. Da 21, zu &l, also

15*
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such zu dieser Kriimmungsebene parallel ist, so ist seine Liénge gleich
der Linge #l, seiner Projection. Letstere ist zu &l parallel, und mit
diesem durch dieselben Normalebenen der Axe, also auch durch die-
selben Hauptnormalen von I begrenzt. Folglich liegen &l und 41" auf
gwei concentrischen Kreisen dem niimlichen Centriwinkel gegentiber.
Nennt man P den Krﬂmmunglhﬂbmmuer von I, P’ den Halbmesser

des anderen Kreises, so folgi ] —~ , 8lo Gl = 3l = ;;ﬂl.

Bezeichnet man aber durch & t:hn Winkel zwischen der Richtung
von ¢ nach o und von ¢ an P entlang nach dem Kriimmungs-
centrum hin, so dass ), wenn 0 an N entlang sich fortbewegt, von
0 bis 2x wachsen kann, so ergiebt sich P'= P — Rcos#, also

R cos 8"

b= (1-=F)a.

Liisst man ferner 8" um 70" wachsen, so beschreibt o das Bogen-
element 31, also ist 5], = Ra#"

Das Element der Oberfliche S ist 25 = &1,8l,, mithin

88 = (1— R";") R3021.

Ist daher | die Linge der Axe [, so ist die Gesammtoberfliche von S
gwischen dem ersten und letzten Querschnitte gleich

fa:j(l — o ’)Raﬁ'- 2xRI.

Note 3.

Auf der Fliche S sei eine Linie ! verzeichnet, deren Linge und
Eckenzahl nicht unendlich gross sind. Um diese Linie als Axe legen
wir eine Schaar von Réhrenflichen, und nennen R den Halbmesser
einer beliebigen Rohre X, ¢ den Halbmesser der weitesten Rohre Z.
Diese letztere schneidet aus S ein Stilek S’ herans, von dem wir vor-
sussetzen, dass es von jeder geraden Linie und jeder Krimmungslinie
einer der genannten Rihrenflichen hdchstens in n getrennten Punkten,
d. h. nicht unendlich oft geschnitten wird.

Ist jetzt 28’ ein, zwischen die Rohren von den Halbmessern R
und R + #R fallendes Element von S', k eine unter 1 liegende positive
Zahl, so convergirt das flber die ganze Fliche S’ erstreckte Integral

g8
=JFE
mit sbnehmendem ¢ gegen Null
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Zum Beweise dieses Satzes ist eine Zerlegung von 5 erforderlich.
Die Rohrenfliche X, setzt sich aus Kugelsticken und R&hrenflichen
im engern Sinne gusammen. Die letzteren kbnnen durch einen Quer-
schnitt @ erzeugt werden, der sich an den stetig gebogenen Theilen
von | entlang fortbewegt. Zu den ersteren gehiren die halbkugel-
formigen Verschlussstlicke ilber den Enden von I und, wie aus der Er-
zeugung der Fliche durch Fortbewegung einer Kugel hervorgeht, in
jeder Ecke m von | zwei Kugelsectoren, welche die angrenzenden
Rahrenstlicke in Verbindung setzen, und von demen der eine innerhalb,
der andere ausserhalb beider Btiicke liegt.

Dehnt man nun in 5 zuerst die Integration Uber alle Elemente
78 aus, welche von  #berstrichen werden, so werden in jeder Ecke
i die in den einen Kugelsector fallenden Elemente zweimal aufgenommen,
dagegen die im anderen und in den Verschlussstiicken liegenden weg-
gelassen. Ist n' das Resultat dieser Integration, so muss man also, um
n zu erhalten, zu ' fir jede Ecke und jedes Ende von I ein Integral

O sddiren, und fir jede Ecke ein solches Integral subtrahiren;

in diesen Integralen ist R die Entfernung von ¢S bis zum fraglichen
Punkte von I, wihrend S das Element des ins jedesmalige Kugelstiick
fallenden Theils von S8° ist. Jedes dieser Integrale ist also kleiner als

J ;—%;, und um so mehr kleiner als dasselbe Integral, wenn es iiber

alle in die volle Kugel fallenden Elemente S erstreckt wird. Da filr
das letztere die in der ersten Note gestellten Bedingungen erfiillt sind,
so verschwindet es selbst, und um so mehr jedes zu 4’ hinzuzufiigende
Integral mit ¢ zugleich. Dasselbe gilt von der Bumme dieser Integrale,
da ihre Anzahl nicht unendlich gross ist. Folglich verschwindet auch
7 — ' zugleich mit ¢.

Die Untersuchung kann hiernach auf den Fall beschriinkt werden,
wo | stetig gebogen, und S’ durch die Rohrenfliche X, vom Halb-
messer ¢ und ihre Querschnitte in den Enden von I begrenzt ist. Wir
setzen demnach voraus, dass der Kriimmungshalbmesser P von I
nirgendwo kleiner als eine gegebene Strecke y wird, und wihlen e<Cy;

dann wird fir jeden Winkel 8 1 — 257 positiv und Kleiner als 2,

wovon spiter Gebrauch gemacht wird.

Dies festgestellt, betrachten wir der leichteren Darstellung wegen
die Halbmesser R, die za ! parallelen Kriimmungslinien I, der Rihren-
flichen und ihre, in die Querschnitte fallenden Kriimmungslinien [, als
drei Schaaren von Lichtstrahlen. Dann wirft ¢S’ in jeder dieser drei
Beleuchtungen einen Schatten, in der ersten auf die Rohrenfliche X
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vom Halbmesser R, in der zweiten auf den Querschnitt @ und in der
dritten auf denjenigen Theil E der Krfimmungsebene von [, welcher
die rlickwiirts gehende Verliugerung von P enthdlt. Nennt man die
Flicheninhalte dieser Schatten, wie sie aufgezihlt wurden, 3 X, 70,
2E, so ist
28 <2Z+8Q+iE,

da die drei Schatten von #S° wie zu einander senkrechte Projectionen
von 88" oder wie Vergrisserungen solcher angesehen werden kinnen.

Bedeutet X, den Flicheninhalt des Schattens, den X suf die
dusserste Rohrenwand X, wirft, und & das VergrOsserungsverhiltnis,

s0 wird aE——z', es wird demnach auch

o5 e
S5 < FaAsY

wenn rechts der Jadumn.hge Werth von R durch die Lage des schatten-
werfenden Elementes 5" bestimmt wird, und die Integrationen sich
fiber alle beschatteten Theile von X,, ¢ und E erstrecken, und zwar
fiber jedes Element so oft, als es Elemente 73" giebt, deren Schatten
es aufnimmt.

Nennt man ¢l,, ¢l, die Elemente der beiden Krilmmungslinien
l,, ,,, die vom Punkte p der Fliche X ansgehen, und 6 den Winkel
gwischen dem nach p filhrenden Halbmesser R und dem Eriimmuongs-
halbmesser P im Fusspunkte von R auf [, so ist 2l, = Ra#,

al, -(l—m";'a) ¢l, wenn #l, und 2l von denselben Querschnitten be-
grenzt werden. Die Elemente von X, Q und E werden hiernach folgende:
0% = ahel, = B(1—25") 2126,
3Q = él,2R = RaR?9,
0E = 0Rély fur 6 = x, also = 1 +§) al3R.
Folglich ist
“%_Rhw _E-—chﬂ{Eé*MM

2@ _ mi-13Rz0
¥ e
P _ (14 B)eR 1008,
Bildet man jetzt fiir jedes Element 28’ die verstirkte Ungleichheit

Y \ 2312 R
K{Ef-‘-"' ¢léd 4+ R- EREﬂ"l'T
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und beachtet bei der Addition, dass auf jedes beschattete Element ¢ X,
@@, ¢E nicht mehr als n Schatten fallen kbnnen, so wird umsomehr

fﬂ—:r' < n[2nl-*faiaﬂ + |R-*:Ra6 4+ Eﬁi?]:

wo die Integrationen {iber jedes beschattete Element ¢ X%, 5@, 7E nur
einmal zu erstrecken sind. Diese Ungleichheit wird mindestens nicht
geschwiicht, wenn statt dessen die Integrationen iiber alle Elemente
ausgedehnt werden, also ist

<afant o ey e

Solange daher %, IT und die positive Zahl 1 —k von Null verschieden

sind, kann man die positive Grisse n durch Verkleinerung von ¢ unter
jede Grenze hinabdriicken, w. z. b. w.

Zirich, 15. Juni 1865.



XL

Ueber den Einfluss von Realitits- und Stetigkeits-Bedingungen
auf die Losung gewdhnlicher Differentialgleichungen.

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 66, 18686, 8. 1—14.)

Die Aufgaben, deren Lisung von der Integration gewdhnlicher
Differentialgleichungen abhingt, fithren in der Regel Nebenbedingungen
mit sich, welche aus der mit dem Problem gegebenen realen Bedeutung
der einzelnen Variabeln entspringen, und demgemiiss stets in einer Be-
schrinkung der Veriinderlichkeit dieser Grissen bestehen.

Man hat diesem Umstande bisher keine besondere Beachtung ge-
schenkt, indem bei den mir bekannt gewordenen Untersuchungen fiber
Probleme dieser Art die Schllisse sich ausschliesslich auf die den all-
gemeinen Lésungen gewdhnlicher Differentialgleichungen eigenthiim-
lichen Formverbfiltniese stiltzen, ohne dass die Frage erwiihnt wird,
ob diese Formen auch die hier unerlissliche Eigenschaft besitzen, jene
nur suf (rdesenverhiltnisse gerichteten Nebenbedingungen ununter-
brochen zu befriedigen.

Dies ist nun keineswegs unter allen Umstiinden der Fall; vielmehr
kann es vorkommen, dass diese Nebenbedingungen zu wesentlichen
Abweichungen von den (Gesetzen zwingen, nach denen die in der all-
gemeinen Lésung dargestellten Functionen dureh die Differential-
gleichungen von bekannten zu unbekannten Werthen fortgesetst werden,
und dann treten Erscheinungen ein, die bisher unbemerkt bleiben
mussten, weil sie durch eine von diesen Gesetzen nirgendwo ab-
weichende Rechnung nicht aufgedeckt werden kinnen.

1.

Wir beschriinken uns der Deutlichkeit wegen auf den Fall, wo die
Auflésung gewdhnlicher Differentialgleichungen dazu dienen soll, um
die Bewegungen materieller Punkte zu bestimmen. Diese Aufgabe
schliesst ihrer Natur nach drei Bedingungen ein, dass nidmlich 1) bei
allen jene Bewegung unmittelbar bestimmenden (réssen imaginire
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Aenderungen, 2) bei der Zeit und dem Coordinaten unstetige Aende-
rungen, und 3) bei der Zeit alle Beschriinkungen in der Zu- oder Ab-
nahme asusgeschlossen bleiben.

Diese Bedingungen wiirden nicht besonders zu erwihnen sein,
wenn gie mit den Differentialgleichungen der Bewegung niemals in
Widerspruch kommen konnten. In Wirklichkeit sind aber diese letz-
teren nichts anderes, als Gleichungen zwischen unbekannten Grossen,
von denen einzelne die Derivirten anderer sind. Sie enthalten also
thatsiichlich zwei von einander zu unterscheidende Bedingungen, von
denen die eine darin besteht, dass die Werthe jener Grdesen durch die
Werthe der fibrigen gegeben sind, die andere darin, dass sie Oberdies die
Derivirten anderer sein sollen. So enthiilt z. B. die Differentialgleichung

! (E'_ umu+xm¢) +1(:':mu T 8in & g 1
gleichzeitig alle Bedingungen, welche durch die beiden Gleichungen
L(ysina + z cosa)f't s (ycose — z sina)lm 1, y =3

susgedriickt sind.
Da hiernach zwei von einander durchaus unabhingige Bestim-

mungen vorliegen, von denen jede das Zeichen von y an die Zu- oder
Abnahme von z bindet, nimlich einerseits die urspriingliche Gleichung
zwischen den Grdssen z und y nalbnt nebst den Stetigkeits-Bedingungen,
andererseits die Gleichung y --- nsbst den Realitits- und Stetigkeits-
Bedingungen, so ist unm1ttalha.r klar, dass Widerspriiche zwischen
simmtlichen Bedingungen nicht immer unméglich sind, und unter wel-
chen Voraussetzungen sie eintreten milssen.

Ein Widerspruch swischen diesen simmtlichen Bedingungen (ritt
stets und auch nur dann ein, wenn eine Differentialgleichung oder ein
System solcher in irgend einem Augenblicke anfingt, das Zeichen der
Derivirten eciner Function in einer den Realitifs- und Stetigheits- Be-
dingungen widersprechenden Weise su bestimmen. Von demselben
Augenblicke an ist eine reelle und zugleich stetige Fortsetzung dieser
Function nur mdglich, wenn entweder eine zweite, sich dort stetig an-
schliessende, im Allgemeinen singulire Liosung existirt, oder die Dif-
ferentialgleichungen in einer entsprechenden Weise abgeiindert werden.
Es sind hier zwei Fille zu unterscheiden:

I Wenn eine Function # und die unabhiingige Variable ¢ in Folge
der Stetigkeitsbedingungen ihre Aenderungen im fritheren Sinne fort-
setzen milssen, aber zugleich ::—:7— z’ durch die Differentialgleichungen
zu einem Zeichenwechsel gezwungen wird.
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II. Wenn 2’ ohne Unstetigkeit sein Zeichen nicht wechseln kann,
sber. # bei stetigem z' durch die Realititsbedingungen verhindert ist,
seine Aenderungen im fritheren Sinne fortzusetzen.

Dieser zweite Fall tritt z. B. ein, wenn die Differentialgleichungen
fir z, als Function von z' betrachtet, ein Maximum bei positivem,
oder ein Minimum bei negativem z’ liefern, ohne dass den Bedingungen
der Aufgabe durch eine besondere Losung genligt werden kann, welche
eine dem Zeichen von z’ entsprechende Fortsetzung von z gestattet,
z. B. in der Differentislgleichung (z'— a)!+ #* = a* fiir 2'=a, z = a.
Hat z von Null aus gehend diesen Werth erreichi, so kann es wegen
des Zeichens von z" nicht zu fritheren Werthen zuriickkehren, wegen des
Werthes von z' nicht bei dem Werthe a beharren, und wegen der
Differentialgleichung und der Realititsbedingungen denselben nicht
iiberschreiten.

Bedeutet bei einem mechanischen Problem, welches diesen Fall su-
lasst, x irgend eine Coordinate, t die Zei, nba:—%’dmﬁ'ﬁdwmdlgbd,
mit welcher z wichst, so reicht die Angabe der beschleunigenden Krifte
nebst den Anfangs-, Realitiils- und Sleligheils- Bedingungen sur villigen
Bestimmung der Bewegung nicht fiir alle Folgeseilen hin, sondern nur
bis eu dem Augenblicke, wo jemer Fall sum ersten Male einiritf. Von
diesem Augenblicke an ist die stetige und sugleich reelle Fortseleung von
z bei stetigem 5= wnmiglich, also, da die erstere wegen des wnbeschrinkten
Wachsens von ¢ nothwendig ist, wird 5= au einer Unstetigheit geswungen,
die jedoch vollkommen willkiirlich ist, weil die bis su jenem Augenblicke
wirkenden Bedingungen keine Angabe iiber die (Frosse derselben enthalien.

Aunch der erste Fall ist unter zwei verschiedenen Voraussetzungen
miglich. Bind pémlich z,, ¢, die Werthe von z und ¢, fiir welche
derselbe eintritt, so genfigt man entweder von da ab den Bedingungen
der Aufgabe durch eine, von der bis dahin gilltigen verschiedene, aber
bei x = x,, ¢ = {, sich stetig anschliessende Losung, oder es hirt, falls
eine solche Lisung nicht existirt, wenigstens eine der Grissen z, ¢ auf,
reell zu sein. In der That kann unter dieser Voraussetzung z, wenn
t den Werth {, iiberschreitet, weder = r, bleiben, weil dies eine von
der fritheren, ein veriinderliches z voraussetzenden, verschiedene Lisung
wiire, noch kann es, ohne imaginir zu werden, z, {iberschreiten, weil
hierbei z" sein Zeichen @indern wiirde, wilhrend der dritte Fall, dass es
zu frilheren Werthen zuriickkehre, durch die Voraussetzungen des vor-
liegenden Falles ausgeschlossen ist.
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Ein Beispiel dieser Art ist die Gleichung z* (%]’,— 1 — 2% Setzt
man %;:'—y, und betrachtet r und y

als rechtwinklige Coordinaten eines
Punktes, so entspricht dieser Gleichung
eine Curve von der nebenverzeichneten %, e,
Gestalt, welche die y-Axe zweimal zur
Asymptote hat. . .

Lisst man nun r zwischen den
Grenzen — 1 und 1 oscilliren, und ver- x
langt, dass hierbei alle einzelnen Theile
im Ausdrucke fiir y sich mit z nach
der Btetigkeit &ndern, wie es spiiter zu “ %
beweisenden Sitzen zufolge bei der un-
bestimmten Integration vorstehender “a %
Differentialgleichung wirklich geschieht,
so wird diese Curve durch den Punkt
£,y von a sus in der Richtung
Gy, Gy, Gy, O, Gy, G, G, Gy, Gy, ... durchlanfen, indem y, so oft £ durch
Null geht, von einem der Werthsgebiete 4+ co und — co ins andere
springt, um sich von da ab eine Zeit lang nach der Stetigkeit zu indern.

Dies widerspricht jedoch auf der Beite der negativen x der Be-

dingung, dass bei reellen Werthen aller Variabeln stets y = :; sei, in-

4=

dem auf dem Zweige a,, a,, bei abnehmendem =z, g; positiv, auf dem
Zweige a,, ay, bei wachsendem z, :—f negativ sein wiirde. Wenn man

daher ans obiger Differentialgleichung x durch unbestimmte Integration
ermittelt, und die willkiirliche Constante der Bedingung gemiiss wiihlt,
dass der Punkt x, y zur Zeit { =0 von a, ausgehe, so kann diese
Lisung reelle Werthe fiir £ bei reellem ¢ nur bis zu dem Augenblicke
liefern, wo z zum ersten Male == 0 wird.

2.

Die vorangehenden (rdssenbestimmungen stiitzen sich ausdriicklich
auf die Bedingung reeller Werthe aller Variabeln, und kdnnen ohne
dieselben nicht bestehen; sie begriinden daher keine Schlfisse auf ent-
sprechende Eigenschaften der durch die Differentislgleichungen be-
dingten analytischen Formen. Um auch fir die letzteren die Folge-
rungen festzustellen, welche sich an die obigen Ausnahmefille knfipfen,
muss die Untersuchung bei unbeschrinkten Variabeln durchgefiihrt
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werden. Der hierbei einzuschlagende Weg bestimmt sich durch den
nachher zu beweisenden Satz, dass der Uebergang von einem System
gewihnlicher Differentialgleichungen s seiner allgemeinen Lisumg stets
als durch unbestimmie Integration vollstindiger Differentiale bewirkt an-
gesehen werden kann.

Wiihrend dieser unbestimmten Integrationen, welche man sich in
der bekannten Weise als successive, die partiellen Differentiale der
Reihe nach berficksichtigende zu denken hat, durchlaufen nun die un-
abhingigen Variabeln und die der Integration unterworfenen Functionen
Werthenreihen, welche zwar unbestimmt gelassen sind, aber nichts
desto weniger einer wesentlichen Einschrinkung unterliegen.

In der That ist jedes Resultat der unbestimmten Integration, so-
weit dieser Begriff tiberhaupt reicht, ein Auvsdruck u, der als solcher
bei fester, tibrigens willkiirlicher unterer Begrenzung stetige Aenderungen
nur mit der oberen Begrenzung zugleich erleidet, und den Ausdruck
unter dem Integralzeichen zum Differential hat. Wenn daher der Aus-
druck w dberhaupt vom Integrationswege, nicht bloss von seiner Be-
grenzung abhiingt, so muss diese Abhiingigkeit eine solche sein, dass
eine stetige Aenderung des Integrationsweges bei fester Begrenzung
entweder eine sprungweise Aenderung von u zur Folge hat, oder, wo
% nicht unstetig ist, es ganz und gar ungeiindert lisst.

In Folge dessen ist durch die unbestimmte Integration jeder Inte-
grationsweg ausgeschlossen, an dem entlang die Werthe der unter dem
Integralzeichen stehenden Aunsdriicke nicht allenthalben in der speciellen
Weise auf einander folgen, wie sie sich bei der stetigen Fortsetzung
der entsprechenden Funetionen fiber complexe Werthsgebiete an ein-
ander figen. Denn wenn derselbe eine angebbare Stelle enthielte, an
welcher der durch die stetige Fortsetzung bestimmte snalytische Ver-
lauf einer von diesen Functionen unterbrochen ist, so wiirde man durch
stetige Ortsiinderung dieser Stelle dem Resultate der Integration stetige
und von Null verschiedene Aenderungen ertheilen kiinnen.

Wenn daher in Folge anderweitiger Bedingungen in dem Augen-
blicke, wo der Integrationsweg eine bestimmte Stelle iberschreitet, bei
einer von den der Integration unterworfenen Functionen der analytische
Verlauf unterbrochen werden muss, so muss von diesem Augenblicke
an das Resultat dieser Integration von dem der unbestimmten abweichen,
da beide sich in verschiedener Weise iindern.

Wenn ein System A von n gewdhnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung zwischen eben so viel gesuchten Functionen die Eigen-
schaft hat, dass sich ans ihm nicht simmtliche Derivirten eliminiren
lassen, so besteht seine allgemeine Lésung aus n Gleichungen B zwischen
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den gesuchten Functionen und » willktirlichen Constanten, welche be-
kanntlich in Bezug auf die Functionen von einander unabhiingig sind,
und fiberdies, was fiir unseren Zweck ebenso wesentlich ist, dieselbe
Eigenschaft in Bezug auf die willkiirlichen Constanten bm.ut:am Denn
liessen sich diese aus B eliminiren, so wiire das Eliminationsresultat
entweder identisch, und dann bestinde das System B aus weniger als
n Gleichungen, oder dasselbe stellte sich dar als eine von dem Glei-
chungen A geforderte Relation, in der weder willkiirliche Constanten
noch Derivirten vorkommen kinnen, und dann liessen sich ans A4 alle
Derivirten eliminiren, was der Voraussetzung zuwider ist.

Folglich ist durch die Gleichuugen B jede von den n willkiirlichen
Constanten in vollig bestimmter Weise abbingig gemacht von der un-
abhiingigen Veriinderlichen und den urspriinglich gesuchten Functionen.
Es giebt daher auch » von einander unabhiingige vollstindige Differen-
tiale, welche in Folge der Gleichungen A gleich Null sein miissen, und
von denen sus man durch unbestimmte Integration zu einem mit B
gleichbedeutenden System von Gleichungen gelangt. Folglich muss die
allgemeine Lésung von A4 wenigstens mittelbar als das Resultat un-
bestimmter Integrationen angesehen werden. Dasselbe gilt von der
allgemeinen Lisung jedes beliebigen Systems gewidhnlicher Differential-
gleichungen, da dasselbe, suf seine wirkliche Ordnung reducirt (vergl.
die Abhandlung von Jacobi im 64. Bande dieses Journals, Beite 297),
als ein System A dargestellt werden kann.

Hiersus ziehen wir nun den Schluss, dass die allgemeine Lisung
gewihnlicher Differentialgleichungen bei mechanischen Problemen, weil sie
dem Resullate unbestimmier Integrationen enisprichl, nach Beriicksichligung
der Anfangsbedingungen nur bis su dem Augenblicke giltig ist, wo sum
ersten Male einer Derivirten durch die Differentialgleichungen ein den
Realitiits- und Stetigkeits- Bedingungen widersprechendes Vorzeichen an-

Umgekehrt kann von den obigen Ausnshmefillen weder der eine,
noch der andere eintreten, so lange die allgemeine Ldsung bei reellen
und stetigen Aenderungen der Variabeln jeder Function reelle, und wo
das gefordert ist, zugleich stetizge Aenderungen anweist, weil unter
dieser Voranssetzung ein Widerspruch zwischen der Zu- oder Abnahme
einer Function und dem Zeichen ihrer Derivirten unmbglich ist.

3.
Zum Schlusse will ich an einigen einfachen Beispielen nachweisen,
wie in den obigen Ausnshmefillen die Realitits- und Stetigkeits-Be-
dingungen zor Bestimmung der ferneren Bewegung verhelfen, und zu
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diesem Zwecke ein von mir vor lingerer Zeit gefundenes Verfahren
benutzen, welches, wenn auch anf eine specielle Gattung von Differen-
tialgleichungen beschrinkt, doch vorzugsweise geeignet ist, am die hier
erirterten Verhiltnisse zur Anschauung zu bringen. Dasselbe gewiihrt
fiberdies bei einer grossen Zahl von Aufgaben der Mechanik ohne die
geringste Mithe eine so vollstindige Einsicht in den Verlauf der zu
untersuchenden Erscheinung, wie sie durch die Rechnung nur selten,
und stets nur auf Umwegen erreicht werden kann. Dasselbe besteht
in Folgendem.
Ist eine Differentialgleichung erster Ordnung

(1) (= g) -0

zu untersuchen, in welcher die unabhiingige Variable ¢ nicht vorkommt,
80 betrachte man in einem System rechtwinkliger Coordinaten z als
die Abscisse zweier Punkte m und p zur Zeit ¢, von denen der erstere

dz

asuf der Abscissenaxe beharrt, wihrend die Ordinate y des andern = o+

ist. Wahrend alsdann m sich der Gleichung (1.) gemiss an der
Abscissenaxe entlang fortbewegt, beschreibt der mit m stets auf der-
selben Ordinate befindliche Hiilfspunkt y eine Curve, deren (leichung

(2) f(z,y)=0
ist, und welche die Geschwindigkeitscurve heissen soll.

Dies festgestellt, ist 5> —y, 5% =3%.y; folglich wird die Ge-
schwindigkeitscomponente von p parallel zur z-Axe durch die Ordinate,
parallel zur y-Axe durch die Subnormale der Geschwindigkeitscurve
dargestellt. Die tangentiale Geschwindigkeit von p ist hiernach gleich
dem von p bis zur z-Axe reichenden Stiicke N der Normale. Legt
man die Richtungen der wachsenden z und y wie iiblich nach rechts
und oben, so bewegt sich u wegen der Gleichung :f =y nach rechts
oder links, je nachdem es sich {iber oder unter m befindet.

Ist ¢ der Krimmungshalbmesser der Geschwindigkeitscurve, dr der
Winkel, um den er sich wihrend der Zeit df dreht, ds das dv gegen-
fiberliegende Bogenelement, so ist pdr = ds. Bezeichnet man daher
die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die Normale sich dreht, durch
o, so folgt pm—-g, also

P,
@
Betrachtet man m als eine Masseneinheit, so wird die an m wir-

kende beschleunigende Kraft 5.7 = 5Y durch die von m selber aus-

dt*
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gehende Subnormale dargestellt, und zwar, wie man sich leicht iberzengt,
stets auf derjenigen Seite von m, nach welcher sie diesen Punkt zieht.

Auf diese Weise ist die zu untersuchende Bewegung von m auf
die Bewegung des Hulfspunktes p zuriickgefilhrt, und die letztere
augenfillig, solange u sich ausserhalb der z-Axe befindet, weil in diesem
Falle die Geschwindigkeit von g und ihre Richtung sich aus der Ge-
stalt der Geschwindigkeitscurve und der Lage von g unmittelbar zu
erkennen geben.

Wenn dagegen p in die z-Axe einriickt, also y—— = 0 wird, so

kommt m, welches jetzt mit p zusammenfillt, dort ﬂh- einen Augen-
blick zur Ruhe. Ob es in derselben verharren, oder seine Bewegung

weiter fortsetzen muss, hi.ngt davon ab, ob mit o 'h such die andere

ﬁauc.hmndlgimhmmponunta -fﬁ von arll.ncht. Ist dies der

Fall, ist z. B. der Winkel, unter welchem g die z-Axe trifft, kein
rechter, so geht g und mit ihm m in den Ruhezustand iber. Damit
die Bewegung von p nach seinem Eintritte in die z- Axe nicht erldsche,
ist erforderlich, wenn auch nicht in allen Fillen hinreichend, dass dort
93 von Null verschieden bleibt. Was unter dieser Vorsussetzung
stattfindet, hiingt hauptsichlich davon ab, ob der Punkt, den die Ge-
schwindigkeitscurve mit der z-Axe gemein hat, ein Rickkehrpunkt, ein
Wendepunkt oder ein Punkt gewShnlicher Biegung ist. Die verschie-
denen hier méglichen Fille lassen sich indessen stets so leicht erledigen,
dass eine allgemeine Erbrterung fiber dieselben {berflissig i,at.

I. Sei die Bewegung von m bestimmt durch die Glmchung F i !

I

mit der Bedingung, dass fiir { =1, z =1 und :—'—ﬂ sei, nebst allen

aus dem Begriff der Bewegung folgenden Realitits- und Stetigkeits-
Bedingungen. Wir figen noch hinzu, dass die Geschwindigkeit von m,
ohne durch Null zu gehen, ihre Richtung nicht umkehren soll, was

die Stetigkeitsbedingung filr unendliche Werthe von :; vertritt.
Durch einmalige Integration findet sich die oben als Beispiel be-
nutate Gleichung z*(37)'=1— 2% also ist dio Gleichung dor Ge-
schwindigkeitscurve z'y* = 1 — 2%, Dieselbe giebt fiir y = 0, z = + 1,
y:i = F 1. Wenn daher der Punkt u die z-Axe trifft, so geht er

durch dieselbe hindurch mit der Geschwindigkeit 1. Da ferner p sich
unter der z-Axe nach links, {iber derselben nach rechts bewegt, so ge-
langt er, auf welchem Zweige er sich such befinden mag, mit wach-
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sender (leschwindigkeit und wachsender Ordinate auf die unendlich ent-
fernten Theile dieses Zweiges. In demselben Augenblicke geht der mit
p fortwihrend auf derselben Ordinate befindliche Punkt m mit unend-
lich grosser Geschwindigkeit durch den Anfangspunkt, wodurch g saof
die benachbarten Theile des anderen Zweiges ilbergefihrt wird. Da
hiernach p die Geschwindigkeitscurve unsufhorlich in derselben Rich-
tung, und dieselbe Stelle jedesmal mit derselben Geschwindigkeit durch-
linft, so ist seine Bewegung eine rein periodische. Folglich fihrt m
periodische Oscillationen zwischen den Abscissen r =1 und z =—1
aus. * Da fiberdies die Geschwindigkeitscurve in Bezug auf die Coordi-
natenaxen symmetrisch ist, so sind auch die Viertelsschwingungen von
m symmetrisch. Die Dauer einer ganzen Schwingung ist demnach
viermal so gross, wie die Zeit, deren p bedarf, um einen Quadranten

zu durchlaufen. Wegen df = d?; ist die letztere — f i-—s bei positivem
y, also = 1. Die Dauer einer vollstindigen Schwingung betrigt also
4 Zeiteinheiten.

Durch Integration findet man mit Riecksicht aof die Anfangs-

bedingungen £ =}¢(2 —¢), was nur von =0 bis { =2 reell ist.
An den Grenzen dieses Zeitraums wird z = 0, und hier tritt der Fall
ein, dass, wenn x auina reellen Aanderrungan durch Null hindureh fort-

setzt, der Ausdruck Vl - 7* ﬂlr hal stetiger Aenderung seiner

einzelnen Theile dm Zeichen w&chaolt, was die reelle und zugleich
stetige Fortsetzung von z und ¢ durch die Differentialgleichung selbst
unmdglich macht.

II. Sei « eine reelle Zahl zwischen 0 und = 5 und die Bewegung

von m bestimmt dorch die D:E&r&ntmlglamhung d_' e L mtg« +x=0;
die iibrigen Bedingungen sollen dieselben sein, wie im Torlgan Beispiele.

Durch einmaligs Integration erbalt man 2* ('ff;')'—(l —2%)(cotga+2Y).
Daraus ergiebt sich weiter durch unbestimmte Integration

t = const. — are tg l'#ent:g:_—'f]-lf’

und hiernus durch passende Bestimmung der Constanten nach einer
kleinen Reduction ! = cos! (1 — #) — cotg «® sin® (1 — £). Folglich hat
z die Periode 2x. Da indessen, wie man sofort sieht, z aus vorstehender
Gleichung zn Anfange nur wihrend des Zeitraums 1 —e <t{<1+ &
reelle Werthe erlangt, so lassen sich aus der Periodicitit des Aus-
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druckes fiir r keine weiteren Schlilsse ziehen. An den (irenzen dieses
Zeitraumes tritt derselbe Ausnshmefall wie im vorigen Beispiele ein.

DieGeschwindigkeitscurve, deren Gleichung 2* y*= (1—z¥) (cotg e+ 2%)
ist, hat eine ihnliche (estalt, wie im vorigen Falle; wo sie die z-Axe
schneidet, wird die Geschwindigkeit von p, abgesehen vom Zeichen,
— ' ,, also von Null verschieden. Folglich finden in Bezug auf die
Bewegung von g und m such die vorigen Schllisse statt. Die Zeit,
deren p bedarf, um einen Quadranten zu durchlaufen, ergiebt sich aus
dem obigen Ausdrucke fiir ¢ gleich arctg (tga) = @, da « zwischen 0
und 3 liegt. Folglich fahrt m periodische Oscillationen zwischen den
Abscissen 7 = 1 und z = — 1 aus, aber die Dauer einer ganzen Schwin-
gung ist nicht = 2x, wie die allgemeine Lisung andeutet, sondern =4 .

IIl. Sei die Bewegung des Punktes m durch die Differential-
gleichung

1_1_*# - Y 1-— E

di? dt
und die hinzugehdrigen Bedingungen bestimmt.
~ Diese Gleichung hat die singuliire Losung :—f— 1; durch Integration
findet man dsgegen 3(292 + 3) (1—57)1= 14 — 527, bei passender
Wahl der Integrationsconstanten. Die letztere hat zur Folge, dass die
Geschwindigkeitscurve, deren Gleichung 3(2y + 3)(1 = y)t — 14 — 52*
ist, nothwendig durch die Anfangslage von u geht, d. h. u seine Be-
wegung auf der Geschwindigkeitscurve beginnt. Es wird sich zeigen,
dass p nicht unter allen Umstinden auf ihr verbleibt.

Was nun die Gestalt dieser Curve betrifft, so ist dieselbe zuniichst
symmetrisch in Bezug auf ¥
die y-Axe. Anf der Seite
der positiven z gehdren
zu jedem z zwischen 1 und
-F{-? drei reelle y, wvon 7
denen eines negativ ist,

sonst nur ein einziges.

Da ygg-zf’l—y fir
=1, y=~0 nicht ver-
schwindet, so findet dort
ein senkrechter Durch-
schnitt mit der z-Axe
statt, welcher die Fortbewegung von g nicht hindert. Fir y =1,

E B Christoffel, Gesammelts Abhandlangen. L 16
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z = V7§ wird §¥ = 0, also hat die Carve dort eine Spitze ¢, in wel-

cher ihre beiden dort von links her zusammentreffenden Zweige von
der in der Figur punktirten Geraden y — 1, welche der singuliren
Losung entspricht, berithrt werden. Endlich erlangt y fir £ = 0 ein
Maximum.

Es sind hiernach in Betreff der anfiinglichen Lage vom u drei
Yoraussetzungen mdglich.

«) Befand p sich zu Anfange in « aof dem Zweige aff, so bewegt
es sich zundchst nach rechts, geht dann durch die z-Axe, und setst
von dort aus seine Bewegung fiber 8 hinweg ohne Ende fort.

b) Befand p sich zn Anfange auf dem Zweige abe, so bewegt
es sich nach rechts bis . Von dort kann es, weil die Ordinate in ¢
ihr Zeichen nicht wechselt, nicht nach links zurfickkehren, wihrend
die Geschwindigkeitscurve sich von ¢ aus anch nicht weiter nach rechts
fortsetzt. Folglich wiirde die stetige Fortbewegung von m @ber die
Abascisse x--]rﬂ—é von ¢ hinaue ohne eine Unstetigkeit von g-f-y
nicht mbglich sein, wenn nicht die in ¢ berilhrende Gerade cs einen
den urspriinglichen Bedingungen ebenfalls geniigenden Ort fir p bil-
dete. In ¢ angelangt, geht daher p auf ¢s fiber, und behilt von da
ab die Geschwindigkeit 1. .

«’) Befand endlich g sich zu Anfange in «', so durchliuft es den
Bogen «'f'c und geht dann auf ¢s tlber.

Der Gang von m, oder der Verlauf von z als Function von f,
lisst sich hiernach leicht beurtheilen.

IV. Bei h eine positive Constante, und die Bewegung von m be-

stimmt durch die Difforentislgleichung (37 — h) 5:f + 237 = 0, die

Anfanfangsbedingung, dass fiir { == 0, z = z,, g-;- Yy, werde, und die
hierzn gehirigen Realitits- und Stetigkeits-Bedingungen.
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Setzt man (g, — A)* + 23 = ¢, 80 folgt (37 —h)'+ 2?= ¢!, und
fur die Gleichung der Geschwindigkeitscurve (y — h)* + 2* = ¢*. Die-
selbe ist also ein Kreis afye'f'y’ vom Halbmesser ¢, dessen Mittel-
punkt in der Hohe h ftiber dem Coordinatenursprunge liegt. Wir
wollen nun annehmen, y, und z, seien so gewihlt, dass ¢ > A wird,
die Durchschnittspunkte mit der z-Axe seien «' und 4, und die beiden
Punkte, in denen der Kreis von seinen Ordinaten berfihrt wird, « und .
Dann sind in Bezng auf die anfingliche Lage von p vier Vorauns-
setzungen mdglich.

«) Befand p sich anfangs zwischen &« und §', so bewegt es sich
mit abnehmender Geschwindigkeit nach dem Durchschnitte 3" mit der
z-Axe, wo es zur Ruhe kommt.

f") Befand p sich zn Anfange auf dem Bogen «'f'y, so bewegt
es sich nach links, und kommt wieder in 3" zur Rubhe.

p) Befand p sich zu Anfange auf einem der Bogen «fy oder «'p,
80 bewegt es sich in beiden Fillen nach rechts, bis es den Punkt y
erreicht, wobei m die (feschwindigkeit A erlangt Von dort kann
picht nach links zurfickkehren, weil die Ordinate y = %:E ihr Zeichen
nicht wechselt, und nicht weiter nach rechts gehen, da die Ge-
schwindigkeitscurve sich in dieser Richtung nicht fortsetzt, und ausser
der Gleichung des obigen Kreises keine andere Liosung existirt, welche
den vorliegenden Bedingungen Genfige leistet.

Folglich ist zur stetigen und zugleich reellen Fortsetzung von z

und ¢ in dem Augenblicke, wo u in y anlangt, eine pldtzliche, tibrigens

willkiirliche Aenderung von ﬁ = y erforderlich.

Sei also y, der Werth, auf den :—':5 von h aus in dem Augen-

blicke springt, wo z == ¢ wird; dann folgt aus der urspriinglichen Dif-
ferentialgleichung, wenn (y, — b)*+ ¢* = ¢} gesetzt wird, (y — )"+ 2'=¢2;
also wird der neue Zweig der Geschwindigkeitscurve ein mit dem
vorigen concentrischer Kreis, dessen Halbmesser ¢, > ¢ ist.

Je nach dem Werthe von y, springt nun der, an keine stetige
Ortsinderung gebundene Hilfspunkt u, nachdem er in p angelangt ist,
nach 8, oder B,. Liegt ausser f, such noch §, tber der z-Axe (Figur
links), so wiederholt sich der vorige Fall, indem nun g sowohl von f§,
wie von f; aus nach dem in gleicher Hohe mit p liegenden Punkte y,

rilckt, also eine nene Unstetigkeit von %F erforderlich wird, die zu

einem neuen Kreise mit vergrossertem Halbmesser fihrt Liegt §, unter
16*
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der z-Axe, und springt u von y nach B, so rilckt es von dort nach
¥, (Figur rechts), wo es zur Ruhe kommt.

Die Bewegung von m oder der Verlauf von z als Function von ¢
bedarf hiernach keiner weiteren Erirterung.

Weitere geeignete Beispiele zar Anwendung des vorliegenden Ver-
fahrens, welche allerdings nicht auf die hier bebandelten Ausnahme-
fillle fihren, liefert die Lehre vom konischen Pendel, von der Drehung
eines Korpers um seinen Schwerpunkt und von der Bewegung eines
schweren Punktes anf einer beliebig gegebenen Curve. Alle diese
Anwendungen sind jedoch so einfach, dass es nicht nbthig ist, hier
darsuf niher einzugehen.

Ztrich, b. Januar 1866.



XIL

Sul problema delle temperature stazionarie
e la rappresentazione di una data superficie,*)

(Annali di Matematica pura ed applicsta, Berie II, Bd. 1, 1568, 8, 80—108.)

11 presente lavoro si occupa del problema delle temperature sta-
zionarie sopra superficie piane, coll'intento di esporre i punti di vista
generali che devono mettersi a fondamento nella trattazione di questa
quistione.

Ho gindicato conveniente di ritemere per la presente ricerca le
condizioni essenziali del problems nella stessa semplicitd che & propria
della quistione fisica. Se si pone il problema nella sua forma pid
generale, allora il suo interesse invade un nuovo eampo, onde per
questo caso ¥ ginstificata una speciale ricerca che riservo ad un'altra
occasione,

L'unico cangiamento che mi sono permesso per questa volta, con-
cerne l'equazione differenziale del problema, che ho mmplutnh eol
mezzo di un termine indipendente, in guisa che l’uprmmna g + %:it‘{
non vien posta eguale a zero, ma ad uns funzione arbitraria @ di z, y.
Fatta astrazione da ragioni pid riposte, questa aggiunta ha l'evidente
vantaggio che vengono d'ora in avanti esclusi diversi sussidi non adatti
a ricerche generali, per es. trasformazioni e soluzioni particolari.

Il principale interesse che si annoda a questo problema, dipende
dalla sua conosciuta relazione colle proprieti generali di una funzione
di una variabile complessa  +iy. Le ricerche fatte finora, per quanto
qui potranno occorrere, non mirano perd tanto ad approfondire e spie-
gare completamente questo legame, quanto pinttosto a rendere utile
questo legame per gli scopi dall'intagmiana
=0, in luogo delle

*) Traduzione del Dott. Carlo Formenti, in Pavia.



946 XII. Sal problema delle temperature stazionarie e la rappresentazions ete.

coordinate ortogonali z, y, le parti reali #, @ di una funzione di x4 iy
come variabili indipendenti, in virtd di quells relazione non vien can-
giata la forma dell'equazione differenziale. Da cid si ha subito il
principio adoperato dal sig. Lamé nelle sue pregevoli Legons sur les
coordonmées curvilignes, che la soluzione del problema per la superficie
circolare z* 4 y* < ¢ basta per derivarne, sotto certe supposizioni fatte
intorno alla funzione # + im ed alla grandezza di ¢, la soluzione per la
superficie #* 4 o' < ¢

La stessa trasformazione serve anche di fondamento alla bella me-
moria del sig. Neumann (Giornale di Borchardt, t 59, pag. 348).
La quale, oltre ad una diligente ricerca sulle curve (dapprima trattate
da Caunchy) @+ o' = ¢ che il signor Neumann chiama linee
di livello, presenta eziandio un importante progresso nella tratta-
zione dell'attuale problema, facendo dipendere, per mezzo di consi-
derazioni che sono analoghe alla teoria di Green sul potenziale, la
determinazione della funzione primitivamente cercata da un'altra

[ Pdo, in quanto al valore — % %d’s .ru.] che & indipendente dai
valori arbitrari di quella nel contorno, e soltanto dipende dalla formsa
del contorno e dalla posizione di un punto arbitrario p. L'espressione
di questa fungione in # ed @ & data a pag. 354, e la determinazione
di # ed @ per mezzo di x ed y vien ridotta ad un problemsa (pag. 355)
il quale, & meno di una condizione di discontinuitd non messa in evi-
denza, ma tuttavia facile a completarsi, costituisce un caso particolare
dells guistione primitiva. Non vi si danno perd applicazioni di questa
interessante riduzione a casi determinati.

Quanto sis anche a me riuseito di trovare nuovi punti di vista
ed utili sussidi per la presente gquestione, lo mostreranno le ricerche

che seguono.

L

Sia distesa sul piano zy una superficie F' ad un solo strato e
semplicemente connessa (eine einblitirige und einfach susammenhdngende
Fldche), il cui contorno sia formato da una data curva K. Cid sup-
posto, si cerca una funzions [ di z, y, che unitamente alle sue deri-
vate prime sia ad un valore (einwerthig) e continua in F, e che
sodisfaccia all'equazione:

U ar U
Fr + FId - g(z,¥),
mentre lungo il contorno K sia:
U=1vw(z,y).
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Per determinare [J in punto o di F, separiamo ds F un cerchio

di raggio ¢, il cui centro sia 0, e formiamo, mediante una funzione §

che colle sue prime derivate sia nella restante superficie F” ad un
valore e continua, l'equazione:

ft[as- T oy :ldF'—JwEJF’

Se si indica con ds un elemento arbitrario della linea K, con dp
il differenziale dellsa normale a ds diretta verso l'esterno, e finalmente
con # l'angolo che il raggio ¢ uscente da o fa colla direzione delle z
crescenti; il primo membro dell'ultima equazione diventera:

=[5 -8 as— [ lee g~ vegi)ao o T+ Fi]ar

Cid posto, assoggettiamo  alle seguenti condizioni:
A. Lungo la curva K sia dappertutto § = 0.

B. Per ¢ tendente a zero diventi pg_‘ -1.
L o8, @
C. In F, fuori di o, sia :,+a: =0.

Da B. pel teorema VIL e. della mia feorica dei polensiali ad un

valore (Giornale di Borchardt, t. 64, pag. 337%) discende che anche
'10%1_9_ converge verso il limite 1, quando ¢ tende a zero. Per conse-
guenza, insieme con ¢ si annulls pi—plugp-ﬁ‘lg—!, @ l'ultima es-
pressione annullandosi g, si trasforma in:

d
_‘ﬁp S ds+ 2% U,
Noi otteniamo adunque:

ol fo8as+ [orar],

quindi la determinazione di [7 & ridotta a quella di §.

IL
L'equazione C. & la condizione affinche a:d!_' -I dz sia il diffe-
renziale totale di una funzione di z, y. Indmamin quast.a. funzione

con 17, si ottiene
98 _dn _ 9k _
gz oy’ ~dy ﬂ-r’

*} Dieser Band 3. 200.
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quindi
©=§+ iy

¢ una fonzione di #=z+ iy, e £ ne & la parte reale. Questa fun-
zione, per le 4. e B. e per le gid poste condizioni, ha le seguenti
proprieti: )

1, Lungo la curva K, la fanzione o & imaginaria senza parte reale,

mod. e* = 1
2, Fuori di o, — epperd anche , E, n sono monodrome (eindndrig)

e continue.

3. Be si considerano § ed % come funzioni delle coordinate polari
@, 0, aventi origine in o, quando # cresce per una rotazione

dell'asse delle = verso l’aua delle y, &:

21 an i1

Pae = ae* “aa e
Da cid segue subito per p =0, ﬁ_ 1. Be quindi il punto (z,y)
gira nella direzione positiva intorno al punto o, per ciascun giro g
cresce di 2x, ed @ di 2xi, perchd § éldun'mlnre Per lo stesso
motivo nel piano [p, ), lungo la linea ¢ =0, 2 —--ﬂ*], quindi

per o =0 si hnpﬁ 0, Eg;-ﬂ. Ne risulta che nel punto o la

funzione @ — log(# — £,) & monodroma, ed insieme anche continua,
perch? il quoziente
o — log (g—&,) £
ogte—ry ~ loge 0 1 'loge o

#i annulla con g, cid che sarebbe impossibile se la funzione o—log (7—sg,),
monodromsa in o, ivi fosse discontinua.

Quindi e~ & dappertutto in F' ad un wvalore e continua, e fuor:
di 0, dove diventa infinitamente piccola del primo ordine, # inoltre
diversa da zero. Se si indica con w questa funzione, si ha il seguente
risultato: ’

8ia w una fonzione di # ad un valore e continua in F,
tale che il suo modulo mel contorno K di quests superficie

*) Per provare quests proposizione, basta mostrare che la funzione [/==f —log ¢,
che & ad un valore in F, & in 0 anche continus, poichd sllors essa sard costante
lungo la summenzionats lines ¢ =0 (ssse delle ). Se nell'art. I si sssume U~
in loogo di U, sard @ == 0 all'infuori di o. Inoltre, per la rappresentazione di U”
in un punto qualsivoglia m diverso da o, non occorre che il punto o sis escluso
da F, perché per g==10 risulta p%l-"--- 0, p'=10. Conseguentemente [’ &

e
rapprescntatsa da un integrale esteso soltanto lungo K, epperb & una funzione =
un valore e continua in ogni punto di F, ed in particolare nel punto o.
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abbia il valore 1; nel punto o essa divenga infinitamente
piccola del primo ordine ed in tutti gli altri punti della su-
perficie F rimanga invece diversa da zero. Allora la parte
reale di log w sodisfd a tutte le condizioni poste per §, e si
pud porre:

E = log mod w.

Be w' & una seconda funzione di # che sodisfaccia a tutte le con-
dizioni poste per w, 2 sard in F ad un valore, né nulls né infinita;
ed il sno modulo sard in K eguale ad 1. Quindi ogni ramo dells fun-
zione log -E’ @ in F monodromo e continuo, ed in K puramente ima-

ginario. La sua parte reale & percid nel contorno di F eguale a zero,

nell'interno né polidroma (mehrindrig) né discontinua, e quindi dap-
P w

pertutto in F' eguale a zero. Per conseguenza log - & costante e pu-

ramente imaginario, = pi. Da cid si ricava w'=e¢"'w, ciok w per le

antecedenti condizioni & determinata fino ad un fattore co-

stante di modulo 1, e quindi § & determinata completamente.

1L

Be ora si scompone la funzione w nelle sue parti reali:
Wt~ iv,

siccome lungo K & mod w =1 e nel punto o di F si ha w=0, cosi
ne emerge che i piani della # e della w0 si devono corrispondere in
modo, che alla data area F esistente nel primo piano corrisponda
nell’'altro piano il cerchio w4 ¢*<{1, al punto o il centro di quest'nltimo,
ed al contorno K di F il contorno del cerchio. La determinazione di
w coincide quindi colla soluzione della questione: rappresentare
I'area data F' sul piano della w, trasformandola in un cerchio
di raggio 1, in modo che nel centro di quest'ultimo riesca
rappresentato un punto ¢ scelto ad arbitrio in F.

Dalla conclusione del precedente articolo risulta che questo pro-
blema & pienamente determinato, in quanto che due rappresentazioni
circolari di F, l'una delle quali si ottiene dall'altra facendola rotare di
un angolo y, non possono essere considerate come essenzialmente
diverse,

Questo risultato ed in pari tempi il dimostrare che il presente
problema ammette una soluzione per ciascuna forma di F, sono com-
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presi come caso particolare nella proposizione generale sopra le super-
ficie semplicemente connesse, che Riemann ha sviluppata nella sua
dissertazione inaugurale, p. 30.¥)

IV.

Per le ricerche ulteriori, conviene sostituire al problema dell'arti-
colo antecedente un altro che dipenda da condizioni pid facili ad
essere sodisfatte.

Poicht mod (s—2£,) non & altro che la distanza rettilinea dei due
punti # e £, cosi il luogo di tutti i punti #, i quali sodisfanno alla
condizione mod (#—#,) = mod (#—2,), & la retta perpendicolare nel
punto di mezzo a quella che congiunge i punti £, e 5,. Quindi se si
assume per s, l'espressione s, = z, — iy, coniugata di 5, =z, + iy,, ne
segue per y, positivo che la funzione:

5

E—5,
nella meti y >0 del piano, diventa infinitamente piccola nel solo
punto o e propriamente del primo ordine; nel resto rimane continua e
nel contorno di questa superficie raggiunge il modulo 1. Per questa
superficie & quindi conosciuta anche E.

Se ora si & in grado di rappresentare il piano della Z =X +4Y

sul piano della #, in modo che al mezzo piano ¥ >0, che in seguito
si indicherd con E, ed al suo contorno (chiuso all'infinito) ¥ = + 0
corrisponda nel pisno della z un'area F col proprio contorno dato K,
ed a ciascun punto dell'unas superficie corrisponda un punto unico
dell'altra; e se in questa supposizione £, & il valore di £ nel punto o
di F, e Z; il suo coniugato, allora ciascun punto del piano # cor-
rispondente a Z; giace fuori di F, perché Z; & situato fuori di E.
Inoltre Z & soltanto nel punto o di F eguale a Z,, perch® a ciascun
punto Z, di E corrisponde un punto unico o di F. Assumendo quindi:
{ﬂ-} W= g—_.?;’
t diventerd nel punto o di F infinitamente piccols del primo ordine
e nel resto di F si conserverd ad un valore, continua e diversa da
zero, ed acquisteri nel contorno K di F, il quale corrisponde al con-
torno di E, il modulo 1. Quindi per la superficie F' &:

(®) § = log mod ;; ="

*) Amnali di Matematica, t. 2 (I serie).
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: Essendo ds, d X gli elementi corrispondenti dei contorni di F ed
E, cosi pure dp, dY i corrispondenti elementi delle loro normali,
8i avra:

dk _ _ 9t aY

p dY ép’
perché a cagione della somiglianza delle parti infinitamente piceole,
alla direzione di dp corrisponde la direzione delle ¥ decrescenti. Qui
g, comme rapporto di elementi lineari corrispondenti, & eguale a
mod 4% = %X, dunque 57 ds = dX. Allors 7% & la parte reale di

9082 per ¥ =0. Quindi per Velemento ds di K corrispondente al
dX, si ottiens:

2t 2Y,dX
2 Eiadalc S5 A Al
ed ecco allors stabilite tutte le espressioni richieste nell'art. 1, tosto
che la superficie E sia rappresentata semplicemente sopra F.

Y.
Poligoni ad un solo strato.

Sia F un poligono ad un solo strato, composto di un sol pezzo
cogli m vertici 2, #,, ... £,, che si succedono in un giro positivo in-
torno ad F nell'ordine dei loro indici. L'angolo interno nel vertice s,
sia indicato con 1, in modo che sari:

(1) S(x—2,)=-2x.
Noi ci proponiamo la questione di rappresentare semplicemente la
superficie E su questo poligono.

Siano a,, a,, ... a, i punti dell'asse delle X corrispondenti ai
vertici #,, 2, ... £, del poligono. Questi punti si seguiranno l'un
l'altro nella direzione delle X crescenti, nello stesso ordine dei loro
indici, e quindi fra due di essi il passaggio si dovra fare pel punto
infinitamente lontano dell'asse. Noi supporremo che questi siemo i
punti a,, a,, onde fra le quantitd reali a avrd luogo la successione:

0 <Oy <Gy <a,.
Il punto giacente sul contorno del poligono fra #, e #,, che corrisponde
al punto infinitamente lontano dell'asse delle X, verrd indicato con 2"

Cid posto, si tratta di stabilire una tale dipendenza fra le quan-
titi # ¢ Z che: 1) ad un giro positivo intorno all'una delle due super-
ficie F, E corrisponda un giro positivo intorno all'altra; 2) che i
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punti #, Z durante il giro passino contemporaneamente per i punti ¢,
a,; 3) che s percorra una linea retta ogni qual volta Z descrive uno
dei segmenti a,_,a,; finalmente 4) che nella rappresentazione di E
su F, nell'interno delle due superficie esista perfetta eguaglianza di
angoli, cioé ne sia esclusa quﬂunqua diramazione (Versoeigung).

Mentre # e Z percorrono i uurrllpondanh segmenti rettilinei s

=1 H

@,_,0, in direzione positiva, rimane inalterata la parte imaginaria di
log f—; dipendente soltanto da queste direzioni. Nello stesso momento
perd in cui s piega intorno al vertice #,, e quindi Z nel suo giro
positivo intorno ad E oltrepassa il punto a,, ds ruota dell'angolo = —4,
in direzione positiva, mentre dZ conserva la sus direziome. Quindi in
un mezzo giro negstivo intorno ad a,, log ;—; cresce di (x—41,)i, ciod
in un intero giro positivo cresce di
m—1
—_ . — 3 .
I"T’+2:n;, epperd (Z—a) * 37' ¢ in @, monodroma, né nulla né

infinita. Di qui segue che il prodotto
n=1, =iy

(Z—a) ™ (Z—a) ™ - (Z2— a.J"a—z—;

lungo l'asse delle X non ha punti di diramazione ( Versweigungspuncte),
nd di valor zero, né di discontinuitd, perché nltrimanti K avrebbe od

altri vertici o vertici d'altra naturs. Inoltre - dz’ (e quindi per la

relazione (1) anche y) dev'essere in tutta la superficie £ monodroma,
continua e diversa da zero; perchd altrimenti la sus rappresentazione
od avrebbe diramazioni e quindi non sarebbe ad un solo strato, oppure
8i estenderebbe all'infinito.

La funzione y adunque non & mai in E polidroma o discontinusa,
e deve inoltre essere tale che in ciascun segmento a,_,a, dell'asse delle

X il rapporto m—%; pia costante, perché questi segmenti devono
essere rappresentati linearmente. Sieccome per V=0 & dZ =dX, per
la realti delle gquantitd a, il precedente prodotto sts in rapporto co-

stante col suo modulo; percio
I
‘mod ¥
deve essere costante in ciascun segmento a,_,a, quindi per la sua
continuitdi avrd lo stesso valore costante in tutto I'ssse delle X. In-
dicando questo valore com ¢, si ha per ¥ = (:

log g = log mod g + loge;
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adunque nell'asse delle X la parte imaginaria di log g & costante; ed
essendo y in E monodroms, continua e diversa da zero, ¢id non & al-
trimenti possibile se non quando log z, e quindi anche z, ha dapper-
tutto lo stesso valor costante. Designando con 4 questo valore, si ha:

5_1 ﬁ_], E—1
1) de=A(Z—a)" (Z—a)" --(Z—a)" -dZ
dove ora il rapporto della costante 4 al suo modulo deve essere scelto
in modo, che ﬁ-‘; ottengs nel punto & il valore che corrisponde
alla data direzione da 2, s #,.

Se « & l'angolo di questa direzione con quella delle x crescenti
e ¢ uns costante positiva, si otterrd:

in

h_, A, i
@ drmcel (a2 -(4—2)" --(a,—2) -dZ,

supposto che la variabile venga limitata alla superficie E, e ciascun
fattore

@-2)

venga definito colls condizione di rimanere positivo nell'asse delle X
finché sia X < a,. Ponendo con gueste limitazioni:

ﬂ_j ﬁ_[ il-]
3) ce'(a,—2Z)" -(®—2)" ---(a,—2)" =g

si ottiene mediante l'equazione:
z
(4) s— o = [2d2,

la richiesta rappresentazione di E sopra F.
Indicando il lato del poligono fra i vertici ,, #,,, con L,*’, si ha

S o9
®) Li=[mod2dX, Ij=[modzdX,.., Li_,=[modzdX
o ay

Tn—1
L —fmndxdx +‘ﬁ;md.udx,
By -

se dappertutto in mod 2 vien posto ¥ = 0.
Siccome # in E non presenta nd diramazioni nd discontinuita,
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cosi f #dZ preso lungo l'intero contorno di E @ nullo, ciod avato ri-
guardo alla (1):

ﬁ'dx-o,

ove si integri lungo la linea ¥ =+ 0. Di qui si hanno due equa-
zioni fra i lati L e gli angoli 1, che non sono altro che le condizioni
conosciute perché il poligono K sia chiuso.

VL
Per gli antecedenti risultati & risoluto il problema dell'art. IV per
ciascun poligono F, di rappresentare cioé semplicemente E su F' in
modo che a ciascun punto dell'una superficie corrisponds un punto
unico dell'altra.
Siccome per ogni posizione del punto Z in E & dato il corrispon-
dente punto s di F, cosi si pud in particolare per l'espressione:

Z—
w225,
dell'art. IV, sempre assegnare il punto s, di F' corrispondente a Z,
per il quale Pultima formula dell'art. I offra il valore cercato di U. In
questo senso adunque (e la pid parte delle soluzioni di tali questioni
non vanno pid oltre) la questione di determinare U si pud considerare
come risolata per tutti i poligoni F.

Affatto diversamente si presenta la questione quando non si voglia
contentarsi di cid, ma invece si domandi che la quantitdi Z,, che
occorre per la formazione di w, venga determinata per ciascuna qualsi-
voglia posizione del punto o di F.

Infatti questa domanda nom altro significa se non che, mediante la
inversione dell'squazione (4), Z sia presentata come fungzione di #.

Un esame pid diligente mostra che sono solamente quattro i po-
ligoni F' per i quali questa quistione pud essere posta senza ulteriori
modificazioni, vale a dire il rettangolo, il triangolo equilatero, e due
triangoli rettangoli, l'isoscele ciok e quello i eni angoli all'ipotenusa
sono di 30° e 60"

In tutti gli altri casi o deve essere limitata la variabiliti di s e 2
nelle superficie ' ed E, onde non si ottiene alcuna semplificazione,
mentre va perduta l'importanza analitica del problema; oppure, ove si
richieda la inversione con variabili illimitate, il problems della rappre-
sentazione dev'essere posto altrimenti.

Ed invero, se in F i rapporti angolari sono tutti raziomali, e
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quindi # & una funzione algebrica di Z, si pud facilmente per questa
fonzione determinare la superficie I' rappresentante il suo modo di
diramazione (Fersweigungsart), e I'ordine 2p + 1 della sua connessione
(Zusammenhang), ed allors per conseguire l'inversione dell'equazione
ds = zdZ, devonsi aggiungere & questa, come & noto, ancors p—1
altre equazioni dz, = 2,dZ,, dove tutte le 2, sono funzioni algebriche
diramate come T, e tutte le s, sono integrali di prima specie non
sventi tra loro relazioni lineari, alla quale ultima condizione in virtd
dell'equazione (1) dell'art. precedente sodisfa anche s.

In termini pid semplici, cid significa doversi in questo caso rap-
presentare simultaneamente E su p superficie, una delle quali & la
stessa F, e le altre dipendono da F. Il caso di p=1 mostra gii che
da questo punto di vista il problema primitivo si decompone in infiniti
gruppi di casi particolari.

Del resto, da queste considerazioni risulta che i risultati dell'arti-
colo precedente insegnano in cisscun caso & conoscere la classe di
funzioni alla quale appartengono w e §, anche quando l'espressione
di U sia stata trovata per altra via.

VIL

Ormai non rimane che & render possibile, collo svolgimento di un
esempio trattato anche con altri metodi, il confronto fra questi ed il
processo qui esposto. Noi scegliamo per brevita il pid semplice di
tutti, ciok il caso che la superficie F' sia un rettangolo. Assumendo
nell'art. I, la funzione arbitraria ¢ = 0, si pud assai facilmente deter-
minare per questa superficie la U col metodo dato da Fourier
(efr. Lamé Legons sur les fonctions inverses des transcendanfes, XIV),
ma il principale risultato dells ricerca, ciod la determinazione della
specie di fonzioni dalla quale dipende la soluzione, nmon i potrebbe
riconoscere per questa via che a stento, sebbene la posteriore verifi-
cazione del medesimo non offra alcuna difficolta.

Siano @ e b i lati del rettangolo F, posti rispettivamente sugli
assi delle z, y positive. Noi possiamo allora porre:

8y =&, ‘I_G+MJ ‘t-bi: ‘i_nr
ed otteniamo:

b= dymdym A=, @m0,
quindi:

2= C: V(g —Z)ay—Z) [“t_z}_{‘_‘l ﬁj,
dove la radice & definita come dianzi.
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La superficie T & & due strati (swesblitirig), coi punti di dirama-
zione @, < ay << 6, < a, situati sull'asse delle X. Assumendo, cid che
¢ lecito, pei limiti ai quali si estendono i due strati di T gli orli
delle rette congiungenti a, con ay, ed ay con a,, fra questi limiti gli
strati saranno connessi, ed E sard la metd positiva (corrispondente ad
¥ > 0) del primo strato.

Per questa connessione di I' @ per le condizioni imposte all'espres-
sione z, questa ottiene 1) valori contrari in due punti di T situati
I'un sopra l'altro, ed invece 2) wvalori coniugati in due punti coniugati
dello stesso strato.

Facendo inoltre nella solita maniera, a partire da un punto in E,
un taglio trasversale (Querschnitf) intorno ad a,a,, e l'altro intorno ad
a,a,, ne viene che Z per I'equazione de = 2dZ @ determinata come
uns fonzione di # ad un solo valore, avente i due periodi 2a, 2bi,
i cui valori emergono anche da cid che segue.

Trasportando in a, il punto d'incontro dei due tagli trasversali, e
riducendo quest'ultimi a linee rette, la connessione del primo strato col
secondo tra a, e ay, ed in ciascuno strato la connessione della metd
positiva colla metd negativa fra a; ed a,, sari tolta. La rappresen-
tazione della superficie T” cosi modificata, sul piano #, diviene un
rettangolo I7, i cui lati 24, 2b sono paralelli agli assi delle z, y, e le
cui diagonali s'incontrano nell'origine s, = 0, e del quale adunque F
# quella quarta parte che cade nel quadrante positivo.

Per dimostrarlo, si tiri anzitutto in ciascuno strato da a, al cor-
rispondente puntoe Z una linea, in modo che le due linee cosi ottenute

z
si coprano; allora la somma degli integrali f #d Z, presi lungo queste

Sy
due linee, sard nulla, quindi & due punti di " giacenti I"uno sull'altro
corrisponderanno due valori contrari di #, ciod due punti del piano #
la cui congiungente passa per lorigine 2, =0 ed & ivi divisa
per meta.

Tirando -inoltre da a, sullo stesso strato di 7 due linee simme-
triche rispetto all'asse delle X, ciod congiungenti soltanto punti
coniugati e terminate in siffatti punti, si otterranno mediante l'inte-
grazione valori coniugati di ¢ anche nei punti estremi. Due punti
coniogati dello stesso strato di 7" vengono dunque rappresentati nel
piano # in dve punti coningati, ciod situati simmetricamente rispetto
all'asse delle z.

Da cid risulta subito che IT @ la rappresentazione di 7". Se i
rettangoli nei quali vien diviso IT dagli assi coordinati nell'ordine con
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cui si succedono in un giro positivo intorno all'origine, si denotano con

F, F,, F,, F,, possiamo concludere, siccome per le condizioni del

problema E & di gia rappresentato su F, che la parte positiva del

secondo strato coperta da FE sard rappresentata su F, la metd nega-

tiva del primo strato su F,, e quella del secondo su F,. Contempo-

raneamente & dimostrato che 2a, 2bi sono i moduli di periodicitd di &
Questi risultati sono sufficienti per esprimere la funzione:

Z—2Z
w—e”‘z_z

mediante #. In fatti se 2, & quel punto di F che corrisponde al
punto Z, di E, allora Z— Z, diventa in IT mei due punti 5, — g,
infinitamente piccola del primo ordine, ma foori di questi diversa da
zero. Se g, & coniugato s g, £ — Z,' non & mai in IT eguale a zero,
fuorch® nei punti #,, — &', nei quali @ infinitamente piccola del primo
ordine. Quindi # & una funzione di # ad un valore, coi periodi 2a,
2bi, la quale nel rettangolo IT dei periodi & infinitamente piccola sola-
mente per £=(g,, — £,), infinitamente grande solamente per 2 =(g,’, — 5,"),
¢ sempre del primo ordine; e per £ = oo gi riduce a ¢'. Di qui
segue che mediante la funzione di Jacobi:

2
6, (z) = Eg'l'uanz —2¢*sendz + Eq?a&nﬁx. ‘e

la w si pud esprimere nella forma:

(s(:—:.)) 8, u{l-f- )) e
o () (i T

dove ' & una costante.

Se # @ il punto fra 5, e #,, che corrisponde al punto di E infi-
nitamente lontano, si ha:

o, () g, (R E20

NP N 1T b
" o (=) o (R
' 2by 2bi

Siccome £’ & reale, nel fattore di C il denominatore & coniugato
al numeratore, onde il modulo di questo fattore sari = 1. Quindi, se
la quantiti e, soggetta soltanto s quest'ultima condizione, si assume
eguale al fattore di C, riescira C = 1, epperd:

E. B Christoffel, Gesammslis Abhandlungen. L 17
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R e e R
() o (5

Moltiplicando quest'espressione di w, coll'espressione che ne risulta
per il valore coniugato w’, si otterrid il quadrato del mod w, e quind:
per la determinazione di U nel punto 2, di F:

e = ww', E=}logww'

Decomponendo w in % + v si risolve inoltre il problema di rap-
presentare il rettangolo F sul cerchio w'+ ¢'< 1, in modo che il
centro del cerchio corrisponda al punto £, di F, da scegliersi arbitra-
riamente.

I tre altri problemi accennati nell'art. VI, per i quali soltanto &
ancora possibile la rappresentazione di s per mezzo di #, si possono
del pari risolvere facilmente coi mezzi qui adoperati

Zurigo, 20 marzo 1867.
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Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Minimumsflachen.
(Journal filr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 87, 1887, 8, 218—%28.)

Die sogenaonten Minimumeflichen besitzen eine merkwilrdige
Eigenschaft, welche ich bei Glelegenheit meiner Abhandlung dber die
Bestimmung krummer Oberflichen durch locale Messungen auf den-
selben (dieses Journal Band 64%)) Herrn Weierstrass mitgetheilt habe.
Dieselbe besteht in Folgendem.

1. Seien S und & zwei Minimumsflichen, d. h. solche, fiir welche
die Summe der beiden Hauptkrimmungen in jedem Punkte = 0 ist.
Nachdem jede von diesen Flichen in eine beliebige Lage gebracht
worden ist, wihle man sof ihnen Flichenstiicke T, T so aus, dass
1) auf keinem von beiden dieselbe Normalenrichtung zweimal, dagegen
2) jede auf dem einen stattfindende Normalenrichtung auch auf dem
andern vorkommt.

Betrachtet man unter diesen Voraussetzungen einen Punkt m’ von
T’ als Bild desjenigen Punktes m von T, fiir welchen die gleiche Nor-
malenrichtung stattfindet, so wird 7" ein in den kleinsten Theilen ihn-
liches Bild von T.

Bei diesem Satze ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass die Flichen
8, 8’ sich nur durch ihre Lage im Raume von einander unterscheiden.
Durch blosse Drehung einer Minimumsfliche kann man also beliebig
viele Abbildungen derselben auf sich selbst erhalten.

2, Der obige Satz bleibt bestehen, wenn eine der Flichen S, 8
durch eine Kugel ersetzt wird.

Aus diesem zweiten Satze folgt der erste durch Wiederholung.
Da ausserdem alle Abbildungen einer Kugelfliche auf einer Ebene be-
kannt sind, so sind es auch alle Abbildungen einer Minimumsfliche,
wie zuerst von Herrn Weingarten gefunden worden ist.!)

1) Vergl. die reichhaltige Abhandlung: Usber die Oberflichen, filr welche
einer der beiden Hauptkrimmungshalbmesser eine Function des andern ist. Dieses
Journal Baud 6%, p. 164, 166,

") Im vorliegenden Band S 16%2.
17*
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Ich habe mich veranlasst gesehen, diesen Gegenstand weiter zu
verfolgen, und namentlich zu untersuchen, welche Flichen T ilberhaupt
die Eigenschaft haben, dass sich ihnen eine zweite I” zuordnen lisst,
welche, ohne zu T homothetisch zu sein, ein in den kleinsten Theilen
dhnliches Bild von T liefert, wenn sie nach obigem Princip auf T' be-
zogen wird. Von dieser Untersuchung sind selbstverstindlich alle die-
jenigen Flichen I' ausgeschlossen, auf denen jede fiberhaupt vorhandene
Normalenrichtung eine Linie bestimmt, also die auf eine Ebene ab-
wickelbaren Flichen.

Es hat sich herausgestellt, dass die verlangte Eigenschaft eine
Flichenfamilie begriindet, welche sich auch als das System derjenigen
Flichen definiren lisst, die ein ebenes Bild gestatten, in welchem ihre
Kriimmungslinien durch zwei Schaaren zu einander senkrechter Geraden
dargestellt werden. Es besitzt hiernach jede Fliche, an welcher die
zuerst erwiihnte Eigenschaft nachgewiesen ist, auch die zweite, und
umgekehrt.

Diese Flichenfamilie ist sehr umfassend; mittelst der Formel B.
des art. V., welche das Kriterinm derselben enthilt, findet man leicht,
dass zu ihr nicht bloss die Minimumsflichen im gewd&hnlichen Sinne,
sondern allgemein diejenigen gehéren, derem mittlere Krilmmuong con-
stant ist, also die Minimumsflichen iiber gegebenem Volumen; ausserdem
gehdren hierhin alle Flichen zweiten Grades, alle Rotationsflichen, u. s. w.

In dieser Familie entspricht jeder Fliche T eine andere I, und
im Allgemeinen auch nur eine nebst ihrem homothetischen, welche
durch T ibrer Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn von Trans-
lationen ohne Drehungen abgesehen wird, die an der Abbildung nichts
indern. Die einzige Ausnahme hiervon bildet die Kugel, fiir welche
die Aufgabe, T" zu finden, unbestimmt ist, weil sie selbst jeder be-
liebigen Minimumsfliche entspricht.

Da die einfachen Hiilfsmittel, welche ich bei dieser Untersuchung
benutzt habe, sich auch bei anderen Gelegenheiten als brauchbar er-
weisen, 80 erlaube ich mir, im Folgenden zu zeigen, wie sich im An-
schlusse an einen directen Beweis der obigen Sitze tiber Minimums-
flichen die iibrigen Resultate ergeben haben. Jene Sitze selbst habe
ich urspriinglich aus dem art. IV. meiner oben erwihnten Arbeit er-
halten.

L

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der geo-
metrischen Bedingungen, welche erforderlich sind, damit zwei Flichen
T, T'" einander ihnlich werden, wenn jedem Punkte m von T sein Bild
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m’ auf T’ durch die Bedingung gleicher Normalenrichtung zugeordnet
wird, in welchem Falle m und m' entsprechende Punkte heissen
sollen.

Zu dem Zwecke bestimme man nach Gauss (Disqu. gen. circa
superf. ¢. L) eine Richtung im Raume mit Hilfe einer Kugel K vom
Halbmesser 1 durch den Punkt, in welchem ein gleichgerichteter Halb-
messer auf der Kugelfliche endigt. Sind also N, N’ die Normalen der
Flichen T, T' in den Punkten m, m’, s0 werden diese Punkte einander
entsprechen, sobald beide Normalen dem nimlichen Punkte % von K
entsprechen. Damit ferner zwei von entsprechenden Punkten m, m’
susgehende Linienelemente £s, ¢ der Flichen T, " in entsprechenden
Punkten endigen, mflssen auch in ihren Endpunkten die Normalen dem
nimlichen Punkte P von K entsprechen. Der unendlich kleine spha-
rische Bogen MNP = 4 giebt dann den Winkel an, um den sich die
Normale N dreht, wenn ihr Fusspunkt von m aus ¢s beschreibt.

Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedingungen erforderlich
sind, damit das Verhiltnis der entsprechenden Linienelemente s, #s’
von der Lage des ihre Endpunkte bestimmenden Punktes % wunab-
hingig wird.

Beien 8N, N, in m beginnende Bogenelemente der beiden Kriim-
mungslinien von I, g,, ¢, die ihnen entsprechenden Krilmmungshalb-
messer der Flache. Ferner sei d; der Winkel, um den sich p, dreht,
wenn sein Fusspunkt 7N, durchliuft, ebenso 4, der Winkel, um den
sich g, dreht, wenn sein Fusspunkt &N, durchlioft, also abgesehen
vom Zeichen &N, = g, d,, ¢ N, = g,8, und 7s* = p?d} + ¢id!. Haben
0y, @y 9,, 8, dieselbe Bedeutung fiir die Fliche I" im Punkte m’, so
wird ¢5'%= g,%d," + ¢,'d," und mithin das zu untersuchende Verhiltniss

E)‘_ LA o
T PR ﬁ‘a:!

Daraus ergeben sich die Bitze fiber die Minimumsflichen sofort.
Nimmt man némlich ¢,*=p,%, o} =g}, d. h. fir T und I" Minimums-
oder Kugelflichen, so heben die Drehungswinkel sich weg, indem aus
der Betrachtung der Kugel K 4= 8! + 8} = 8, + 4, folgt.

Ist nun, um zur allgemeinen Untersuchung tberzugehen, o das
Centrum der Kugel K und sind %0,, 9%, M,, MN; diejenigen Punkte des
durch M als Pol bestimmten Aequators, welche den Richtungen
¢ Ny, éN,, ¢ N,, ¢ Ny der Krimmungslinien von T und I" entsprechen,
so folgt, weil der Punkt f von K sowohl dem Endpunkte von ¢s,
als auch dem von s’ entspricht, dass der Uebergang von R nach P
suf folgende zwei Arten bewirkt werden kanm:
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1. indem man zwei unendlich kleine Drehungen um die Axen oW,
oM, zusammensetzt, von demen die erste den Winkel 4, die andere
den Winkel 4, betrigt;

2. indem man zwei die Winkel 4;, 4, betragende Drehungen um
die Axen oW, oM, zusammensetzt.

Dies festgestellt, zihlen wir auf dem Aequator von R, aus Lingen,
die nach RN, hin wachsen, und setzen fest, was offenbar gestattet ist,
dass von den Punkten M, M, der zweite die grissere Linge hat. Ist
alsdann « die Linge von M, 1 die Liinge des Meridians NP, so wird,
weil alle Bogen & unendlich klein sind, 4, = A gind, d, = A cos d,
4, = A sin (1 — &), &, = o cos (1 — &), mithin
(3!’)’_ 0" cos’ (1 — ) 4 g3 win' (1 — &)

% ofoosii f o tuind’

sobald 73, #5’ in entsprechenden Punkten anfangen und endigen.

Dieser Ausdruck soll nun von der Lage des Punktes P, d. h. von
A onabbingig sein. Man erkennt ohne Mihe, dass diese Bedingung
fur jeden beliebigen Werth von «, d. h. unabhingig von den Rich-
tungen, in denen die Kriimmungslinien der Flichen T, " von m, m’
susgehen, nur dann erfillt wird, wenn zugleich ¢,'= p,, ¢! = o} ist,
was den bereits oben erledigten Fall liefert.

Ist diese Bedingung nicht erfullt, so kann das Verhiltniss der
beiden Linienelemente nur noch in dem Falle von 1 unabhingig sein,
wenn o« = ( oder ein Vielfaches von 90° ist. In allen diesen Fillen
wird jedem der beiden von m ausgehenden Kriimmungslinienelemente
eines der beiden von m' ausgehenden parallel; wir schliessen daher
keinen Fall aus, wenn wir

o= 0

setzen, d. h. fordern, dass N, mit #N,, 2N, mit ¢N, gleiche Rich-
tung habe. Dann wird

gy g "cosl® 4 pyteind?
(55) = oirconiv o reim®
und dies wird nur dann von 1 unsbhingig, wenn p,': ¢? = p,*: ¢}, d. h.
entweder °! = ¥ oder ¥l wm — ¥ wird,

L L4 L L

Die zweite von diesen beiden Losungen liefert den allgemeinen Satz:

Wenn swei Flichen T wund T in der Besichung su einander stehen,
dass in je swei durch gleiche Normalenrichtung einander enisprechenden
Punkien m, m' derselben 1) auch die Hauptschnitte beider Flichen ein-
ander parallel werden, und 2) swischen den Verhdlinissen der Kriim-
mungen paralleler Hauptschnitle dic Relation
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1L %

ata™?
staltfindet, so wird T' ein in den kleinsten Theilen dhnliches Bild von
T, wenn jeder Punki m' als das Bild des enisprechenden Punkies m an-
geschen wird.

In diesem Satze sind die auf die Minimumsflichen bezfiglichen
ebenfalls enthalten. Nimmt man nimlich fir T eine Minimumsfliche,
s0 folgt aus der zweiten Bedingung, dass T eine Kugelfliche sein
muss, und diese genfigt offenbar anch der ersten Bedingung.

Die erste Losung filhrt auf ganz elementarc Resultate, die haupt-
sichlich als Vervollstindigung des vorigen Satzes aufrufassen sind. In
der That fordert dieselbe, wie leicht zu sehen ist, und auch aus den
folgenden Untersuchungen hervorgeht, nichts anderes, als dass 7' und I
homothetisch sind, worans dann freilich, da die Aehnlichkeit fiir be-
liebig grosse perspectivisch liegende Theile vorhanden ist, such die
Aechnlichkeit der kleinsten Theile folgt.

Es ergiebt sich aber hieraus, dass ausser den durch den ersten Sats
bestimmten Flichenpaoren und ihren homothetischen keine andern exi-
stiren, welche die von uns geforderien FEigenschaften besifeen.

IL

Es wirft sich jetzt die Frage auf, wie und unter welchen Vor-
sussetzungen die Bedingungen des obigen Satzes befriedigt werden
kinnen.

Zu dem Zwecke bemerken wir zunichst, was aus der zweiten Be-
dingung folgt, dass in entsprechenden Punkten nothwendig die eine
Fliche gewdlbt, die andere sattelférmig gebogen sein muss. Um dber
bestimmte Vorstellungen zu verfiigen, wollen wir dsher, was suf den
schliesslichen Verlauf der Untersuchung keinen Einfluss mehr haben
wird, festsetzen, es seien g,, p,, ¢, positiv, g, dagegen sei negativ.

Wir bezeichnen nun die rechtwinkligen Coordinaten von m durch
z, vy, 5, durch #, v, ¢/ diejenigen von m', ausserdem die Richtungs-
cosinus der Normale, der ersten und zweiten Kriimmungslinie in m,
also wegen des geforderten Parallelismus auch in m' durch a, b, ¢;
a,, b, ¢; ay, by, ¢;, wobei die Vorzeichen der Grissen a, b, ¢ s0 ge-
wihlt sein sollen, dass die durch sie bestimmte Richtung der Normale
derjenigen entgegengesetzt wird, in welcher von der Oberfliche aus die
positiven Kriimmungshalbmesser anfgetragen werden.

In Folge des Parallelismus der Krilmmungslinien werden auch
die Drehungswinkel um die zu ihren Tangenten parallelen Axen fiir
beide Flichen gleich, also &, = 4,, 4, = 4,.
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Wir bestimmen nun zunichst die Grissen, um welche die Coordi-
naten von m und m' und die Richtungscosinus der Normale in Folge
dieser Drehungen zunehmen.

Dreht man die Normale um eine zur Tangente der zweiten Kriim-
mungslinie parallele und durch das Kriimmungscentrum des ersten
Hauptschnitts gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel 4, geworden
ist, so durchliuft ihr Fusspunkt auf beiden Flichen die erste Kriim-
mungslinie, und weil ¢,, ¢, positiv sind, beide in derselben Richtung.
Die zurlickgelegten Wege sind #N, = p,d,, ¢ N, = ¢, d;, mithin die
Zunahmen von z und z':

ﬂla": = ay 0y dy, ‘ff_ ﬂl?i"lr

vorauggesetzt, dass man den Drehungswinkel &, positiv oder negativ
nimmt, jenachdem m gich in der Richtung a,b,¢,, oder ihr entgegen
bewegt.

Nach der Lehre von der Krilmmung der Flichen ist aber auch
0T = gl:a, ;’:z"-— p;e’:u, woraus in beiden Fillen
1
folgt. '
Dreht man die Normale um eine zur Anfangsrichtung der ersten
Krilmmungslinie parallele und durch das Krimmungscentrum des
zweiten Hauptschnittes gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel
d, geworden ist, so durchliuft ihr Fusspunkt auf beiden Flichen die
zweite Krilmmungslinie, aber in entgegengesetzten Richtungen. Sind
¢N,, + Ny die wirklich zurlickgelegten Wege, so nimmt r um a,é N,
zu, £ um a,/ Ny ab. Nun ist 7 Ny = ¢,8,, #N; = — ¢,4,, also wachsen
z und £ um

o == a,d,
1

5’5 = Oy0ydy, if— ay0,9,,

wieder vorausgesetzt, dass 4, positiv oder negativ genommen wird, je-
nachdem m sich in der Richtung a,bye; oder ihr entgegen bewegt.
Da ausserdem Ex: = eia éx' = pyia ist, so folgt
] 3

fa = gy d,.
1
Daraus ergeben sich fiir die vollstindigen Differentiale die folgenden
wichtigen Formeln:

oz = a,0,8y + 84049, 7y =D, 8 + by, fr=c0d + 604,
éa =a,dy +aydy, ib=bd, +b4, ic=¢d +qd,

8 - “lf';dl + ﬂﬂ";an E"_ blplﬂ! + bIP; dy, if = ":I.FI"‘I + 604 dh
von denen die auf die Fliche 7' allein beziiglichen flr jede beliebige
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Fliche gelten. Aus den bei ihrer Herleitung unterschiedenen Fillen
ergiebt sich fibrigens, dass diese Formeln von den zu Eingange fiber
die Vorzeichen der Krfimmungshalbmesser gemachten Voraussetzungen
unsbhiingig, also auf beide Fille des vorigen art. anwendbar sind.

IIL

Setzt man nun, um die erste Lisung des art. I zu befriedigen,
0, = ko,, 03="Fepy, 80 wird ¢z'=kéx, 1y =kéy, ¢2'=kée. Damit
diese Gleichungen eine Fliche T’ bestimmen konnen, milssen ihre
rechten Beiten vollstindige Differentiale sein. Betrachtet man # als
Funetion von z, y, so folgt aus der ersten Gleichung, dass & von y,
sus der zweiten, dass es von z unabhingig, also constant sein muss.
Diese Losung liefert also, wie schon frilher angewandt worden ist, zu
jeder beliebigen Fliche ihre simmtlichen homothetischen.

IV.
Zur Befriedigung der zweiten Lisung
o e
ate=?
setzen wir g,= Hp,, p, =— Hp,. Dann wird #z'= — Hez, iz’ = an:,
u B W ! vl
Nennt man nun diejenige Seite einer Fliche, von welcher ihre
Normalen ausgehen, ihre Vorderseite, so ergiebt sich aus diesen For-
meln zuniichst, dass im vorliegenden Falle die Vorderseite von I auf
der Rickseite von T abgebildet wird, und umgekehrt, vorausgesetat,
dass man unter einer Abbildung eine im gewdhnlichen Sinne, also
nicht verkehrt &hnliche versteht.
Sodann ergeben sich fiir die vollstindigen Differentiale die Glei-
chungen
iz’ = H{f‘.‘t - "23’)1 iy = H{Ey - ‘;:5')1 (o - H(f" = f'}:

von denen zunichst gezeigt werden soll, dass sie aus den Bedingungen
unserer Untersuchung nicht bloss folgen, sondern dieselben auch um-
gekehrt nach sich ziehen.

Sind némlich @, b, ¢ die Richtungscosinus der Normale von T, so
sind sie es auch filr 7", weil aus den vorstehenden Gleichungen

folgt. aix’ + biy' + cés'=0
Da ferner die Krimmungslinienelemente ¢N,, N, auf einander

senkrecht stehen, so folgt 95 = H*(¢ N} 4 2N]) = H*és', also ist T”
ein in den kleinsten Theilen &hnliches Bild von T.
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Auf Grund dieser beiden Folgerungen ergiebt sich endlich nach
art. | such der Parallelismus der Kriimmungslinien beider Flichen.

Folglich enthalten die vorstehenden Differentialgleichungen alle
fir die gegenwiirtige Aufgabe nothwendigen und susreichenden Be-
dingungen.

Setzt man -"_%-H = Q, 80 lassen die obigen Gleichungen sich
in die Form '

8z = .sa[ﬂaa _& + %)?:r-],
(*.) =20 — (3 +2-)ey],
FE = R[E'cc - (-;: 4 :—‘)3:]

bringen. Dieselbe zeigt sofort, dass unsere ursprilngliche Aufgabe, die
Bedingungen zu ermitteln, damit zu einer gegebenen Fliche T eine sie
in der verlangten Weise abbildende existire, auf die Herstellung und
Deutung der Integrsbilititsbedingungen zurlickgefiihrt ist, welche er-
forderlich sind und hinreichen, damit die drei vorstehenden Ausdrilcke
zugleich vollstindige Differentiale werden.

Es ist indessen zweckmilssig, filr diese Untersuchung die Differen-
tialgleichungen so viel wie méglich in der urspriinglichen einfachsten
Form beizubehalten.

V.

Wir setzen vorsus, dass z, y und s als Functionen zweier von ein-
ander unabhiingiger Varisbeln w,, w, in der Weise dargestellt sind, dass
der Gleichung #u, = 0 diejenige Schaar Kriilmmungslinien von T’ ent-
spricht, welcher die vorhin als erste bezeichnete angehirt, der Glei-
chung 7uy, = 0 die andere Schaar. Bezeichnet man daher die Deri-
virten von z, y, # nach u,, w, durch z,, z,, z,,, w 5. W, 80 wird

L = Tyitly, £F = Zyothy, W 8. W
1 '

Ferner folgt aus den Gleichungen ¢z = g,7a, + z = g,7 @, wenn
1 1 '
1

— - el i
o 1 ' |

gesetzt wird,

fa
ﬁ =r 4, aTl = rydy,
mithin durch Elimination von a

1 ar ar
(1) Zn =525 (a1 e 3),
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wozu noch zwei dhnliche Gleichungen fir y und 7z kommen. Ausser-
dem ist

(2) 7%y + Yty + 55 = 0.
Dies vorausgeschickt, nehmen die Differentialgleichungen des vorigen
art. die folgende Form an:
02 = H (zy 7ty — 3, 0, ,
(4) 2y'= H(yyouy — y,0m,),
o8 = H(gy 14— £,5%,).
Fir log H= Z liefert die erste als Integrabilititsbedingung

8z

ﬂ'“i l"'a,,’ +25u-ﬂ'r

oder wegen (1.)

[52- :,r‘] [ _:Egz:] % =0.

Mit Riucksicht auf (2.) folgt aus dieser und den beiden hiersu-
geborigen Gleichungen, daB nothwendig
8z _ 2 @r, 9Z__ 3 in
TN T ™ T — 1y Dty

sein muss, und umgekehrt sind mit diesen beiden zugleich alle Integra-
bilitatsbedingungen erfullt.

Damit aber diese beiden Gleichungen mit einander bestehen kiinnen,
ist erforderlich und hinreichend, dass

(B.) a‘-:t (? l_sr, g::) dw (ﬁ = s g::) =0

sei. Ist diese Bedingung erfilllt, so liefern also die vorstehenden Aus-
driicke filr #Z ein vollstindiges Differential, und die so bestimmte
Function p

Hee”

macht auch die Ausdriicke filr 1, ¢y, 8¢’ zu vollstindigen Differen-
tialen. Zugleich ist ersichtlich, dass der letztern Forderung auf keine
andere Weise genligt werden kann.

Es bedarf nur noch der geometrischen Interpretation von (B.). Sei

A++a-8 q++a-8
80 folgt aus (1.) und (2)
{3] 1 dr, _ dlogf, 1 dr dlogk,

ey m duy, ' o1, 0w o,
wodurch (B.) in
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einer bloss von w, und einer bloss von w, abhingigen Function dar-
stellen lasse, dass also

& _ o)
& viw)
dem Quotienten aus zwei solchen Functionen gleich sei.

Filhrt man nun, was an den frilhern Vorausselzungen nichts
findert, mittelst der Gleichungen @ (u,)du, = du;, ¥(ty)du, = du, zwei
neue Varisbeln w), u, ein, so folgt, dass die Allgemeinheit unseres
Resultates nicht geiindert wird, wenn wir @(u,) und ¥(u,) constant
und einander gleich setzen. Dann wird die Lésung von (B.)

(4) b=

Damit also die Gleichungen (A4.) durch passende Wahl von H integrabel
gemacht werden kbnnen, ist erforderlich und hinreichend, dass das
Quadrat des Linienelementes von T sich in die Form 85= £}(¢u] + 2uf)
bringen lasse, wilhrend du, = 0, #u; = 0 die Differentialgleichungen der
beiden Schaaren Kriimmungslinien von 7 sind. Wir haben hiernach
den Satz:

Damit einer Fliche T eine zweite T in der oben verlangten Weise
sugeordnet werden kimne, ist erforderlich und hinreichend, dass T ein in
den kleinsten Theilen dhnliches ebenes Bild gestatte, in welchem seine
Kriimmungslinien durch rwei Schaaren su einander senkrechler Geraden
dargestelll werden.

Und umgekehrt kimnen alle Flichen T, su denen die Gleichungen
(U.) oder (A) eine sugeordnete T' liefern, in dieser Weise auf einer
Ebene abgebildet werden.

Bezeichnet man bei der Abbildung von T auf der Ebene der u,, uy
das Vergrisserungsverhiltniss durch %, so wird

28" = m*(ful + 2ud),
und es ergeben sich fiir die Familie der Flichen T aus (4., (2.), (1.)
und (3.) die Differentialgleichungen:
ﬂ+!"?+ﬂ-m'1 5z + %yt 55=0, #:'I‘}‘;'l'-';-m',
dl él
P Ll
dlogm dlogm
aw, Bt ",

dlogm dlogm
Taw, BT e, v

Y=

Yus

By =
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Ist T diesen Gleichungen gemiiss bestimmt, so wird

dlogm dlogm
also Z = const. — 2 logm,
H=%,

8o dass man zur Bestimmung von I” die integrabeln Gleichungen
A
0F = :i(#:'a“l — Zydthy),
A
oy = :1(’16“1 _ha"l)r

A
38 = —5 (5,01 — £, 21y)
erhilt.
Es ist hier nicht der Ort, diesen Gegenstand durch Ausfihrung
von Beispielen weiter zu verfolgen.

Ztrich, 2. April 1867.



XIV.

Beweis des Fundamentalsatzes der Invariantentheorie.
(Journal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 68, 1868, 8. 248—252.)

In der fundamentalen Begriindung der Invariantentheorie, durch
welche Herr Aronhold dieses ganze Gebiet auf ein einziges, von jeder
Willkitrlichkeit befreites und der grissten Ausdehnung fihiges Princip
zurlickgefilhrt hat, wirft sich das Hauptgewicht auf die Frage, wie
gross fiir eine gegebene homogene Function in einem Sysiem von Grund-
formen die Anzahl derselben vorausgeselst werden darf, wenn dasselbe
nur voneinander unabhingige enthallen soll, weil nur bei gesicherter
Kenntnis dieser Fundamentalzahlen beurtheilt werden kann, ob gegebene
Functionen F und F” durch lineare Substitutionen ineinander trans-
formirt werden kinnen, und durch wieviel Substitutionen dies erreicht
werden kann.

Die Anzahl der voneinander unabhingigen Invarianten einer
homogenen Function, mit welcher alle fibrigen Fundamentalzahlen ge-
geben sind, ist bis jetzt auf zwei verschiedenen Wegen bestimmt
worden, zuerst durch Abzihlung der Transformationsbedingungen und
der zu eliminirenden Substitationscoefficienten, dann mittelst der par-
tiellen Differentialgleichungen der Invariantentheorie. Bemerkenswerthe
und den allgemeinen Fall bildende Abweichungen von den bei diesen
Beweisen voransgesetzten Verhiiltnissen, welche sich mir bei andern
Untersuchungen darboten, haben mir gezeigt, dass beide Beweise un-
gureichend sind und dibereinstimmend das voraussetzen, was sich bei
gensuerer Betrachtung als die Hauptfrage fiir den zu leistenden Beweis
herausstellt.

Bezeichnet (n, p) die Anzahl der Coefficienten einer homogenen
Function F' vom p*° Grade und » Variabeln, so ist (s, p) auch die
Anzahl der Bedingungen fiir die Transformation dieser Function in
eine andere mittels einer gegebenen linearen Substitution. Durch Eli-
mination der n - n Substitutionscoefficienten ergeben sich die Transfor-
mationsrelationen, also die absoluten Invarianten von F.
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Nimmt man nun an, unter den urspriinglichen Transformations-
bedingungen lasse sich eine Gruppe von n -m Gleichungen auswilhlen,
welche in Besuwg auf die Substitutionstionscoefficienten voneinander un-
abhdngig sind, so wird die Anzahl der Transformationsrelationen, also
der sbeoluten Invarianten

o = (n, p) — n'.

Wenn aber eine solche Gruppe von m - m Gleichungen nicht existiren
sollte, so wiirde mit Ricksicht auf den Umstand, dass die ursprilng-
lichen Transformationsbedingungen bei der von ihnen geforderten Wahl
von F nie suf einen Widerspruch filhren kinnen, folgen, dass bei der
Transformation von F in eine mit mdglichst viel willktirlichen Coeffi-
cienten versehene Function F”

1) nicht alle Substitutionscoefficienten bestimmte Werthe er-
langen, sondern eine Anzahl g derselben willkirlich bleibt, und in
Folge dessen

2) die Anzahl der Transformationsrelationen um g Einheiten
grosser ist als die durch Abzihlen gefondene normalmissige Anzahl
@ == (n, p) — n* derselben.

Es wiirden demnach such die merkwiirdigen Folgerungen weg-
fallen, oder einer durchgreifenden Modification bediirfen, welche sich
in der Lehre von den zugehdrigen Formen und den Covarianten an
die Voraussetzung knilpfen, dass durch das Resultat der Transformation
die anzuwendende Substitution villig bestimmt sei.

Im 65*= Bande dieses Journals pag. 267 ist die Frage nach der
Anzahl voneinander unabhingiger Invarianten von der Untersuchung
des Systems partieller Differentialgleichungen

Dyl =0

abhiingig gemacht worden, denen alle absoluten Invarianten und nur
solche genilgen, und gezeigt worden, dass jede Gleichung, welche sich
aus diesen #» - Gleichungen durch Differentiiren und Elimination der
hohern Derivirten ergiebt, aus Gleichungen des Systems auch linear
zusammengesetzt werden kann. Dieser Nachweis reicht jedoch zu der
daraus gezogenen Folgerung nicht aus, indem die {ibrigen Sitze, aof
welche diese sich stiltzt, eine Bedingung enthalten, welche in jedem
besonderen Falle als erfillt nachgewiesen werden muss.

Wenn ein System linearer und in den Derivirten homogener
Differentialgleichungen erster Ordnung, wie das obige, durch Diffe-
rentiiren und Elimination der hohern Derivirten nor auf Combinationen
der urspriinglichen Gleichungen fithrt, so nenne ich dasselbe ein voll-
stdndiges, und schliesse dabei absichtlich den Fall nicht aus, wo in dem
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System selbst auch noch Gleichungen enthalten sind, welche aus andern
linear folgen; solche Gleichungen nenne ich iberzdhlige.

Befreit man ein vollstindiges System von seinen iiberzihligen Glei-
chungen, so hirt es nicht auf, ein vollstindiges 2u sein,

Ein von allen fiberzihligen Gleichungen befreites vollstindiges
System hat stets soviel, und niemals mehr voneinander unabhingige
Liésungen, als die Anzahl der Variabeln, vermindert um die Anzahl
der (leichungen betrigt

Ist daher in einem vollstindigen System: N die Anzahl der Variabeln,
M die Anzahl der Gleichungen iiberhaupt und p die Ansahl der iiber-
gihligen, so ist die Aneahl seiner voneinander umabhdngigen Lisungen
=N—M+p

Wenn daher in obigem System von Differentialgleichungen die
Anzahl der tiberzihligen u ist, so folgt:

1) Die Anzahl der voneinander unabbingigen absoluten In-
varianten von F, d. i. die Anzahl der Transformationsrelationen ist
{n,p)— 1"+ pu=wo+p, aleo um p Einheiten grisser als die durch
Abziihlen gefundene normalmiissige;

2) bei der Transformation von F in F' kbnnen daher n®—p
Coefficienten von F” willkiirlich angenommen werden, und dann schon
sind die iibrigen bestimmt;

3) bei dieser Transformation bleiben g Substitutionscoefficienten
willktirlich.

Ans diesen Erorterungen in Verbindung mit den vorangehenden
ergiebt sich zur Genfige nicht blos die Nothwendigkeit einer genauen
Bestimmung der Zahl g, sondern auch, dass hier der Schwerpunkt aller
Zahlenbestimmungen der Invariantentheorie liegt. Auf der andern
Seite ist es klar, dass eine besondere Untersuchung tiber die Zahl p
nur in dem Falle Oberflissig sein wilrde, wo die Grundformen ent-
weder unmittelbar aus den urspriinglichen Transformationsbedingungen,
oder durch directe Integration der partiellen Differentialgleichungen
abgeleitet werden, weil nur in einem dieser Fille die gensne Anzahl
der Transformationsrelationen sich von selbst ergiebt.

Die Zahl g kann durch die Losung der Aufgabe gefunden werden,
n-n Coefficienten 1 so zu bestimmen, dass fiir jede beliebige Function I7

},:.L-aﬂuﬂ

Null wird, indem p die Anzahl derjenigen i ist, welche hierbei will-
kfirlich bleiben. Vermdge der Willkiirlichkeit von IT ergeben sich
hieraus (m, p) Gleichungen, welche man erhilt, indem man nachein-
ander IT durch die verschiedenen Coefficienten von F' ersetzt.
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Wiire man im Stande, unter diesen (n, p) Gleichungen irgend eine
Gruppe von #-m Gleichungen zu ermitteln, von denen sich beweisen
lisst, dass ihre Determinante von Null verschieden ist, so wiirde jedes
4 =0 folgen, also auf dem directesten Wege bewiesen sein, dass y = 0 ist.

Bei einer allgemeinen Begrilndung der Invariantentheorie hindert
aber nichts, die auf vorstehende Art definirte Zahl u vorliufig in der
Theorie mitzufihren, bis sich bequeme Hiilfsmittel zu ihrer allgemeinen
Bestimmung darbieten, und diese finden sich, wie die folgenden Be-
trachtungen zeigen, fiir die homogenen Functionen in der Lehre von
den zugehdrigen Formen, welche den Beweis des Satzes, dass fiir p> 2
stets p = 0 ist, ohne Schwierigkeit gestattet.

1.

Wir setzen also voraus, dass die Bestimmung der Coefficienten 1
suf g voneinander unabhingige Lisungen

My Ay - Ay
filhrt, aus denen sich jede andere nach der Formel

Ay = o2y

gusammensetzt. Diese besonderen Losungen 1f; unterwerfen wir mit
Rucksicht auf unsere spiitern Untersuchungen der offenbar zulissigen
Bedingung, dass sie ausser Coefficienten von F' kein anderes willkilr-
liches Element enthalten sollen.

Bei dieser Voraussetzung schliesst man aus der oben nach-
gewiesenen Anzahl absoluter Invarianten in bekannter Weise, dass die
Anzahl voneinander unabhingiger Invarianten dberhaupt

n=(mp)—n'+p+1
ist. Dieser Schluss erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn gar keine
absolute Invariante existirt, also fiir p > 2 pur, wenn n = 2, p = 3 ist.
Fiir diesen Fall hat Herr Aronhold durch Integration der Differential-
gleichungen gezeigt, dass eine einzige Invariante, also keine absolute
existirt, weshalb in diesem Falle u = O ist.

2.

Bei, mit den zugehérigen Polynomialcoefficienten (& a,...) ge-

schrieben,
Fm S0t )0 5555 ..
Um zugehdrige Formen mit den Variabeln w,, w,, ... zu finden, erhebt
man die lineare Function U = w,z, + wz, + - - - in die p* Potenz, und
sucht Invarianten der homogenen Function F 4 ¢UF, wo ¢ einen con-
E.B Ohristoffel, Gesammslte Abbandlungen. L 18
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stanten Parameter bedeutet. Ist also IT(g,.,..) eine Invariante von
F, und von den % unabhiingig, so wird bekanntermassen

Il'= I1(84,a,.. + tusul...)

im weitern Sinne eine zugehSrige Form, vorausgesetzt, dass IT' nicht
von den Varisbeln w, oder bei willklirlichen w nicht vom Parameter #
unabhingig ist.

Nun erkennt man durch Differentiiren sofort, dass, welche Function
der Coefficienten von F allein IT immer bedeuten mag, die aus ihr
abgeleitete IT° nur dann bei beliebigen Werthen der w von ¢ unab-
hiingig sein kann, wenn IT selbst von allen a unabhingig ist.

Also liefert jede wirkliche Invarianie IT von F auch eine wirkliche
sugehirige Form IT.

Die Anzahl der in Bezng auf die » Variabeln » voneinander un-
abhiingigen zugehirigen Formen kann niemals grosser als # sein. Um
die Frage zu entscheiden, wann diese Zahl erreicht wird, betrachten
wir vorliufig den Fall, wo F' mindestens n von einander unabhingige
Invarianten IT (4., ) hat, s3=1,2,...n. Dann sind die Functionen
I, = IT,(Ba,a,...+ tufugs . . .) nach dem Vorangehenden wirkliche zu-
gehorige Formen. Wiiren diese in Bezug auf die Variabeln # nicht
unabhiingig voneinander, so kinnte man eine Function f so wiihlen,
dass f(I1,, ITy, ... I1) von den w unabhingig, also f(IT,, IT,, . .. IT,)
wilrde. Dann aber wire dieser letztere Ausdruck nach dem Friithern
von allen Coefficienten der Function F' unabhingig, und I7,, IT,,... IT,
wiren keine voneinander unabhingige Invarianten.

Aus n voneinander unabhingigen Invarianten erhilt man also auch
n sugehorige Formen, welche in Berug auf die Variabeln u voneinander
unabhiingig sind.

Dies festgestellt, lisst sich leicht zeigen, dass fiir p > 2, selbst
unter der Voraussetzung, p sei nicht Null, die zugehbrigen Formen in
der normalmiissigen Anzahl » vorhanden sein wilrden, d. h. dass unter
den angegebenen Bedingungen die Anzahl der Invarianten % = n ist.

Wenn pimlich g von Null verschieden ist, so tritt der unglnstigste
Fall fir die Erfillung der Ungleichheit

(mp)—n'+p+15n
mp)>n—1)(n+2)
giebt. Da ferner die linke Seite, sobald m > 1 ist, wegen der Glei-
chung (n, p + 1) = (m, p) [1 + :T:—:] mit p zugleich wiichst, so tritt
unter der Vorasussetzong, dass p > 2 eei, der unglinstigste Fall ein

ein fiir p =1, was
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fir p =3, was
AN < (4 1) (n + 2)

giebt. Durch Beseitigung positiver Factoren kann man dieser Be-
dingung die Form
n—2)(n—3)F0

geben, und dies ist fiir jedes ganzzahlige n der Fall.

3.

Durch Division mit einer Invariante kann man stets bewirken
dass eine zugehSrige Form beim Uebergange zu den transformirten
Coefficienten und Varisbeln ganz ungeiindert bleibt. Bolche zugehdrige
Formen sind durch das Gleichungssystem

Dy¥+ 5 =0
bestimmt.

Man fiberzeugt sich leicht, dass anch diese Gleichungen ein voll-
stindiges System bilden. Ist daher g, die Anzahl der #berzihligen
Gleichungen dieses Systems, so ist die Anzahl seiner voneinander un-
abhingigen Lésungen:

n+ (mp) —w + py.

Verwendet man sber zu einem vollstindigen System voneinander
unabhiingiger Ldsungen der vorstehenden (leichungen mbglichst viel,
also (m, p) — n'+ p absolute Invarianten, so bilden die zur Vervoll-
stindigung des Systems erforderlichen Ldsungen ein System von zu-
gehtrigen Formen, welche in Bezug auf die Variabeln u voneinander
unabhingig sind, und aus denen sich mit Hinzuziehung von Invarianten
jede andere zugehéirige Form zusammensetzen lisat.

Die Anzahl der in Bezug suf die Variabeln u voneinander unab-
hiéngigen zugehrigen Formen ist demnach:

B4 —p.

Wiire nun, immer unter der Voraussetzung p > 2, der Fall mog-
lich, dass g von Null verschieden ist, so wilirde aus dem Schlusse des
vorigen art.

=g
folgen. Lasst sich beweisen, dass hierin ein Widerspruch enthalten
ist, o ist bewiesen, dass p nicht von Null verschieden sein kann.

Der Voraussetzung gemiss ist u, die Anzahl derjenigen i, welche
willkfirlich bleiben, wenn man aus dem Ausdrucke

d
%‘luﬂu ¥ +%l'lii}{“t
18"
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alle Derivirten von Y eliminirt. Da das erste Glied nur Derivirten
nach Coefficienten von F enthiilt, so muss es filr sich verschwinden,
also i,, die in art. 1 angegebene Form

Ay = %‘ Cp '1fi

haben, wo die Grissen Af, von allen willkiirlichen Elementen, nament-
lich den u villig frei sind. Die u Coefficienten ¢ milssen jetzt so ge-
wihlt werden, dass auch das zweite Glied identisch verschwindet. Man
erhilt also die » Bedingungsgleichungen

S 2l =0 (i=12...n)
¢ k

zwischen den pu Grissen ¢, und es wird jetzt p, die Anzahl derjenigen
¢, welche hierbei willkiirlich bleiben.

Nimmt man aber an, g sei von Null verschieden, so muss p, = p
sein, also jedes ¢ willkiirlich bleiben. Dies ist nicht anders méglich,
als wenn fiir jedes ¢ und ¢

%'“Ilft—ﬂ

ist, und zwar filr alle Werthe der unabhingigen Variabeln u,, u,, ... u

Da sber die Coefficienten 4!, von den u villig unabhingig sind,
80 milssen sie alle Null sein, was mit der Annahme, u sei von Null
verschieden, im Widerspruche steht. Folglich lut, fir p > 2, diese An-
nshme selbst unzulissig.

Wenn aber p = 0 ist, so ist umsomehr p, =0, da n 4+ p, — p
nicht griseer als s, also p, nicht grisser als p sein kann. Da dies
offenbar auch fitr die Differentialgleichungen der Covarianten gilt, haben
wir also den zu beweisenden Satz:

Die Ansahl der vomeinander unabhingigen Invarianiem sowie aller
tibrigen Grundformen ist fiir jede homogene Funclion, deren Grad grosser
als 2 ist, die normalmdssige.

Ziirich, 19. December 1867.

Anmerkung.

In Randbemerkungen seines mehrfach erwihnten Handezemplars weist
Christoffel selbst auf die Schwichen des vorstehenden Beweisversuches hin.



XV.

Theorie der bilinearen Functionen.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 88, 1868, 5. 255—272)

Die in meiner vorangehenden Arbeit filr die homogenen Funeti-
onen bewiesenen Lehrsitze lassen sich mit Leichtigkeit auf den Fall
susdehnen, wo die zu transformirende Function F' in Bezug auf p Sy-
steme von je m Variabeln linear und homogen ist, und iberdies auf
jedes Variabelnsystem dieselbe lineare Substitution angewandt wird.

Setzt man namlich in F' alle diejenigen Variabeln einander gleich,
fir welche dieselbe Substitution gilt, so geht F in eine homogene Fune-
tion @ von der p** Ordnung und # Dimensionen iiber, welche, sobald
p > 2 ist, die normalmiissige Anzahl n voneinander unabhingiger zu-
gehériger Formen besitzt. Diese zugehirigen Formen von @ sind aber
such zugehdrige Formen von F' und nur insoweit specialisirt, als sie
die Coefficienten von F' nur in denjenigen Verbindungen enthalten, zu
denen diese sich beim Ubergange von der p-fach linearen Function F'
gur homogenen Function @ vereinigt haben.

Da hiernach F' ebenfalls die normalmissige Anzahl n voneinander
unabhingiger zugehériger Formen besitzt, so ist bei der Transformation
von F' durch das Resultat derselben die anzuwendende Bubstitution in-
sofern vbllig bestimmt, als sie keine willkiirlichen Constanten enthalten
kann. Folglich sind auch die dbrigen Grundformen in der normal-
missigen Anzahl vorhanden, und die Anzahl der voneinander unab-
héngigen Invarianten ist z. B. = n* — n® 4 1.

Fitr den Fall p = 2 verlieren diese Sitze ebenso, wie bei den ho-
mogenen Functionen ihre Giltigkeit, nur dass die Erscheinungen, welche
diese Ausnshmefille darbieten, und welche iiber die hier erwihnten
Transformationsprobleme hinaus zur allgemeinen Regel werden, bei
den bilinearen Functionen vollstindiger hervortreten, als bei den homo-
genen Functionen zweiter Ordnung.

Die Frage nach den Grundformen einer bilinearen Funection

F=Sghz,9; @,h=1,2,...n)
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erledigt sich am einfachsten durch die wirkliche Darstellung derselben.

Wir werden in art. L fur die Function F im Ganzen [ | absolute In-
varianten?), [‘-‘q‘-‘] zugehbrige Formen und ebensoviel Covarianten dar-
stellen. Aus ihrer Beziehung zum Transformationsprobleme wird dann
suniichst der Nachweis goftihrt, dass diese Formensysteme vollstindig
sind. Dass sie auch von fiberzihligen Formen frei sind, also nur von-
einander unabhiingige enthalten, ergiebt sich dann durch folgende Uber-
legung.

Die wirkliche Anzahl I der voneinander unabhingigen absoluten
Invarianten ist unter allen Umstinden gleich der normalmissigen,
vermehrt um die Anzahl p von Substitutionscoefficienten, welche bei
einer zulissigen Transformation von F' willkiirlich bleiben; fur die bi-
linearen Funectionen ist also J= p. Die stets zulissige Transformation
von F in sich selbst (art. IL) zeigt aber, dass allgemein p—[%], also
gleich ist der in art. I. gefundenen Anzahl von absoluten Invarianten.
Folglich ist dieses Formensystem nicht nur vollstindig, sondern
auch frei von fiberzéhligen Formen. Daraus ergiebt sich dann nach
dem in meiner vorigen Arbeit benutaten Prinzip, dass die sus diesem
Invariantensysteme hervorgegangenen zugehdrigen Formen und Co-
varianten, soweit sich solche wirklich ergeben konnten, ebenfalls von-
einander unabhiingig sein mfissen.

Dies festgestellt, ergiebt sich mittelst des von Herrn Aronhold
gelehrten Verfahrens filr die absoluten Invarianten IT von F' sehr leicht
das System von nn Differentialgleichungen

(4.) DﬂH -0,
wo

D11 = 5k (B) + 55 (0]

ist, und welchem alle absoluten Invarianten und nur solche genfigen.

Dieses System ist ein vollstindiges. Bezeichnet man namlich,
was bei allen Untersuchungen dieser Art grosse Vortheile gewihrt und
im Folgenden beibehalten wird, durch das Zeichen

()
die Null oder Eins, jenachdem % von i verschieden oder ihm gleich

1) Unter [-;1] wird im Folgenden stets die groBte in 5 enthaltens ganze
Zahl verstanden.
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ist, so findet filr jede Function der Coefficienten von F die identische
(leichung
(B) D, DT — DD, 1T = (§) D, 11— (}) D, 11

statt, welche Herr Clebsch bereits im 65" Bande dieses Journals
pag. 268 fir die homogenen Functionen, wenn auch in verschiedene
Fille zerlegt, aufgestellt hat; dieselbe hat ganz allgemeine Gilltigkeit.
Sie zeigt, dass jede Gleichung, welche aus dem System (4.) durch
Differentiiren und Elimination der hiheren Derivirten hervorgeht, auch
aus Gleichungen des Systems linear zusammengesetzt werden kann.
Da sber im System (A.) die Anzahl der Variabeln mit der Anzahl
der Gleichungen Ubereinstimmt, so ist die Anzahl u der tiberzihligen
Gleichungen dieses Systems gleich der Anzahl seiner Ldsungen, also

n
s=[3)
withrend es filr p > 2 stets Null ist.

Fiir die sugehirigen Formen ¥ und die Covarianten @ ergeben sich,
wenn jede durch eine geeignete Invariante dividirt wird, die Gleichungs-
systeme o
() n,,w-;-%'u, -0, kam-':‘g_ﬁ -0, -

deren Vollstindigkeit man leicht beweist. Dieselben sind ausserdem
von fiberzihligen Gleichungen frei. In der That ist die Anzahl der
Lésungen des ersten Systems, niémlich der absoluten Invarianten und
; n -1
zugehdrigen Formen zusammengenommen, = [?] + [T] = 0, also
die normalmissige; dasselbe gilt vom andern System.
Fir die Zwischenformen @ erhilt man, wenn jede durch eine ge-
eignete Invariante dividirt wird, das Gleichungssystem
D,6 + g%ul—x,gz%-—ﬂ.
Dasselbe ist ein vollstindiges, und wie aus dem fiir die Systeme ((.)
gefilhrten Beweise hervorgeht, von fiberziihligen @leichungen frei; die
Anzahl seiner voneinander unabhiingigen Losungen ist daher 2m.
Verwendet man aber zu einer vollstindigen Lisung dieses Systems
mébglichst viel absolute Invarianten, zugehdrige Formen und Covarianten,
s bleiben 2n — [ 3] —2-[*F*] =[] eigentliche Zwischenformen
fibrig, welche
1) mit den zugehdrigen Formen ein System von » in Bezug auf
die Variabeln w,
2) mit den Covarianten ein System von n in Bezug auf die Va-
riabeln z,
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3) mit beiden und den absoluten Invarianten ein System von 2m
in Bezug suf die Coefficienten von F voneinander unabhingigen
Functionen bilden.

Diese [ | Zwischenformen bilden also eine selbstindige Gattung
von Ausdriicken, indem sie sich aus den fibrigen Grundformen nicht
zusammensetzen lassen, und begriinden insofern einen der wesentlich-
sten Unterschiede zwischen den bilinearen und den Functionen von
hobhern Ordnungen. In der That besteht auch fir jede dieser letztern
ein System von 2n Zwischenformen, welche in Bezug aof die Varia-
beln z und w voneinander unabbingig sind. Verwendet man aber zu
einem solchen System vollstindige Systeme von zugehdrigen Formen
und Covarianten, so bleibt keine Zwischenform mehr iibrig, woraus
hervorgeht, dass in diesem Falle jede Zwischenform aus zugehdrigen
Formen und Covarianten zusammengesetzt werden kann, vorausgesetzt,
dass diese simmtlichen Formen durch Division mit einer Invariante in
der mehrfach erwihnten Weise modificirt worden sind, wozn man stets mit
ein und derselben, nicht absoluten Invariante und ihren Potenzen susreicht.

Der Grund von dieser und jeder andern Abweichung der bilinearen
Functionen vom Verhalten der Functionen héherer Ordnungen liegt
darin, dass filr die letztern die oben durch p beszeichnete Zahl stets
Null ist, und es geht hieraus hervor, dass neben der Herstellung der
Grundformen sich bei den bilinearen Functionen noch folgende beiden,
bei der hier vorausgesetzten Gattung von Transformationsproblemen
fiir sie allein existirenden Aufgaben darbieten:

1) Die Transformation einer bilinearen Funetion in sich selbst
und der Nachweis der willkiirlichen Elemente in der hieraus ent-
springenden Substitution;

2) der directe Nachweis derjenigen [%] Gleichungen, welche im
System (A.) Oberzihlig sind.

Wegen der Hillfsmittel, welche bei der Herstellung der Grund-
formen benutzt werden, und der Anwendung der zugehdrigen Formen
zur Bestimmung der Bubstitution verweise ich auf die fundamentale
Abhandlung des Herrn Aronhold im 62*** Bande dieses Journals.

I. Die Grundformen der bilinearen Funotion F,

Man verificirt leicht, dass die Determinante
P=X+(11)(22)... (nn)
dem Gleichungssystem ]
D, P =2 G)P
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Genfige leistet; also ist P Invariante von F, und wenn r die stets von
Null verschiedene Substitutionsdeterminante bedeutet, die Transformirte
von P
P =rP.
Dies festgestellt, sei § die aus F' durch Vertauschung der Variabeln-
systeme hervorgehende bilineare Function,
& = S(gh)y,z, = S(hg)z,y,.

Da bei beiden Variabelnsystemen dieselbe Substitution vorausgesetzt
wird, so hat {§ dieselben Invarianten wie F, und alle simultanen In-
varianten von ' und § sind zugleich Invarianten von F. Dasselbe
gilt demnach auch von den Invarianten der Function 1F 4 uff, so-
lange 1, p constante Werthe haben.

Setzt man daher den Coefficienten von z,y, in dieser Function,

niimlich
A(gh) + u(hg) = [gh],
so folgt, dass auch

Z 4+ [11][22]... [nn] = II(A, u)
eine Invariante von F ist, und zwar fiir alle constanten Werthe von 1
und p.

Fir die Anwendungen der sugehirigen Formen ist es nithig, die
einfachen Voraussetzungen der Einleitung zu verlassen, und statt der
Variasbeln u allein zwei Variabelnsysteme einzufiihren. Wir suchen
demnach simultane Invarianten von 1F 4 pF mit dem Producte zweier
linearen Functionen U= Zu,r, U’ = Zuy,, also der bilinearen
Funetion

U, = Suu,z,y,.
Aus dem Vorangehenden ergiebt sich die Invariante
1]+ ewuy [12] + ey
[21] + augu, [22] + auyu;

welche filr @ = 0 in JI(4, x) ibergeht. Dieselbe ist in Bezug auf «
linear und bleibt ungeéndert, wenn man i mit p und zugleich das
System der Variabeln # mit dem der «' vertauscht. Setzt man sie
= IT(4, p) +a (4, u; 4, &), so hat auch ¥ die zuletzt erwiihnte Eigen-
schaft, und es wird, wenn durch
H;l“'r F‘J
die aus einer Aenderung des Elementes [gh] entepringende Unterdeter-
minante von JT(4, u) bezeichnet wird, die gesuchte zugehdrige Form
W(d, p; ;r ;') = SH;#(‘IJ F'J“p“;'
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also eine bilineare Function der Variabelnsysteme 4, u". In Determinanten-
form wird

i 0 W u ... w

e —u, [11] [12] ... [1m]

WL, p; 0, @)= | — [21] [22) ... [2n]-

—u;l' [n1] [n2] ... [llll]
Um bilineare Covarianien zu erhalten, setzen wir
iF iF Y,

-aTl - A ‘Ea:; -

und suchen simultane Invarianten von AF + u{ mit dem Producte der
linearen Functionen ZX,y,, £¥,z,, indem wir die Coefficienten X, ¥
wie Constanten behandeln. Das Vorangehende zeigt, dass die hiersus
fliessenden Covarianten erhalten werden, wenn man in W jedes u, w'

durch das entsprechende ¥, X ersetzt; also ergiebt sich die Covariante
O, p; 7,9) = T4, p; ¥, X).

Was die Beziehung zwischen diesen und ihren Transformirten be-
trifft, so folgt aus der Grundeigenschaft von P, aus welchem die Vor-
stehenden als Entwicklungscoefficienten entspringen,

II'=7II, We=r¥ O=ro.

Wir werden nun zunichst zeigen, dass diese Gleichungen filir die
Miglichkeit der Transformation von F' in F' und die Bestimmung der
dies leistenden Substitutionen nicht bloss erforderlich sind, sondern
auch hinreichen, sobald sie fiir alle Werthe von A und p erfiillt sind,
d. h. dass die vermdge der Willkiirlichkeit von 4 und p aus IT, ¥, @
hervorgehenden Formen hinreichen, um aus ihnen jede andere Form
derselben Art zusammenzusetzen.

In der That wird fiir 1 =1, g = 0 identisch @ = IT(1, 0) F, also
@ = IT'(1,0)F" und IT'(1, 0) F' = +*II(1, 0) F, endlich, weil I17°(1, 0)
= r'11(1,0) ist, F'=F, w. 2. b. w.

Dass in der Gleichung P'IT = PIT’ alle fir die Mdoglichkeit der
Transformation von F'in F’ erforderlichen Bedingungen enthalten sind,
hat zuerst Herr Kronecker in seiner Abhandlung fiber die bilinearen
Functionen von gerader Dimension n') durch directe Transformation
derselben in eine Normalform bewiesen.

1) Monatsberichte der Berliner Akademie, Sitzung v. 15. October 1888,
pag. 601 u f.
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Um die Anzahl der Formen zu fibersehen, welche in obigen Aus-
driicken wegen der Willktirlichkeit von 4 und p enthalten sind, setzen wir

WERD) G — k) _
| ] ]

= Ok ik

worans allgemein
(ik] =0, + alh Oyt ™ Oy ﬂu =Y
folgt. Wird alsdann noch
. A + - g, A — - f._.

also
[ik] = s, + £d,, \
gesetzt, so wird ) )
0w t,
wo| % % 86, + 18, .

—thy S0, —id,, 80y "

woraus JT durch Weglassung des ans den u und «' gebildeten Randes
erhalten wird.

Vertauscht man nun 4 mit g, und jedes w mit dem entsprechen-
den w', so wechselt ¢ sein Zeichen, s, J7 und ¥ bleiben ungeindert.
Da nun 7 von den Variabeln u, w' unabhingig ist, so hat seine Ent-
wicklung die Form

=1, + 01, + 01, + - -,
wiihrend, wenn entwickelt
Ve, 4 N, L P OW,

ist, die Entwicklungscoefficienten ¥, bilineare Functionen der Variabeln
w, w sind, welche bei der Vertasuschung der beiden Variabelnsysteme
entweder ungeiindert bleiben, oder nur ihre Zeichen wechseln, ersteres
bei ungeradem, letzteres bei geradem .

Setzt man daher, um den in der Einleitung vorausgesetzten Fall
zu erhalten, jedes w' dem entsprechenden u gleich, so fallen alle ¥,

mit geradem Index weg, und es ergeben sich nun [-_:.] Invarianten,
[‘%] zugehirige Formen mit einem einzigen Varisbelnsystem, also
ebensoviel Covarianten derselben Art, aus denen alle Formen gleicher
Gattung zusammengesetzt werden kdnnen. Dass sie auch voneinander
unabhiingig sind, lisst sich aus der Einrichtung der Elémente von ¥
erkennen, wird sich aber auch im folgenden art. ergeben.

Von den besonderen Fillen, welche sich hier darbieten, und welche
alle auf bekannte Determinantensiitze hinanskommen, heben wir einen
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des Folgenden wegen hervor. Fiir ein ungerades s wird nimlich ¥,
wie man aus dem Ausdrucke fiir ¥ erkennt, wenn man g=0, # =1
setzt, das Product ans einer linearen Funktion der w und der ndmlichen
Funktion mit den Variabeln «'. Folglich kann die bilineare zugehdrige
Form ¥, durch eine in den w lineare ersetzt werden, welche wir durch
¥ (u) bezeichnen werden, so dass ¥, = y(u)y(u') wird.

II. Transformation der bilinearen Funetion F in sich selbst.
Sei
zi—g“utp !&"".?ﬂui‘h
die Substitution, durch welche F' in
F' = S(gh)§,m,

Uy = 'zr‘“u“l

die in den zugehdrigen Formen auszufithrende transponirte Substitution,
welche fiir beide Variabelnsysteme der u und w' gilt.

Soll nun sallgemein

fibergefithrt wird, und

(gh) = (gh)
sein, also durch die vorsusgesetzte Substitution F' in sich selbst mit
andern Variabeln transformirt werden, so folgt aus der Gleichung
= I‘IH, dass
=1
sein muss.
Der bessern Uebersicht wegen setzen wir von hier an

i+p=s5=1, 1—p=t¢

wodurch die Grundformen I7(A, w), (4, p; u,w), D(4, u;z,y) in
Functionen von ¢ iibergehen, welche wir durch IT(¢), ¥(t; u,u"), @(t; z,y)
bezeichnen, und von denen die erste eine gerade Function von ¢ ist.

Beim obigen Werthe von r* ergiebt sich fir die zugehdrigen
Formen die Gleichung
(1) W(t; v, v) = P(t; u, )
oder
%'Hpi(t}ﬂ.u; _'zl'npl(ﬂ“.“;l
welche filr jedes { erfilllt sein muss.

Wir beweisen zunichst, dass aus dieser Gleichung stets =1 folgt.
Vergleicht man niimlich beiderseits die Coefficienten von wu,, so folgt

E’le(t}“pizll = I1,,(t),
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und wenn man mittelst dieses Ausdrucks die von Null verschiedene
Determinante X 4 IT,, IT,, ... IT_, bildet, ¥* =1, wie erforderlich ist.

Dies festgestellt, ist es nothwendig, die beiden Fiillle zu unter-
scheiden, wo # gerade oder ungerade ist.

Im ersten Falle, n = 2m, ist der Grad von ¥ in Bezug suf ¢ um
eine Einheit kleiner, als der Grad von IT. Schliesst man nun den Fall
aus, wo nicht alle Coefficienten von F willkiirliche und voneinander
unabhingige Werthe haben, so hat die Gleichung IT(f) = 0 m L&sun-
gen ' = 0!, '=of,... #=0!, die alle voneinander verschieden sind.

Dividirt man jetzt die Gleichung (1.) durch II(t), so ergeben sich
sus ihr durch Zéerlegung in Partialbriiche zwei Systeme von je m Glei-
chungen, welche den Wurzelfactoren { — @,, f 4+ @, entsprechen, und
die Gleichung (1.) véllig ersetzen. Der erste Wurzelfactor liefert die
Gleichung

E‘letm‘} u'v; = pzl'ﬂfl{ml}“p“;;

beachtet man, dass 1 ,(—,) = — IT, (@,) ist, 50 ergiebt sich ans dem
andern Wurzelfactor die (leichung
E I, (o,)v,v, = '2.' 1, (o,)u,u,.

Multiplicirt man mit I7,,(»,), wo k einen beliebigen Index bedeutet,
so zerfallen die vorstehenden Ausdriicke in Linearfactoren

(2') ?le(w-} ﬂg ';Hlil:m.} 'P; - ?le (’m.r} 'p ) ierlil:wu} "‘; ]
(3.) %‘HIF (“”.}"’, ? IT,,(,) v, = ?m,(“}.] u, '.‘Z‘Hu (o,)u,.

Da jedes v, lineare Function der w allein, und jedes v/ dieselbe Func-
tion der w" allein ist, so folgt aus (2.)

gﬂu':'r)“r =-a, %‘Hﬂ{u#}“!’
%rnn(“-]“; - ';1:-12‘”!1(”: “;r

wo slle ¢ willkilrliche Constanten und offenbar von k unabhiingig sind.
Vertauscht man hier die Variabeln « und «', so vertanschen sich
such die v und ¢', und es folgt, dass die Gleichungen (3.) von selbst
befriedigt sind.
Also haben wir zur Bestimmung der gesuchten Bubstitutionen,
durch welche bei geradem m — 2m die Function F in sich selbst
transformirt wird, die 2m Gleichungen
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.?le {*l} (”p' - al“ﬁ'] = DJ‘
?Hh(“:] ("‘; - alﬂ'] =0,

in denen der Index k gleichgfiltig ist, und durch jeden andern ersetzt
werden kann.

Zur Bestimmung der inversen Substitution erhilt man &hnliche
Gleichungen. Da die Determinante dieser Gleichungen, wie man durch
Bildung derselben leicht findet, von Null verschieden ist, so sind die

Unbekannten v als lineare Functionen der w mit den m-{%] will-
kiirlichen Constanten a bestimmt.

Fiir ein ungerades # = 2m 4 1 sind ¥ und IT vom nimlichen
Grade in f. Folglich liefert die Partialbruchzerfillung in diesem
Falle 1) ein System von 2m Qleichungen der nidmlichen Form wie
das vorstehende, und 2) nach der Bezeichnung am Schlusse des vorigen
art. noch die Bedingung ¥,(v,v") = ¥,(u, ), welche durch die ein-
fachere ﬁ{;} = r - 9(u) ersetzt werden kann, und dasher keine willkiir-
liche Constante in die gesuchte Substitution einfilhrt. Folglich ist

in dieser die Anzahl der willkiirlichen Elemente wieder m = [ |-

Die Anzahl der willkiirlichen Bubstitutionselemente stimmt daher
in allen Fillen mit der Anzahl von abeoluten Invarianten fiberein, die
sich im vorigen art. ergeben haben, und es ist hiernach dieses In-
variantensystem nicht bloss vollstindig, sondern such frei von fiber-
zihligen Formen. Dasselbe gilt daher auch, wie schon bemerkt wurde,
von den fibrigen Formensystemen.

IIl. Transformation von F in spesielle Formen.

Fir die Transformation von F in irgend eine gegebene Form F”
haben wir demnach die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen
IT'(d, p) = 11(4, w),

W (4, v, Fj' =¥, p; “, ‘?}r

D'(4, p; 'Er "-i'] - @1, u; ;r E'J:a
von denen die erste die simmtlichen Bedingungen fiir die Moglichkeit
der Transformation enthiilt, die zweite die directe und die dritte die
inverse Substitution liefert.

Wir stellen une nun die Aufgabe, die Substitution so zu bestimmen,
dass F' in eine Summe von s bilinearen Functionen
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'—S(s*ﬁ)'i.m, (h=1,2,...m)
—Swﬂhm,{mﬁ=m+d.m+ﬂ 1)

'-3@-’*)21?., @rh-"—-l+1:“ﬂ~1+2 .n)

zerfillt, welche so gewiblt sind, dass ein Variabelnpaar £, 7,, welches
in eine von diesen speciellen Functionen eingeht, in keiner von den
ibrigen mehr vorkommt. o

Anf dieselbe Weise, wie in art. 1. JT(4, p) sus F, ¥(1, p, 4, ") und
®(1,s, 7,y) sus ITI(1, ) sbgeleitet wurde, leite man aus jeder der
vorstehenden, einer geringern Anzahl von Variabelnpaaren entsprechen-
den Functionen eine Invariante, zugehfrige Form und Covariante ab,
welche fiir die Function £, durch x,(3, k), ¥,(1, #, ,v), @,(4, &, & )
bezeichnet werden sollen.

Dann wird offenbar fiir die Function

Flef'+ff+ -+
die Invariante ! !

M@, p) = x4, p)xy (4, p) .. %04, w),
wihrend die Herleitung von ¥ und @ aus IT sofort erkennen lasst, dass

Flpint) _ NI Apivv)
T e) - =&um '
@ (, (o] trﬂ} v.{l B Ilﬂ}

B <A XN
ist.

Setzt man diese Ausdriicke den der urspriinglichen Function F
entsprechenden gleich, und zerfillt beiderseits in Partialbriiche, so zer-
fallen die hier auftretenden besondern Werthe der Funectionen v, g,,
¥, @ nach dem vorigen art. in Linearfactoren, und es muss nun jeder
solche Linearfactor der einen Seite einem durch die Bedingung eines
gleichen Nenners und entsprechender Variabeln vbllig bestimmten
Linearfactor suf der andern Seite proportional gesetzt werden.

Wir verfolgen dies nicht weiter, und ziehen aus dem Voran-
gehenden nur noch die folgende Bestimmung iiber die zuldssigen Di-
mensionen der einzelnen Functionen f,.

Setzt man wieder A+ p=s=1, 1 —p =1, 80 werden beide
Seiten der filr die Moglichkeit der Transformation nothwendigen und

susreichenden Bedingungsgleichung
(A, p) = =,(2, p)my(3, ) ... %, (4, )
ganze Functionen von f, und die linke Seite sowie die sufeinander-
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folgenden Factoren der rechten in Bezug suf f* vom Grade [%], I:%]jr
[*3™],---[*=3"=']: Damit diese Gleichung bei willktirlichem ¢
durch geeignete Wahl der Functionen f,' befriedigt werden konne, ist

es also erforderlich, dass beide Seiten in Bezug suf {! vom nimlichen
Grade sind, also

My — H — - n
Gl+[n]+ -+ =] = (5]
ist. Bezeichnet aber « die Anzahl derjenigen Functionen f,, welche
von ungerader Dimension sind, so ist die linke Seite offenbar
"o
9 1
und daraus folgt, dass unier den Functionen ', fy, ... f. sich fiir ein
gerades n keime, fiir ein ungerades n nur eine einzige vom ungerader Di-
mension befinden darf. Ist diese Bedingung erfilllt, so ist die verlangte
Transformation von F' stets miglich.
Nimmt man daher, um die grisste Vereinfachung zu erhalten, die
Dimensionen simmtlicher Functionen f, so klein wie miglich, so zer-

fillt 7 fir ein gerades m in eine Summe von [:] biniiren Functionen,

wozu fir ein ungerades m noch ein eingliedriger Ausdruck kommt.
Der erste von diesen Fillen liefert die von Herrn Kronecker in der
oben erwihnten Abhandlung zuerst eingefilhrie Normalform.

IV. Dise Zwischenformen und die tibersihligen Differential-
gleichungen der abscluten Invarianten.

Um eine grissere Anzahl von Zwischenformen zu erhalten, aus
denen sich dann die vorzugsweise charakteristischen zusammensetzen
lassen, suchen wir mit Ausscheidung von frilher bestimmten Formen
simultane Invarianten von

AF + p§ = S[ghlz,y,
mit den linearen Functionen

U= Zuz, V=IZIXy, W=2IXy,
indem wir schliesslich
c LOF oy _ 78

X, 3y, X By,
setzen, wodurch ¥ und W in F und {§ tibergehen. Vermehrt man
also in I1(, ) jedes Element [gh] um

w,, = au X, + fu X, + pu X, + du, X,
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entwickelt dann nach Potenzen von «, 8, 7, 4, so ergiebt sich
A, p) +ab, + 6, + y6, + 86, + ---,
wo die Entwicklungscoefficienten der linearen Glieder, welche wir
allein berficksichtigen, die Aunsdrficke
6, =8I, -w X,
8, - SHH ’ "aIu
6, =811, -wX,
8, =51, -wX,
haben und eigentliche Zwischenformen sind. Zwischen diesen vier
Formen bestehen einfache Beziehungen.
Zunichst bemerkt man leicht, dass durch Vertauschung von 1 mit p
8, mit 8, 8, mit 6, vertanscht wird. Bodann ergiebt sich
A6, +p8,=11-T,
A6, +pu®, =11 1.
Setzt man daher

o 16, + u8,=1U+ 8,

und & eine nene Zwischenform, welche auf doppelte Weise dargestellt

werden kann
6= 1(6,—86,) = pn(8,—86,),
also durch 1p theilbar ist, und iberdies durch Vertauschung vom 1
mit p nicht geindert wird.
Hieran knfipfen sich nun merkwilrdige Resultate. Ersetzt man
allgemein z,u, durch

DuF = *1": + ’I 31’1

(vergl. die Einleitung), und h-mnhn&t das, was hierdurch aus 6, wird,
durch &,(F), so folgt, weil U in 2F tbergeht,

16,(F) + u6,(F) = 21TF + 6(F),
A6,(F) + p8,(F) =2ITF — 8(F).
Nun ist in 18, + p8, der Factor von IT,, gleich
Au, X, + pw, X, —12'1{1'1)::,“, + p(ig)zm,;
derselbe geht durch die angegebene Substitution iber in
2 A(GK) D, F + p(ig) D, F.
In diesem Ausdrucke findet sich der Factor von zy, ohnu Schwierig-

E.B.Christoffel, Gesammelts Abhandlungen. L
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keit = (ih) [gk] 4 (ig) [kh]; also ist in 16,(F) + p6,(F) der Factor
von Iy, gleich
.5': T, (k) [gk] + (ig) [kh]) = 2 IT- (ik),

mithin

16,(F) + u8,(F) = 211F,

6(F)=0,

16,(F) + p&,(F) = 2ITF.

Die zweite von diesen Gleichungen liefert den Satz:

Ist die obige Zwischenform:

L. . 9—2&;’:“;:
s0 ist idendizch
z'l'leﬂF’-ﬂj
also auch fiir jede beliebige Function P der Coefficienten von F
2'1.;13}-1’-0-

Diese Gleichung enthiilt die vollstindige Losung der Aunfgabe, die tiber-
zihligen Differentialgleichungen der absoluten Invarianten zu bestimmen.
Da nimlich

6, — 6, = S(11,,X, — I1,,X)w,

und & = 1(@, — 6,) ist, so folgt

Ay = 1? (W Ty, — () IT,,).
Einen andern Ausdruck erhilt man aus der Gleichung & = u(8,— 8&,),
nimlich

Ay = p (W1, — BOTL,,).

Die halbe Summe beider ergiebt endlich die symmetrische Darstellung

1 .o 201 ¢
ha=5 2 (6B 5y — B 338)
&
Setzt man nun
IT = A" 4 I, A"~ + A=+ - + IT, ",
so fallen sus 1, die mit A" und p" multiplicirten Glieder fort, wie
man leicht verificirt, und auch aus dem Umstande schliesst, dass 8,
mithin auch 4, durch ip theilbar ist, so dass in der Entwicklung
von A, nur (m — 1) Glieder ilbrig bleiben. Da aber sallgemein

IT,_, = IT, ist, so erhdlt man nur 1:1 verschiedene (lieder, wenn

(n—1) gerade, und nur % Glieder, wenn (» — 1) ungerade ist, also all-
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gemein [%] verschiedene Liosungen der Aufgabe, die n-n Coefficienten 1,,
80 zu bestimmen, dass
Eliinfl P

fir jede beliebige Function P verschwindet.
Dadurch sind ebensoviel Gleichungen des Systems

D,P=0
als lineare Folge der fiibrigen nachgewiesen, was direct bestitigt
werden sollte.

V. Eigenschaften der 1,

Durch das Schlussresultat des vorigen art. erlangen die Coeffi-
gienten der speciellen Zwischenform @ ein selbstindiges Interesse, wes-
halb wir zam Nachweise ihrer Eigenschaften ibergehen.

Da 6(z,u) Entwicklungsglied einer Zwischenform IT ist, welche
der Gleichung IT'==s'IT genfigt, so ist unter Voraussetzung der in
art. II. angegebenen Substitution

E‘(Er ;] - ".ﬂl:‘;! ;]I
und es gentigt hiernach & dem System partieller Differentialgleichungen
/8
D,6+ 5, %= ,a--n( ) 8;

dasselbe gilt von jeder der vier Zwischenformen, aus denen & zu-
sammengesetzt wurde.

8ei nun 1, das, was sus 1, wird, wenn jeder Coefficient von F'
durch den entsprechenden Coefficienten der transformirten F” ersetzt
wird, also & (z,u)= 31, z,u,; dann folgt sus der ersten Gleichung

Shbon—- "21.11 -
Nimmt man beiderseits die Derivirte nach £, und v,, so folgt, weil ﬂ_h- a,
-t
X, - ”2 @, aal::f:
Setzt man sodann den Ausdruck von @ in die Differentialgleichungen

ein, so folgt .
Dy, =2 (;) Aon— (:) At (f) Aer

Ist daher P irgend eine Function der i, also anch der Coefficienten
19°
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von F, so folgt

D,P - 2() it 2 (0, = hegg,) -

Wenn daher P hnmugen ist und dem Gleichungssystem

Z(Tu Ao — 4y ;;P -0

genfigt, so ist es eine Invariante von F. Die Bedeutung dieses Resul-
tates wird sich aus dem Folgenden ergeben.

V1. Ueber die den Zwischenformen eigentfimliche Bubstitution.

Nach dem Vorangehenden ist ©(z,u) eine bilineare Function,
deren Transformation sich von der frither betrachteten dadurch unter-
scheidet, dass die auf die beiden Variabelnsysteme anzuwendenden Sub-
stitutionen nicht fibereinstimmen, sondern zueinander transponirt sein
sollen. Sei allgemein

G = 81,7,
eine solche Function, welche durch die beiden Substitutionen
zl_gﬂﬁgﬂ "’l"";"n"'l

G = SI &0,

in

ibergeftibrt wird.
Vermige der Gleichung ' = G folgt aus der Lehre von dem
Zwischenformen, weil
ﬂ _2 a..“

a6 a6
Eﬁﬂ E‘r af‘ O

ist,
Dies festgestellt, sei IT eine Function der Coefficienten von &; dann ist
ai aIr
doaon= [ Rwr o,
leg oG
s 3 [T -],

= 2(31,. —h g::,)
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Wenn daher die rechte Seite dieser Gleichung filr jedes ¢ und k ver-
schwindet, so ist IT abeolute Invariante von G, und umgekehrt.

Die absoluten Invarianten von G, unter Vorsussetzung obiger
Transformation, sind also durch das Gleichungssystem

(4.) 0,11 = 2(}_ o b gf) =

definirt, und es lisst sich nun zunichst leicht zeigen, dass G bei obiger
Transformation anch mwr absolute Invarianten besitzt.

Um dies zu beweisen, setze man die rationale Funetion IT gleich
dem Quotienten aus zwei von gemeinsamen verinderlichen Factoren
befreiten ganzen Functionen. Dann erhilt man nach bekannten Schltissen
fir diese ein System von Differentialgleichungen

8,P = o, P,
wo die Factoren ¢ simmtlich constant sind. Wir werden nun zeigen,
dass dieselben alle Null sein milssen, woraus dann der vorstehende
Satz folgt.
Aus der Definitionsgleichung

G G
ﬁuG = xlﬁ - 'a._‘“j-

zieht man leicht die folgende
h
(B) ";i"uG - auﬂuG - (:)d‘“G-- (.) "'i G,

welche nun auch fiir jede beliebige Function P gilt. Aus den obigen
Differentialgleichungen folgt jetat 0 = ({) o, P — (}) ¢, P, also, wenn

nicht P = 0 ist, was wir aunsschliessen, (f)p‘, ( )p

L
gemein p,, = (k)"‘ mithin d‘iP-—(t)pP folgt. Da aber identisch
28, P =0 ist, so folgt endlich p = 0, w. z. b. w.

Vergleicht man diese Resultate mit dem Bcehlusse des vorigen art,
so folgt, dass jede Invariante einer bilinearen Zwischenform von F,
mit Ricksicht auf die den Zwischenformen eigenthiimliche Trans-
formation gebildet, auch Invariante von F' selbst ist.

Es ist sehr leicht, Invarianten von G zu erhalten. Sei
H=8G, zu,

worans all-

eine derselben Transformation wie G unterworfene Function oder = &
selbst. Dann ist nach art. V.



204 XV. Theorie der bilinearen Functionen.

[, =S, 218"

ik ah TV 00 a;u
’ dlogr
ﬁ“ = Sﬁnu" H:f‘ '
mithin
al
(© 208 = 8 (Z1,8,) , Foi

~ Wenn daher eine bloss aus Coefficienten von G gebildete Function
f(i,,) die Eigenschaft hat, dass

F(2.6.0) = (1. 8.0)-

Nun findet man leicht, dass 3T, = 3, ist; nimmt man daher das
erstemal H = G, und dann neue, sich von selbst ergebende Formen
fiir H, so erhilt man folgende Reihe von Invarianten von G, die
nach dem Obigen simmtlich absolute sind:

ist, so ist auch

S,
>3,
) | =3nLa,
St
“nw

Ein zweites Verfahren ergiebt sich sus den Differentialgleichungen
(4.). Da nimlich aus diesen

3"-1" d..(an) (z a, ()a'n

folgt, so ist idantuuh

83,1 oy
o, =%a(27,)

Wenn daher IT eine Lumng des Systems (A.) ist, so ist auch
a1

&H— _ m;
eine solche, und hieraus kbnnen durch Wiederholung noch weitere
Lisungen 6617 = @ IT, 6*IT u. s. w. folgen.

Nun bestitigt man ohne Weiteres, dass o = 3 + 1,k ... 1,, den
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Gleichungen (4.) geniigt. Folglich werden dieselben fir jeden con-
stanten Werth von « auch befriedigt durch

h—a by ...h,
J_u I“‘a'”'.'“ | = 4(a),
b dayeda]

worin » offenbar voneinander unabhingige Lisungen enthalten sind.

Die Wurzeln der Gleichung (&) = 0 sind ebenfalls Invarianten
von (7, wie man mittelst der Differentialgleichungen (A.), denen A(a)
und seine nach « genommenen Derivirten fir jedes « genilgen, leicht
bestiitigt. Zwischen diesen Wurzeln und den unter (I.) angegebenen
Invarianten besteht ein sehr einfacher Zusammenhang, den zuerst
Herr Borchardt (Bd. 30 dieses Journals pag. 38) gefunden hat, und
welcher sich auch aus dem Folgenden ergiebt.

Wir werden nimlich zeigen, dass die vorsusgesetzte Substitution
stets so gewiihlt werden kann, dass G° die Form

G -2'“’4;:"1
annimmt, und dass alsdann die Coefficienten o die Wurzeln der Glei-

chung A(«) =0 werden. Ist dies bewiesen, so wird || =w,, I, =0,
und die unter (D.) gegebenen Invarianten werden:

'2‘&:-21.2-2'% ‘Z“L,L;-Em’, Dlalali=o% u s w

Da allgemein
?'I“n:“ - ?ﬂqiﬂ

ist, so ist zur Ausfihrbarkeit obiger Transformation von G fir jedes +
das Gleichungssystem

%l"rr{rl_ a, o,

erforderlich. Also mfissen die Griesen o die Wurzeln der Gleichung
A(a) =0, oder es muss identisch

() = (@, —a)(@y—a) ... (w0, —a)
sein. Sind die @ dieser Bedingung gemiiss gewilhlt, so lassen sich die
Transformationsbedingungen fiir jedes i befriedigen. Daraus folgt
aber, dass in («) alle voneinander unabhiingigen Invarianten von G
enthalten sind und die Anzahl derselben n ist. Endlich folgt filr das
System (A.), dessen Vollstindigkeit durch die Gleichung (B.) nach-
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gewiesen ist, dass dasselbe genau m {iberzihlige Gleichungen enthilt.
In der That findet man leicht, dass der Ausdruck
EP‘IJII’H

fir jede Fanction IT verschwindet, wenn man die Coefficienten p aus
einer der folgenden Gleichungen wihlt:

ba = (1)
!"':‘.Il-l -1,
"":l: = .z‘fhlcl

My - g-fn'!.aln
u 8 W .
Die invariantiven Eigenschaften dieser ebenfalls zuerst von Herrm
Borchardt (in der oben erwihnten Abhandlung) eingefihrten Aus-
driicke ergeben sich ohne Weiteres aus (C.). Mittelst derselben findet

man leicht, dass allgemein p}’ der Coefficient von der ab-
steigenden Entwicklung von

1 .
i

_ dlogd(z)
dly
ist. Bei der Wichtighkeit der Ausdriicke p,, filr die Untersuchung der
(leichung 4(a) = 0 war es nicht ohne Interesse, die eigenthfimliche
Bedeutung nachzuweisen, welche ihnen in der Theorie der bilinearen
Functionen zukommt.
Zirich, 27. December 1867.
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Allgemeine Theorie der geodatischen Dreiecke.

{Mathematische Abhandlungen der K#niglichen Akademie der Wissenschaften zo
Berlin 1868, B, 119—176.)

Die vorliegende Abhandlung beschiftigt sich mit der allgemeinen
Theorie geoditischer Dreiecke, ohne irgend eine beschrinkende Voraus-
setzung fiber die Liinge ihrer Seiten oder die Oberfliche, in welcher sie
enthalten sind. Die Untersuchung solcher Dreiecke ist bisher nur fiir
die beiden besondern Fille ausgefiihrt worden, welche sich in der prak-
tischen Geodiisie darbieten, nimlich hauptsichlich in einer sehr umfang-
reichen Literatnr fir das von der Kugel nur wenig abweichende ab-
geplattete Rotationssphiroid, fiir welches namentlich Gaufs, Bessel,
Jacobi und in der nenesten Zeit General Baeyer und Hansen An-
niherungsformeln abgeleitet haben, die fiir numerische Zwecke nichts
zu wiinschen tibrig lassen. Der zweite Fall, welcher noch behandelt
worden ist, betrifft die unendlich kleinen geoditischen Dreiecke auf
beliebigen Oberflichen, deren Theorie Gauls in seinen Disguisitiones
gencrales circa superficies curvas (art. XXIII bis Ende) entwickelt hat.

Die allgemeine Frage, welche im Folgenden behandelt wird, ist
dagegen moch nicht berficksichtigt worden, obgleich der genaue Zu-
sammenhang derselben mit der Lehre von den aufeinander abwickelbaren
Flichen, und die Aufforderung von Gauls selbst zur weitern Ausbil-
dung dieser Theorie (L c. art. XIII) wohl geeignet sein konnten, die Auf-
merksamkeit auf ein Problem zu lenken, welchem, fiir einen besondern
Fall, ein grofser Theil jener berihmten Abhandlung gewidmet ist.

Dafs gleichwohl der Versuch einer an keinerlei Einschrinkungen
gebundenen Begriindung der héhern (leodiisie bisher unterblieben ist,
dtrfte gich zom Theil dadurch erkliren, dafs die bisherigen Unter-
suchungen von zu specieller und im Zusammenhange damit von zu
verwickelter Natur gewesen sind, um die Moglichkeit einer gesetz-
mifsigen Behandlung dieser Fragen erkennen zu lassen. In der That
geht ans diesen Untersuchungen zwar hervor, welche Grofsen — nim-
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lich die Seiten und ihre Azimuthe an den Ecken — zur vollstindigen
Kenntnifs eines geodiitischen Dreiecks erforderlich sind, aber nicht,
welche mit diesen Gréfsen verbundenen Functionen eingefilhrt werden
milssen, um zu den Grundformeln filr eine Trigonometrie beliebiger
krummer Oberflichen zu gelangen.

Ich betrachte es nun als das Hauptresultat der folgenden Unter-
suchungen, dals, ebenso wie die Lehre von den nach dem Newton'schen
(lesetze wirkenden Anziehungskriften von einer einzigen Function, dem
Potential abhingt, die Geodisie einer beliebigen krummen Oberfliche
auf die Theorie einer einzigen Function von vier Varisbeln szuritek-
kommt, welche ich die reducirte Linge eines geoditischen
Bogens nenne und durch (0 o,) bezeichne, wenn o und o, die End-
puncte dieses Bogens sind.

Ist diese Grilse als Function der Coordinaten von ¢ und o, be-
stimmt, so liefern meine Untersuchungen unmittelbar die endlichen
Formeln fiir simmtliche Winkel und Azimuthe eines geoditischen Drei-
ecks, und die vollstindigen Differentiale dieser n&mlichen Grifsen so
wie der drei Seiten (Abschoitt IV. art. 23).

Diese Function wird, mit Ausnahme eines besonders zu erledigen-
den Falles, sufser den zugehdrigen Grenz- und Stetigkeitsbedingungen
durch eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung bestimmt,
welche nicht linear ist, und demnach bei dem gegenwiirtigen Btand-
puncte der Lehre von den partiellen Differentialgleichungen allerdings
einer allgemeinen Behandlung kaum zugiinglich sein wird. Gleichwohl
diirften sich auf dem durch die gegenwiirtigen Untersuchungen erdff-
neten Wege selbst fiir die Ableitung von angeniherten Resultaten Vor-
theile darbieten, wenn man, statt auf diese Differentialgleichung, direct
suf das System von Gleichungen operirt, aus welchem sie hervorgeht
(Abechn. III. art. 20. 9. B. §.).

Die Function (0 0,), welche hier reducirte Linge genannt wird,
ist nun, bis auf die Variabeln, von denen sie abhingt, nichts anderes
als die Gréfse, welche Gauls (L ¢. XIX) durch m bezeichnet, und von
welcher beim Ubergange von beliebigen Coordinaten p, ¢ zu geoditischen
Polarcoordinaten r, ¢ (art. XXII) beiliufig bemerkt wird, dale man sie
ebenfalls erhalten kann, sobald » und ¢ als Functionen von p und g
bestimmt sind. Hierzu ist nur die Integration zweier partiellen Dif-
ferentialgleichungen der ersten Ordnung erforderlich, von denen die
eine in den Derivirten vom zweiten Grade, die andere linear ist. Wein-
garten hat zuerst bemerkt (Borchardt's Journal LXII. pag. 63), dals
die erste von diesen (leichungen mit derjenigen {ibereinstimmt, von
welcher in der Jacobi-Hamilton’schen Theorie die Bestimmung der
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geoditischen Linien abhingig gemacht wird, und man aus einer so-
genannten vollstindigen Losung derselben eine vollstindige Losung
der zweiten Gleichung erhiilt, indem man nach der willkiirlichen Con-
stante differentiirt und mit einer neuen Constante multiplicirt.

Es kann demnach den Anschein haben, als ob durch die Zuriick-
fihrung von m auf eine nicht lineare partielle Differentialgleichung
dritter Ordnung die Einfachheit der Bedingungen ohne Noth geopfert
werde. Dies ist indessen nur solange der Fall, als man, wie am an-
gefibrten Orte, statt der beiden Endpuncte 0 und o, nur den ersten
und das Azimuth der geodiitischen Linie oo, in ihm als gegeben be-
trachtet. Will man die unter dieser Voraussetzung gefundenen Resul-
tate fiir den Zweck der gegenwiirtigen Untersuchung brauchbar machen,
so mufs m als Function der Coordinaten von o und o, dargestellt, also
das Azimuth in o eliminirt werden, und dies wird gerade darch, die
erwithnte Differentialgleichung dritter Ordnung geleistet.

Zu dieser und den #ibrigen Differentialgleichungen, welche sich in
den folgenden Untersuchungen darbieten, gehiiren Stetigkeitsbedingungen,
welche aus der Lehre von den geoditischen Linien abgeleitet werden
milssen. Aus diesem (runde wurde es nothwendig, die Bedingungen,
welche zum Verschwinden der ersten Variation eines Bogens erforder-
lich sind, vollstindig herzustellen. Dieselben bestehen 1) in der be-
kannten Differentialgleichung und 2) in den Stetigkeitsbedingungen,
welche erforderlich sind, damit der vom Integralzeichen freie Theil der
ersten Variation fir sich = 0 werde. Untersuchungen Ober die zum
Verschwinden dieses Theiles der ersten Variation erforderlichen Stetig-
keitsbedingungen und die mit demselben vertriiglichen Unstetigkeiten
habe ich bisher nirgendwo gefunden, obgleich die vollstindige Kennt-
nifs dieser Verhiltnisse fiir Probleme der Variationsrechnung von der
grolsten Wichtigkeit ist, und ihre Nichtberlicksichtigung zu Wider-
sprilchen filhren kann.

Da aofserdem im Folgenden die Differentialgleichungen fiir geodi-
tische Linien in drei verschiedenen Formen benutzt werden, und zwei
derselben von den sonst fiblichen abweichen, so mulste eine mdglichst
gedriingte Ableitung derselben vorangeschickt werden.
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Erster Abachnitt.
tiber die geoditischen Linien im Allgemeinen.

1

Ich setze voraus, dafs der Raum auf drei rechtwinklige Axen der
z, y, # bezogen ist, welche in villig bestimmter Weise orientirt sind,
etwa dadurch, dafs sufser dem Anfangspuncte noch die drei Puncte
gegeben werden, in welchen die unendlich entfernte Himmelskugel von
den Richtungen der wachsenden z, y und s getroffen wird.

Sodann sei eine krumme Oberfliche S vorgelegt. Da die hier
beabsichtigten Untersuchungen sich nur auf solche Verhiltnisse be-
ziehen, welche ungeiindert bestehen bleiben, wenn S ohne Dehnung be-
liebig verbogen wird, so wiirde es unzulinglich sein, diese Oberfliche
durch eine einzige (leichung zwischen z, y und s darzustellen. Wir
setzen voraus, dals S durch drei Gleichungen

z=g(04q), vy=v(pq), #=12(p9)

gegeben ist, in welchen p, ¢ voneinander unabhiingige Variabeln be-
deuten. Dann entsprechen jedem Puncte von S bestimmte Werthe von
p,q, welche wir ebenfalls die Coordinaten dieses Punctes nennen, und
umgekehrt entspricht jedem Werthepaar p, ¢ ein bestimmter Punct von
S, wenn, was bei Erdrterungen dieser Art nothwendige Voraussetzung
ist, mehrdentige Ausdriicke durch Trennung ihrer Zweige auf eindeutige
zuriickgefithrt werden.

Den Gleichungen ¢p =0, 8¢ = 0 entsprechen zwei sich gegen-
seitig durchdringende und die Oherfliche stetig bedeckende Kurven-
systeme. Ich setze, was freisteht, voraus, dafe jede Kurve dieser
Systeme ihre Richtung nach der Stetigkeit &ndert, solange S stetig
gebogen ist, oder allgemeiner, um den Fall, wo S Kanten darbietet,
mit zu umfassen, dals die beiden Scheitelwinkel, unter denen ein Linien-
element der Oberfliche von einer solchen Kurve geschnitten wird, nie
voneinander verschieden sein sollen.

Um die in der Tangentialebene eines Punctes von demselben aus-
gehenden Richtungen voneinander zu unterscheiden, zihlen wir in
dieser Ebene um den Berilhrungspunkt herum Azimathe, deren fester
Schenkel die Richtung der von dort ans wachsenden p ist, und
welche fiir alle Puncte der Oberfliche in der nidmlichen Riehtung

wachsen.
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2.

Dies festgestellt, bezeichnen wir 1) durch ® das Azimuth der
wachsenden g, 2) durch edp, gég die Wege, welche der Punct p, g
zurilcklegen wiirde, wenn nur eine seiner beiden Coordinaten p, ¢ um
ihr Differential wichst, so dals e, ¢ positive Grifsen werden, endlich
3) durch ¢s das Linienelement, welches der Punect p, g beschreibt,
wenn beide Anderungen zugleich stattfinden, und durch 6 sein Azimuth.
Dann folgt

25" = S3p® + 2eg cos w 3pdg + g'oq’,
#in (w—#8)

sin w

ELP == 08,

pin @

900 = —p g 5

Wir werden nun aus den in der Einleitung angegebenen Grilnden
in verschiedenen Formen die Bedingungen dafiir herstellen, dals 75 die
Fortsetzung einer bis an den Punct p, g reichenden geoditischen
Linie wird.

Betrachtet man zunichst p und ¢ als Functionen des Bogens s
dieser Linie, so erhilt man durch eine Rechnung, die wir @bergehen
dtirfen, zwei Diﬂ'arentin]glaiuhungan von der Form:

== G =215 - (71 G)
w3162 %‘:3—3—-{,1(%3):

von denen eine Lbsung, nimlich die Gleichung

@)+ 2egmne it (Y1

bekannt ist. In Wirklichkeit liefert die Integration auf der rechten
Seite eine willkiirliche Constante; dieselbe muls aber = 1 gesetzt
werden, wenn s die Bogenlinge der geoditischen Linie sein soll

Die Coefficienten dieser Differentialgleichungen bilden ein System
von HillfsgriBen, welche bei jeder Untersuchung fiber geoditische Ver-
hiltnisse an Stelle der ersten Derivirten von ¢, g, @ eingefilhrt werden
milseen; wir geben daher ihre Werthe in zwei Formen, indem wir in
der zweiten Columne

E=¢, F=egcoso, G=g, LA=EG-F*

voraussetzen:
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(1) = T G- ) - s (o ety -or
(3 =rme (% —f)  —ia(EHR-F {E-E%f')
(V) = v Gg—oo0ozp)  =3a( 6% —F%)

() -smeG-es) -m(E5-Fg)

(T =cda(®5=-5) =aCeG-Fr-0%

(3] = ot e Ge—"5") =aa ( B +F% —2F %)),

Vertauscht man daher die Richtungen der wachsenden p und g
mit einander, so vertauschen sich in den Coefficienten der Differential-
gleichungen die Indices 1 und 2, ¢ vertauscht sich mit g, und das von
ép aus gezihlte Azimuth # von 75 vertauscht sich mit dem von ag
aus gezihlten Azimuth 6 — @.

Durch Umkehrung folgt

"—e{"]+gmn{u] g—;—‘lt:)'*'g"‘“"’[i:}
meme(T)o(y)  H-come(T4o(7)
2o e —sina[£ 7]+ 2[})] So-—sna[2{})+5(T)]

Aus den beiden letzten Formeln zichen wir noch fiir eine spitere An-
wendung (Zweiter Abschnitt, art. 1(]} die identische Gleichung

d geine 11 geinw 21 esine (22| @ [esinm j12

ﬁ[ [ }] [ [ I] g Il]] gl g ll]]
Wir benutzen endlich die obigen Formeln zur Herstellung der zweiten
Derivirte einer beliebigen Function m von p und g nach 5. Wird der
Punct p, ¢ aof die oben bestimmte geoditische Linie beschriinkt, so

ergiebt sich mit Rtcksicht auf die Werthe von g-?, gj

_Bn. pin(w—=&cm pin @ ﬂu

o8 csinm  op + geinmw g ’
= Cemns) Lo — )5 - {3)3]
+ 2“{;“:1:‘“& [ﬁpﬂg {“ {“1 g

(gun-) %.E?‘_{:]é}?"[t}gﬂ*
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wozu wir noch die Identitdt
#in (o — &) lm{n—ﬂ}un- win @ T
(M) + 2eg cona 0 SDIRE 4 g () -1
fiigen.
3.

Wir nehmen die vorangehende Untersuchung, welche die Be-
dingungen fiir geoditische Linien nicht vollstindig enthilt, von einem
zweiten Gesichtspuncte suf, indem wir (vergl. Disqu. g. e. 5. XVIII)
nach den Gesetzen fragen, nach demen sich, an einer geoditischen
Linie entlang, das Azimuth # derselben indert.

Fiir die erste Variation des Linienelementes erhilt man, wenn
ép, ¢q durch @ ausgedrilckt werden,

fds=ecos@ddp + geos(w—H)adyg
+ [ sin(@—6) cos08 loge-+ sin Beos (w—6) dlogg—sinfsin(0—0) d ) 2o

Ist aber do der Weg, um welchen der Punect p, ¢ bei der Variation
verschoben wurde, ¥ sein Azimuth, also

gﬂq—ﬁ:du edp = "'.E::ﬂﬂu,
80 wird
ecosf dp + g cos(w — @) 8g = cos (¢ — 0) da,
mithin

d85w=7[cos (¢ —0)da] —dp-decos @ —dq-dg cos (o — )
+ | sin(w— ) cos 6 loge+ sin O cos (w—6) dlogg— um&nm(n-ﬂ)dw}m‘

Soll nun die Verbindungslinie s zweier festen Puncte 0,0, eine geo-
diitische sein, so mufs das von o bis o, erstreckte Integral dieses Aus-
druckes bei jeder Wahl von &p, dq verschwinden, durch welche der
Zusammenhang der Verbindungslinie nicht aufgehoben wird. Daraus
folgt zundchst

O=—dp- Ec;mq ﬁrageo;?_m
#in (o — §) cos & unﬂ‘m{u )] lllﬂlm{'—ﬂ
+ gin @ s Iuga +- 8in m 4 lngg #in @ b
fiir jedes dp, dq.

Ist diese Bedingung erfitllt, so wird die Variation des Bogens oo,:
ds = [cos (v — 6) de],

wo die Zeichen an den Klammern andeuten, dals man zu den Grenzen
der Integration iibergehen soll An diesen Gremzen ist o = 0. Aber
dies reicht zum Verschwinden des vorstehenden Ausdruckes nicht aus,
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sondern es ist hierzu noch aufserdem erforderlich, dals cos(y—6) de
gwischen den (Grenzen stetig sei, und zwar filr jede zuliissige Variation
der Linie oo,.

Wir legen nun, wo s eine Kante der Oberfliche tiberschreitet, do
in dieselbe, und nehmen de¢ und ¢ allenthalben stetig an, wodurch mit
Rocksicht auf die stetige Richtungsinderung der Linien 3g = 0, von
denen aus das Azimuth y gezihlt wird, alle bei der Variation zu be-
rilcksichtigenden Bedingungen in hinreichender Allgemeinheit befriedigt
sind. Dann erkennt man sofort, dafs zum Verschwinden der ersten
Varistion noch die Stetigkeit von 6 an s entlang erforderlich ist. Da
nun nach art. 1 der eine Schenkel ep von @ stets einer Kurve an-
gehdrt, welche kein Linienelement von S anders als unter beiderseits
gleichen Beheitelwinkeln schneidet, so gilt dasselbe auch vom andern
Schenkel &s.

Eine geoditische Linie indert daher, solange S stetig ge-
bogen ist, ihre Richtung ebenfalls nach der Stetigkeit, und
bildet beim Ubergange iiber eine Kante von § mit derselben
beiderseits gleiche Scheitelwinkel

Setzt man nun in der obigen allgemeinen Bedingungsgleichung
den Factor von dp gleich Null, und schafft dann die Derivirten von
¢, g und o mittelst der in art. 2 gegebenen Ausdriicke weg, so erhiilt
man nach einer einfachen Reduction

ch , 1 .
s @l |sin@—a)—2 [} ]aino,
mithin dureh Vertanschung der Richtungen von #p und 3¢ die Obrigens
nicht wesentlich verschiedene Formel

00 () sin0— 1 {1F)sin (0—),

welches die verlangten Bedingungsgleichungen in einer fiir die folgenden
Anwendungen geeigneten Form sind.

Von den verschiedenen Folgerungen, welche sich an den oben
atehenden Ausdruck von ds knilpfen lassen, miissen wir noch eine her-
vorheben. Ersetzt man den geoditischen Bogen 0o,, was ebenfalls
eine Variation desselben ist, durch einen unendlich benachbarten geo-
ditischen Bogen oo', und ist  das Azimuth des Weges 0,0, s0
wiichst 00, um ds=cos(¢ —@)-0,0". BSoll' daher oo, ungeindert
bleiben, s0o mufls cos(y — @) =0, also o,¢' in o, zu 00, senkrecht
sein. Daraus ergiebt sich der schine Satz, den Gauls im art. XV

E. B Ohristoffel. Gesammelts Abbandlungen. L. 20
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seiner Disquis. gen. ¢, 8. ¢. auf zwei Arten abgeleitet hat, und der zu
den Fundamenten unserer Untersuchungen gehirt:

Dreht sich eine geoditische Linie von unverdnderlicher
Linge um einen festen Endpunect, so bleibt sie fortwihrend
genkrecht zu der vom beweglichen Endpuncte beschriebenen
Kurve.

Diese Kurve nennen wir einen geoditischen Kreis, und den festen
Endpunct der geoditischen Linie sein Centrum.

4.

Werden von einem festen Punkte o auf S unter allen Azimuthem
geodiitische Linien gezogen, so ist durch die Angabe des Azimuthes ¢
und der von o aus gezihlten Linge r einer solchen Linie die Lage
ihres Endpunctes o, auf S villig bestimmt. Betrachtet man nach
Gaufls (Disqu. g. XV. XVI) diese beiden voneinander unabhingig ver-
inderlichen Grifsen als Coordinaten des Punctes o,, so entspricht der
Gleichung ¢ = 0 die Schaar aller von o ausgehenden geoditischen
Linien, und der Gleichung ¢r = O das System aller geodiitischen Kreise,
deren Centrum der feste Punkt o ist.

Von diesen beiden Kurvenschaaren hat nach dem vorigen art. die
erste, und weil beide sich unter rechten Winkeln durchdringen, auch
die zweite die in art. 1 von den Kurvenschaaren ép =0, rg=0 ge-
forderte Eigenschaft, kein Linienelement von S anders als unter beider-
seits gleichen Scheitelwinkeln zu schneiden.

Wir zihlen nun auf jedem geodiitischen Kreise von dem ¢ = 0O
entsprechenden Puncte aus Bigen o, die auf allen Kreisen in der niim-
lichen Richtung wacheen, und wihlen diese Richtung so, dals sie fiir
unendlich kleine Werthe von r mit der Richtung der wachsenden ¢
iibereinstimmt. Dann wird ¢ filr jeden geodiitischen Kreis eine Func-
tion von ¢, und wenn ihre Derivirte

o _

oy
gesetzt wird, m der Factor, mit welchem man den Centriwinkel ¢g
multipliciren mufs, um das ihm gegeniiberliegende Element éo des
geoditischen Kre:aan vom Halbmesser r zu erhalten.

Diese Grifse m nennen wir, was sich durch die Elgenachu.ften
derselben (Zweiter Abschn., art. ¥ und dritter Abschnitt) rechtfertigen
wird, die reducirte Linge des geoditischen Bogens r, und be-
zeichnen sie, wo das Centrum o vom beschreibenden Puncte o, unter-
schieden werden mufs, durch

(00,),
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so dafs also (o,0) die reducirte Linge von r unter der umgekehrten
Voraussetzung sein wird, dals » sich um o, als festen Endpunct dreht,
und der vorhin unbewegliche Punct o einen geoditischen Kreis be-
schreibt.

Jedem bestimmten Werthe von » entspricht ein endlicher Werth
von m, und beide éinderm sich zugleich nach der Stetigkeit. Wiirde

nimlich m = %g irgendwo unendlich, so miifste dort entweder der geo-

diitische Kreis den Leitstrahl r berfihren, statt ihn senkrecht zu schnei-
den, oder es wiirde die geoditische Linie r von einer unendlich benach-
barten in ¢ berilhrt, und dann wiire an r entlang stets m = co. Wiirde
m in einem Puncte x von r unstetig, so wilrde diese geoditische Linie,
wenn sie unendlich wenig um o gedreht wird, in zwei bei x getrennte
Stiicke zerfallen, also das bis o reichende Stiick nicht fiber sein bei =
stattfindendes Ende hinaus als geoditische Linie fortgesetzt werden
kdnnen.

Das Quadrat dee Linienelementes wird jetst
st e ort 4+ miog?;
ist © das Agimuth von ¢s, und in der Weise geszihlt, dafs die Azi-
muthe der Linienelemente, welche den wachsenden r und ¢ entsprechen,
beziehungsweise 0 und % werden, so wird

ir = co8 @ -c5, mip=-s8ind - ds.

Soll endlich ¢s die Fortsetzung einer bis an o, reichenden geoditischen
Linie sein, welche dort unter dem Azimuth & eintrifft, so ergiebt sich
am einfachsten auf directem Wege die Zunahme dieses Azimuths bis
zum Endpuncte von ¢s

00 = —gin &

(Disqu. g. e 8. e XIX).
Die Untersuchung der zweiten Variation zeigt ferner, dals ein
wenn auch noch so kleines Stiick von r niemals die kilrzeste Ver-

bindungslinie seiner Endpuncte sein kann, wenn es einen Punct ent-
hiilt, in welche %gl: unstetig wird. Eine kiirzeste Verbindungslinie
zweier Puncte geht also an jedem Puncte der bezeichneten Art vor-

bei; trifft eine geoditische Linie in ihrem Verlaufe auf einen solchen
Punet, so wird durch die hier geforderte Stetigkeit von % 3—:‘ ihre weitere

Fortsetzung ausgeschlossen (III. Abschnitt, artt. 15. 16).
20"

dlogm
“or %
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Zweiter Abschnitt
Theorie der geodiltischen Dreiecke.

5.

Auf der Oberfliche S sei ein geoditisches Dreieck vorgelegt,
dessen Seiten a, b, ¢ sind. Von den beiden Theilen der Fliiche, welche
an diese Figur angrenzen, nennen wir einen das Innere des Dreiecks,
und bezeichnen nun die im Innern des Dreiecks dem Seiten a, b e
gegeniiberliegenden Winkel durch «, f, y die Coordinaten ihrer Ecken
durch ., ¢; Py, 945 Py» 4y, Uberhaupt den Werth, welchen eine ver-
inderliche Grofse in einer dieser Ecken annimmt, durch Anhingung des
Index «, g, 7.

N
b, Za

Wir zihlen ferner auf jeder Seite von einem willkiirlichen Anfangs-
puncte aus Abscissen, welche in derjenigen Richtung wachsen, fir welche
das Innere des Dreiecks auf der Seite der wachsenden Azimuthe liegt.
Sind auf der Seite a die Abscissen von f§ und y gleich a,, a;

» b " Y o & oy E'-,-r ba;
” ¢ ” e , B, Ca Cai
ferner die Azimuthe ihrer positiven Incremente

cay, da,, b, tba, d6a, B¢,
Hl"l ur! mr: B,, G., G,
so bestehen zwischen diesen und den Winkeln des Dreiecks die Relationen:
G, — Hn"‘ﬂ—’, uﬁ—ﬁlg-i-ﬁ—ﬂ, Br_uf-l_?-‘

gleich
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80 dafs die Winkel des Dreiecks mit den Azimuthen zugleich gegeben
sind. Endlich werden die reducirten Liingen der Seiten a, b, ¢ (art. 4)
durch

(B7), (va), («p) oder durch (y6), («7), (Be)

bezeichnet, jenachdem diese Seiten sich um die Puncte f§, , « oder
am 3, ¢, § drehen,

Abgesehen von den reducirten Liéngen der Seiten, mit demen wir
uns im folgenden Abschnitte beschiftigen werden, sind hiernach fitr
die vollstindige Kenntnifs eines geodiitischen Dreiecks 9 Elemente er-
forderlich, niimlich die 6 Azimuthe an den Ecken und die drei
Seiten.

Diese 9 Grifsen sind Functionen der Coordinaten der drei Ecken,
und wir stellen uns die Aufgabe, ihre partiellen Derivirten nach diesen
Variabeln zu bestimmen, deren Anzahl = 54 ist.

Diese Aufgabe wird geltst sein, wenn wir die Derivirten nach
den 6 Abscissen ay, a,, . . . ermittelt haben, da jene sich aus diesen
gusammensetzen lassen (artt. 8. 9).

In Folge unserer Bezeichnungen reicht es aber filr diesen Zweck

, die Derivirten nach b, und ¢, berzustellen, da aus diesen die
fibrigen sich durch cyklische Vertauschung ergeben.

6.

Wiichst b, um &b,, so bleiben g, U , B, » und @ ungeéndert;
¢ dreht sich um die Ecke § und
iiberstreicht dort einen Winkel, der
7 heilsen mag.

Die Zunahmen von b, 8, €,
werden ob,, ¢, dgp; ferner wird
{ﬂu]?@-éﬂ,*!inn, d¢ = gby - con e,
und weil ¢, gegen die Richtung
vom Drehungspuncte § nach dem beschreibenden Puncte &« wiichst,

¢ =B, — o6, = sina 280D 5p
Endlich wird nach art. 3 die Zunahme des Azimuthes H,, vom An-
fang bis zum Ende des Elementes #b, von b:

B, = [%,:[T]ulm (B,— o,) — . [2: Luinﬂ{l&b_,

woraus #@, sofort folgt.
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Durch Elimination von #g ergiebt sich also:

o 598 a6, .
ﬁE_ﬂ 'a';,l—ﬂ F1 F" ] sin (B, — }——{ } sin B, — lmu“";f“}
7€, sine

¢l 3B L 11 )
'3-55-0 éb, itt} llﬂ(ﬂ,—w,}—rﬂl ]s: B, TL_U#J

da 2log (fa) ap sine  Jy
7o, —omeE—g - Ga aba—0
da db Ec

-ﬂ-b_'_ﬂ rb—l Fb:—ﬂﬂlﬂ.

Wir haben hier, wie auch im Folgenden, die Dreieckewinkel «, 8, y
noch nebenbei beriicksichtigt, da wir ihre vollstindigen Differentiale
bei einer spitern Untersuchung gebrauchen werden.

1.

Wiichst ¢, um 7¢,, so bleiben ¥, ¥,, G,, f und a ungeindert;
b dreht sich um die Eu]m y und ﬂbmtramht dort einen Winkel, der
é% heilsen mag.

Die Zunahmen von ¢, p, b
B, sind — ée,, — v, + a¥;
ferner wird (ya)dy = éc,- sine,
b= —¢c,-cose, und die Zu-
nahme des Winkels zwischen a
éb, und e, (art. 4)

dlog(ye) .

o(x —a) = — sine —, 6, Ca

oder

¢ log (ya) de
?b, G

Endlich wird die Zunahme des Azimuths €,, vom Anfange bis zum
Ende des Elementes 7e, von ¢

i€, = [i‘,’{ :} 8in (€, — @) [“} sin € :|r¢:,,
woraus 78, sofort folgt.
Durch Elimination von #4¢ ergiebt sich also:

o a8 ging ©F
bl Sr June TTa gl fl11 oy 1]m:
=0 o= e ls)an@—e)—L{7).

i ¢B
o el 6 2] s, e 00 %

fe=iB — i =sina:

de, db, ce,
do dlog(ye) & Ay _ _ sine

de, ﬂna_?b . Peg =0 de, . (ya)

28 _o 2o cosa fe 1.

de, de, de,
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8.

Durch cyklische Vertauschung ergeben sich aus den vorangehenden
Formeln die noch fehlenden Richtungsderivirten, und dieselben miissen:
nun in die partiellen Derivirten nach dem Coordinaten p, g der drei
Ecken umgesetzt werden.

Zwischen den Ortsinderungen 2b,, ¢c,, #¢; u. 5. w. und den Diffe-
rentialen der unabhingigen Variabeln p,, ¢,, p, u s. w. bestehen die
folgenden Gleichungen:

¢ Ecke u:

sinegb= sinQ-eép+s8in(C—w)gig sinw-edp=—sin(B—w)ib—sin(C—w)ic

singdc=—sinB-edp—sin(B—w)gég sinw-gig= sinP-5b +sin Eoe
Ecke f:

sinféc= sin¥W-.e:p4ein(A—w)giq sino-eip=—sin(E—w)ic—sin(A—a)ia

sinféa=—gin € .edp—sin (C—w)gigq sinw gig= sinEéc+sin Aza
Ecke y:

sinyéa= sinB-eip+sin(B—w)gig sinw-edp=—sin(A—a)ia—sin(B—o)éb

ginydb=—sin¥-edp—sin (A —w)gdgq sinw-gig=— sin W da +sin Bab.

(&) 1

Daraus ergeben sich die folgenden Bezichungen zwischen den
partiellen und den Richtungsderivirten einer beliebigen Function £:

N Ecke «:

sinofy——sin(@-0) 52 +5inB 52 sinelt-  sinGij—  sn®2

sine 5o ——sin (C-a) 757+ sin 62 sine 2 ~sin (G- o) 35 —sin(B-a) 5
Ecke g:

ainm’E'IE“E----—-M::('IE-|:c|]|:§€"!l+aiuE—M1 ainﬂﬂ— sinlgﬂ— smﬁﬁ

sin @ 9= —sin (% - m]eap-{-umﬂa—;— -m,aga —sin (%-a) 52 —sin (G- @) 22
Ecke y:

Bin @ oot — sin (3 - m}'ap sin¥ 2 sinp s~ sn®2—  sinw

sine 25 = —sin(B-0) 5% -1-.m:;m’n,*ﬂ ninyg%g=lin(ﬂ-m)g'—3—ain[ﬂ—m)%?§

Setzt man nun in du vollstindige Differential von 2 statt der par-
tiellen Derivirten ihre vorstehenden Ausdrilicke durch die Richtungs-
derivirten ein, so ergiebt sich varmﬁgs dar Glaichungen (a)

8
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also die nimliche Form, wie wenn die Ortsinderungen ¢b,, éc,, dc,, ...
die vollstindigen Differentiale voneinander unabhiingiger Functionen von

Pay Qar By - - Waren.
Auf diese Weise erhilt man die vollstindigen Differentiale zu-
niichst in der Form:

E!F-[fi{lgl}ﬂn{ﬁ—m)_%["l} ﬂmﬁ—ninﬂa]":{: ’Ec“
+ (&3] sin@—a) — T[] sin®] 7a,+ 7 23,
- [%ll;] sin (B —w) — %{1‘1] sin B +sinf__jal“l;,@r}labr

+[&{3) sn@—0) — {7} sina] 7a, + TFac,
éa = cos fic, — ¢a, — cosy &b, + fa,
[aloutﬂu}pb +31oxtru‘1 _]’

lmﬂ‘

(«h

und wenn man aus den drei erzten Gleichungen d.le Ortsiinderungen
éay u. 8. w. fortechafft:

oMy = — 9p%in @y _Il:] ap + P:}Eg: . E—hs:gﬁ[lin Aeip
+ sin (A — m)g&g]*% |:liti Hecp + sin(A— El]yﬂq]r

- sin y
© e > }aa cal,,-]-am«

U, = — T 20 { e+ % )ed] M[sh!e&p

¥ Jr By
+ sin (A — m]yaq]r+ E'.r_.ﬂ}[m Aeip + sin (A —m]gﬁq]L

éa = cos ¥ - e dp, + cos (U, —w,)g,8q, — cos Ay e,8p,
— co8 (U, — m,) 9,74,

Wenn nun in diesen Gleichungen die Functionen (8y), (y8) ihrer ur-
spriinglichen Definition gemiifs bestimmt wiiren, so wilrden die Be-
dingungen der Integrabilitit nothwendig identisch erfillt sein. Folg-
lich miissen wir umgekehrt durch die Integrabilititsbedingungen zu den
charakteristischen Eigenschaften dieser Functionen gelangen.

Die vorstehenden Gleichungen ldsen die Aufgabe, zu bestimmen,
wie sich die Linge einer geoditischen Linie und ihre Azi-
muthe in den Endpuncten indern, wenn letztere unendlich
wenig verschoben werden.
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9.
Fir die Linge einer durch die Coordinaten ihrer Endpuncte ge-
gebenen geodiitischen Linie und ihre Azimuthe in den Endpuncten er-
halten wir demnach das folgende System von partiellen Differential-

gleichungen:

a;ﬁ__%,in [11} — e, 8in galﬂﬂirﬂ HE_HE_ T.u:g,

A da, P, F)
2‘_:5"-5‘;:'1 2 ],;Hgﬂ"in{grf"“’.ﬂthaw—ﬂ z—:':——‘ﬂrmz’;;ﬂ’—}
ﬁ:--L_-l{?},—ﬂr’m(Hr‘ ralugdl'ﬁﬂ a:; 5" _{;%]_E:g

I 7, = 77, =T
. % =—g;cos (U, —w,) ‘Eﬂ—:;—grmu[ﬁr-mr}_

Zu jeder von diesen drei Gleichungsgruppen gehdren 6 Integrabilitits-
bedingungen, welche aber aus bekannten Grilnden nicht alle vonein-
snder unabhiingig sind. Aufserdem ist zu bemerken, dafs in den In-
tegrabilititsbedingungen die Derivirte eines Azimuths stets durch ihren
vorstehenden Werth ersetzt werden mufs, und in Folge dessen eine
Anzahl derselben identisch wird. Dies bezieht sich vorzugsweise auf
die Gleichungen IIL, mit denen wir beginmen.

Man erhilt

#'a . U
08, = sﬁnmﬂﬁﬁs -— eramﬂrgp-;;
setzt man hier fiir die Derivirten ihre Werthe ein, so folgt
_ sin
r {p!}y ermar'eﬁﬁg’
(By) = (28),

d. h. die reducirte Linge einer geodiitischen Linie bleibt un-
geindert, wenn man Anfangs- und Endpunct derselben ver-
tauscht. Wir haben also den Sataz:

Man drehe eine geoditische Linie ohne Anderung ihrer
Linge unendlich wenig aus ihrer urspriinglichen Lage, ein-
mal um den einen, das anderemal um den andern Endpunct.

— € sin H -
also ist
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Sind alsdann die Drehungswinkel am festen Endpuncte ein-
ander gleich, so sind es auch die vom beweglichen Endpuncte
beschriebenen Wege.

In Folge dieses Hesultates ist es bei der reducirten Linge eines
geodiitischen Bogens f(iberflissig, anzugeben, welches der feste und
welches der bewegliche Endpunct dmaiben sein soll, und wir setzen
daher von hier ab:

B7) = 8 = @), (7) = () = B), () = (Be) = (0).
Wir werden im Folgenden fiir die reducirte Linge (a), als Function
einer der beiden Abscissen a,, a, betrachtet, Differentialgleichungen
finden, und die zugehirigen Gremzbedingungen aufstellen. Bei diesen
ist es wegen der Voraussetzung, dals a, > a, sei, nicht mehr gleich-
giiltig, welcher von den beiden Puncten B, ¥ dm- feste, welches der
bewegliche ist. In der That wird, wenn a, constant ist und » in un-
endliche Niihe von § riickt, (f) =, —a,, d. h. an der Grenze, wo
beide Puncte zusammenfallen,

ey
(ﬁ?]-ﬂ', 'a“r_“L

Nimmt man dagegen a, constant, und lifst § unendlich nshe an »
riicken, so wird (yf) =a, — By also an der Grenze
) =0, ZFr=—1.

Um bei der allgemeinen Untersuchung iiber die Fuuction, welche wir
reducirte Linge nennen, diese Ungleichférmigkeit in den Grenzbedin-
gungen zu vermeiden, werden wir sie (art. 15) durch eine andere, die
reducirte Abscisse, ersetzen, bei welcher die Grenzbedingungen immer
die nimlichen sind.

Mit Beriicksichtigung des obigen Resultates geben die iibrigen In-
tegrabilititsbedingungen fir die Gleichungen III. nichts Neues.

10.

Bei den Integrabilititshedingungen fiir die Azimuthe ist hervor-
zuheben, dals diejenigen, welche keine zweite Derivirte der reducirten
Liinge (a) enthalten, identisch werden, wenn man aus ihnen die Deri-
virten der Azimuthe wegschafft. Wir unterscheiden nun die beiden
Fille, wo eine Integrabilititsbedingung sich durch doppelte Darstellung
der zweiten Derivirte eines Azimuths nach den Coordinaten derselben
oder verschiedener Ecken ergiebt.

Der erste Fall filhrt fiir jedes Azimuth suf zwei Bedingungen,
von denen aber nach der eben gemachten Bemerkung die eine iden-
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tisch erfiillt ist. Die andere darf nur fir ein Azimuth, z. B. fur %,
sufgesucht werden, da die entsprechende sich fiir A, uﬂ'anbu.r durch
Vertauschung von y, #a, mit B, 7a, ergiebt.

Setzt man die beiden Ausdriicke, welche sich fiir % ergeben,
r r

einander gleich, so erhilt man zundchst eine ziemlich verwickelte
Formel, die wir dbergehen, da sie auf ein bereits von Gauls (D. g. XIX)
gegebenes Resultat fihrt. Duorch Reduction dieser Gleichung mittelst
der Formeln (b.) des vorangehenden art. 8 ergiebt sich nimlich

550+ ke G- Sl o
wo im zweiten Summanden der Index 3 weggelassen ist.

Mit Riicksicht auf eine Formel des art. 2 filhren wir nun eine
neue Grilse k ein, so dals

commo-t= 4052 () - ) ] A5 )

wird, wodurch die vorstehende Differentialgleichung die Form

ot
j‘gf;. + k(@) =0

annimmt.

Transformirt man aber das Linienelement, indem man durch eine
ganz beliebige Substitution zwei neue Variabeln p, ¢’ an Stelle von
P, g einfithrt, so dals

ca'=eMp' 4 2¢'g' conw'p'dq + g'icg?
wird, so mufs man fiir die, von der Wahl eines speciellen Coordinaten-

systems p, ¢ unabbiingige Grofse — & a;%
k, erhalten, nur dafs iibersll, wo ¢, g, @, Erp, ¢q steht, die entsprechen-
den accentuirten Grdlsen erscheinen.

Folglich ist % eine absolute Invariante, und man kann ihren
Werth sofort bestimmen, indem man den Ursprung der rechtwinkligen
Coordinaten z, y, # nach » verlegt, p'=z, ¢'=y und bis auf Grélsen

dritter Ordnung

genau denselben Ausdruck

1 ]
=4 X

2g + ?P.:
nimm¢. Man findet dann £, -— d. h. k ist das Krl‘.‘lmmungl-

mals der Fliche § im Puncta p, q.

Die obige Differentialgleichung fiir (a) ist die niimliche, welche
Gauls mittelst seines allgemeinen Ausdrucks fir das Krimmungsmals
(Disq. g. c. 5. XI) abgeleitet hat (ibid. XIX).
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Wenn daher § der Anfangspunct ist, so haben wir
28 Y+ k@ =0,
und filr G, = G,
(’“] = 0: E{ﬂ -1,
Betrachtet man dagegen y als Anfangspunet, so folgt

ot + k@ =0,

(a) =0, “’;—::r——L

und fir Gy=a:

11.

Bildet man filr iﬂ. und 'Hr die zweiten Derivirten nach den Coor-
dinaten verschiedener Ecken, so ergiebt sich mit Weglassung ver-
schwindender Glieder:

(o f5Y)-35( %)

N A e )= o %)
3p,, (i —00380) = 2, (@ )

o ) ) - 1 (),

ap,( iy, 2pEO)_ L (S5 ),

. ;W( sin 9, al;f‘{a})_;r%ﬁ;(ﬂ:ui;—“ﬂ)‘
_'ngﬂ ('m{ﬁ" f)&g_@ sr,,;q,( CH )‘
Eq,(“m(a — @) 3ﬂ{‘}) .9',3?, Lﬁ#)

Es wird sich im Folgenden um die Entwicklung dieser und der im
vorigen art. gefundenen Differentialgleichungen handeln. Bevor wir
dazn fibergehen, ziehen wir eine Folgerung aus ihnen, indem wir in
der ersten Gleichung jeder Gruppe die Richtungen der wachsenden p ,
Py in ib, éc, verlegen, oder wenn man will, umgekehrt verfahren.
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Daon wird B, =0, G, =0, also (art. 5) A, =y — =, A, =x—§.
Die genannten Fﬁrmaln gehen daher in dle fulgenﬂan ﬂber

d lng (a) @

aa, (!111 alnifl:l) ({n}

und es lifst sich umgekehrt ohne Schwierigkeit zeigen, dafls ans diesen
Gleichungen die vorangehenden simmtlich folgen, wenn iiber die Rich-

tungen der Linien b, ¢ passend verfigt wird.
Man kann endlich diese beiden merkwiirdigen Gleichungen in die

Formen
AE-2CD. L6~
, V¢, AYD de,\2b,) — 96, \d¢
setzen und dann verificiren, dals bei wiederholtem Differentiiren nach
den Richtungen von #b,, dc, die Reihenfolge der Operationen gleich-
giltig ist.
12.

Um die Bedeutung, welche wir in der Folge den in den beiden
vorangehenden artt. gefundenen Resultaten beilegen werden, deut-
licher hervortreten zu lassen, werden wir diese Gleichungen in v&llig
entwickelter Form darstellen.

In den beiden Formelnsystemen des vorigen art. enthilt jede
Gruppe zwei fiberflissige Gleichungen, da jede zweite Derivirte von
log (a) zweimal dargestellt wird. Wir kinnen uns daher mit zwei
Combinsationen von G(leichungen jeder Gruppe begnilgen, und multi-
pliciren die erste und dritte (leichung in der ersten Gruppe mit
cos (%, —w,), — cos Ay, in der zweiten mit cos (A, —w,), cos A, und
bilden ihre SBumme; verfihrt man ebenso mit der zweiten und vierten

Gleichung, so folgt:
d [dlogla) sin ¥ 8in 'H
¢ Bpr( dag = ME{H‘, m&'] Ep‘,( (a) r_)-ma HF gﬂag* )

sine f’:,ﬁ-f,,(alma}) cos (¥y-m,) cﬁﬂpﬁcmfﬂ 'r}) cos F!gﬂqﬂ(m{:n} 'r})
2 (3log(a) '“" )+mgw 3{( e o )
¥ ¥

mm?hﬂ_p, 2a, ) —cos(¥ '“'r:'—a_(
p d_ (dlog(a) 8in {! )] lm{‘ld -m,)
0Oy 00, \ da, ‘)= -m(gf-mf}srﬂp,( {:} F)"‘““'aw,ag,( 1)'

ﬂ.llm‘.,
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Die wirkliche Ausfihrung aller Derivirten gibt endlich, wenn zur Ab-
kiirzung

con (¥;— @) dlog(a) _ 0% %y §log (a)

e o
cos (M, —®,) dlog(@) _ °*M, slog(a) _ p
e, op, g, 94, 4
gesetzt wird:
Eﬁea: lﬂg{al_*i“ (", ~®4) 3 log (a) 9 ,-.in;!".ﬂ m&ﬁ "““’;r
.9y 9p,9q, ¢, ¢s 0P 3P, (@ 7 (a){a)
‘ina,dﬂ‘lng{u]_'in{gp"ﬂ}ﬁ’lng{a}_l_ sin(¥l, -w ) B _t'.u:ll(l),--vr}liumﬁ,l
Al 9,9; dq9,84, 9,8 09,09, (@) 4 (=) (=)
) ein® 2 10g () sin (U, - @) 3t 1og (a) cos ¥l jsine,
Uy 5,08, ¢, @p,08, A
sin ¥ *in ¥, 9*log (a) sin [ﬁy ®.) 3*log (a) sin(A,;- o) cos (U,-w,)sinw_
50, 00, 6g, dpiy,Te @ T @@

Von diesen vier Gleichungen folgt eine aus den tibrigen, wovon man
sich leicht fiberzeugt, indem man aus den beiden ersten B,, aus den
beiden letzten B, eliminiert.

Die entwickelte Form der Gleichung
é'a) | o
ol +k(a)=0

ergiebt sich aus den Behlufsformeln des art. 2, und lantet:

(lme{.'lm:u‘lJ [%I:‘J _ {11 2la) _ 11] 3(:} + Elk(ﬂ}]

lI.'I!I sin (¥ — u}umﬁ &'(a) 12 f{a] 21 é(a)
B. £ 8in @' peg { E' I ) +¢gmm«i{n}]
" " («) 22 d(a) 22 £ '}
+(rime) (30 — (1150 — (350 + @] =0,

wo der Index y weggelassen wurde und durch f§ ersetzt werden kann.

18,

Will man sich der im vorigen art. entwickelt dargestellten For-
meln zur Bestimmung von (a) bedienen, so ist dazu die Kenntnils der
von f unter dem Azimuth ¥; ausgehenden geoditischen Linie er-
forderlich.

Wir kiénnen nun als ein Hauptziel der gegenwirtigen Unter-
suchungen die Aufgabe bezeichnen, die Bestimmung der reducirten
Linge eines geodiitischen Bogens als Function der Coordinaten seiner
beiden Endpuncte an Bedingungen zu knfipfen, die nur von der Lage
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dieser Puncte abbiingen, und die Kenntnifs einer geoditischen Ver-
bindungslinie dieser Puncte nicht voraussetzen.

Kann men diesen Bedingongen gemiife (@), (b) und (¢) als Fune-
tionen der Coordinaten von «, f, y bestimmen, so liefern, wie sich im
folgenden Abschnitte art. 20. D. ergeben wird, die Formeln des vorigen
art. und die aus ihnen durch Vertauschung folgenden die simmtlichen
Azimuthe, und milssen daher als die endlichen Formeln fir die
Auflésung geoditischer Dreiecke aunfgefalst werden, wihrend es
zur Bestimmung der Seiten noch einer Integration vollstindiger Diffe-
rentiale bedarf.

Dritter Abschnitt.
Theorie der reducirten Lénge eines geodiitischen Bogens.

14.

Wird eine krumme Oberfliche ohne Dehnung, also ohne Anderung
ihrer Linienelemente, beliebig gebogen, so bleibt in jedem Puncte der-
selben das Kriimmungsmals ungeiindert (Disqu. g. e. 8. XII), weil der
Ausdruck desselben nor von dem des Linienelementes abhingt. Da bei
einer solchen Umbiegung such jede geoditische Linie eine solche
bleibt, so folgt nach der Definition der reducirten Liénge, dafs auch
diese bei der Umbiegung der Oberfliche ungeiindert bleibt. Nennt
man daher bei aufeinander abwickelbaren Flichen entsprechende Ele-
mente solche, die bei der Abwickelung zur Deckung kommen, so folgt
der Satz:

Zwei aufeinander abwickelbare Flichen haben in ent-
sprechenden Puncten das gleiche Eriimmungsmals (Gauls L ¢,
und entsprechende geoditische Bigen haben dieselbe redu-
cirte Linge.

Da der Ausdruck fir das Krilmmungsmals denjenigen des Linien-
elementes nicht bestimmt, so lélst der erste Theil dieses Satzes sich
nicht umkehren; wobl aber gilt die Umkehrung des zweiten Theorems:

Kann man die Puncte zweier Flichen einander in der
Weise als entsprechende zuordnen, dafls die reducirte Linge
der geoditischen Verbindungslinie von zwei Puncten der
ersten Fliche stets dieselbe ist wie filr die entsprechenden
Puncte der andern, so lassen sich diese Flichen aufeinander
abwickeln, und es kommen hierbei stets entsprechende Puncte
zur Deckung.
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Nimmt man némlich in den vorletzten Gleichungen des art. 10
den Punct y so nahe beim festen Puncte 8 an, dals a, — a; als eine
sehr kleine Grifse erster Ordnung bezeichnet werden kann, so wird die
reducirte Liinge dieses Bogens vermdge der Differentialgleichung bis
auf Grifsen dritter Ordnung genau: (@) = a, — a;. Weil aber diese
Grolse, wenn a, — as unendlich klein wird, in das Linienelement zwi-
schen den unendlich benachbarten Puncten 8, # @bergeht, so mufs man
durch Entwickelung der Function (a)® — wenn die Coordinaten von
B und y durch p, g und p', ¢ bezeichnet werden — einen Ausdruck
von der Form

(0} = E(p'—p)'+2F(p'—p)(d—9 +Gd— 9"

erhalten, der bis auf Grifsen vierter Ordnung genau ist, und wo die
Coefficienten nur noch von den Coordinaten p, g des Punctes § ab-
hiingen. Dadurch ist aber das Linienelement gegeben, und sein Qua-
drat @s'=E¢p*+ 2 Fipéq+ (G2¢". Folglich ist durch den allgemeinen
Ausdruck der reducirten Linge eines geoditischen Bogens als Function
der Coordinaten seiner Endpuncte das Linienelement der entsprechenden
Oberfliche vollig bestimmt, woraus der obige Satz folgt.

15.

An Stelle der reducirten Linge werden wir jetzt eine Funetion
einfilhren, welche wir zur Unterscheidung die reducirte Abscisse
nennen und in folgender Weise definiren.

Bei den reducirten Lingen (8y), (yf) war vorausgesetzt, dafs man
auf einer gegebenen geoditischen Linie ¥ von einem beliebigen An-
fangspuncte sus Abscissen r zihle, die in der Richtung von f§ nach »
hin wachsen. Dadurch war, bei unveriinderlicher Lage von g, der
Punct » auf den Theil »r > a; von B beschrinkt, und unter dieser
Voraussetzung war

a.l
L1 4 k(By) =0,

und fir
r=a; (fy)=0, %—L

Wir heben diese Beschriinkung der Abscisse r auf, und lassen die
vorstehende Differentialgleichung, ohne Anderung in den Grens-
bedingungen, fiir alle mit den Stetigkeitsbedingungen (art. 4) vertrig-
lichen reellen Werthe von r bestehen.
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Die so entstehende Function von r nennen wir die reducirte Ab-
ecisse von y in Bezug auf B als Anfangspunct, und bezeichnen sie,
wenn rg, r, die Abscissen dieser Puncte sind, durch

[r‘,- ry].

Ist also ry > ry, 80 ist dies auch die reducirte Linge () des Bogens
By; ist dagegen r, < ry, also die reducirte Linge — [r, r;], 80 stimmen
alle Bedingungen fir [ryr,] mit denjenigen dberein, welche man aus
den Schlulsgleichungen des art. 10 unter derselben Voraussetzung fiber
die Lage der Puncte y, g fiir —(a) = — [r,r,] erhilt. Folglich ist in
diesem Falle [ryr,] = — [r,rs], wie sich im folgenden art. auf anderm
Wege ergeben wird.

Will man sich daher in den geoditischen Formeln statt der redu-
cirten Linge (a) der entsprechenden reducirten Abscisse bedienen, was
bei ausgefilhrten Rechnungen nicht umgangen werden kann, so ist es
nicht mehr gleichgiiltig, welchen der beiden Ausdriicke [r;r,], [r,7s]
man fiir (@) setzt, sondern man muls denjenigen nehmen, fiir welchen
die an zweiter Stelle stehende Abscisse die grolsere ist.

16.
Ist « die Abscisse eines gegebenen Punctes der geoditischen
Linie B, so wird die reducirte Abscisse
[er]
des Punctes r mit Bezug auf « als Anfangspunct durch folgende Be-
dingungen definirt:

e
1. 2l 4 kar] =0
im Allgemeinen, und fiir r = &
[er] =0, ﬁ%«rr] -1.

Dazu kommt das im ersten Abschn. art. 4 gefundene Resultat, dals
{er] und seine erste Derivirte allenthalben stetig sein milssen, was je
nach dem Verlaufe der Linie P als Beschriinkung der Verinderlichkeit
von m oder aber auch von r aufzofassen ist.

Multiplicirt man die Gleichung 1. mit [fr]ér, so folgt durch
Integration, dals der Ausdruck

ter) £ - 1) %67

constant ist. Nimmt man daher zur Bestimmung seines Werthes ein-
E.B.Christoffel, Geeaammaelis Abhandlungen L 1
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mal 7 = @, dann r = f, so findet er sich = — [f«], und such = [af];
also haben wir

2. [«f] + [Be] =0,
wie schon im vorigen art. gefunden wurde, und
3. [wr]!?%d;] —[ﬂr]a—l;—:]- = [af].

Nimmt man hier die Derivirte nach 8, und lifst dann § mit « zu-
sammenfallen, so folgt

o*[ar] _ d[ar] d[ar]
4 [er] Fezr —5a o — 1
Bildet man endlich mittelst 3. das Product [«g][yr], so folgt durch
cyklische Vertauschung der Puncte «, 8, »

b. [«r][B7] + [Br](ye] + [yr][«f] = O.

Diese Gleichung ist nichts anderes als der auf vier Puncte einer
geoditischen Linie susgedehnte bekannte SBatz iiber vier Puncte einer
Geraden. Im Ubrigen sind die Gleichungen 3. und 5. Additions-
theoreme, von denen die der Kugeloberfliche entsprechenden Sitze Gber
die Function [er] = sin (r — &) die speciellsten Fille sind.

17.
Wir gehen nun zur Untersuchung derjenigen Abscissen r iiber,

fiir welche
[ar] = 0

wird. Um auch fir den Fall, wo die geodiitische Linie B eine in sich
zurlickkehrende ist, die bei dieser Untersuchung stattfindenden Ver-
hilltnisse gehfrig zu berficksichtigen, ordnen wir die zu diesen
Abscissen gehirigen Puncte nicht nach ihrer geometrischen Aufein-
anderfolge an B entlang, sondern nach der Aufeinanderfolge ihrer
Abscissen, so dafe immer der Fall miiglich bleibt, wo ein spiterer
Punct des Systems riumlich zwischen zwei ihm vorangehenden liegt.

Um endlich bei der geometrischen Deutung von Untersuchungen
iber die reducirte Abscisse unrichtige Folgerungen zu vermeiden, muls
ein merkwiirdiger Umstand berficksichtigt werden, der bis jetzt noch
nicht beachtet worden zu sein scheint.

Ich will voraussetzen, man habe fiir zwei aufeinander abwickel-
bare Flichen S und S° die rechtwinkligen Coordinaten ihrer Puncte
durch dieselben Variabeln p, ¢ in der Weise dargestellt, dals zwei
Puncte, welche gleichen Werthen der Variabeln p, ¢ entsprechen, bei
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der Abwickelung aufeinander fallen. Hat man alsdann fiir eine geodi-
tische Linie af der Fliche S die reducirte Abscisse [«f] in Function
der Coordinaten ihrer Endpuncte dargestellt, so ist dieser Ausdruck
nach art. 14 auch die reducirte Abscisse fir die geoditische Linie o f'
der Fliche S’, auf welche sich jene abwickelt, aber nur unter der Vor-
sussetzung, dals die Fliche S’ auch wirklich die vollstindige Abwicke-
lung der Linie «f enthilt.

In der That folgt aus der Lehre von der Abwickelung krummer
Oberflichen keineswegs, dals, wenn ein Theil einer gegebenen Fliiche
sich einer bestimmten Bedingung gemils ohne Dehnung, aber mit oder
ohne unstetige Richtungsinderungen der Tangentialebene umbiegen
lifst, dies such von der vollstindigen Fliche gilt.

Man denke sich z. B. von einer Rotationsfliche S eine von zwei
Parallelkreisen und zwei Meridianbigen begrenzte Zone, welche die
Oberfliche wenigstens theilweise mehrfach bedeckt, und nmal um die-
selbe herumreicht. Soll diese Zone durch Auseinanderwickelung in
eine neue, geschlossene Hotationsfliche S° verwandelt werden, welche
nur einmal um ihre Axe herumreicht, so ist dies stets, aber auch nur
dann méglich, wenn anf der urspriinglichen Zone der Neigungswinkel
ihrer Normale gegen die Ebene des Aequators mirgendwo grifser ist
als derjenige Winkel im ersten Quadranten, dessen Sinus -—:— ist.
Durch geeignete Wahl von # kann man bei jeder Rotationsfliche S
(mit Ausnshme des Kegels) bewirken, dals es Zonen giebt, welche
dieser Bedingung geniigen, und andere, die ihr nicht genilgen. Diese
letzteren gehen bei der Aufwickelung verloren, und die neue Fliche S
wird von allen auf der ursprlinglichen vorhandenen geoditischen Linien
nur diejenigen Stlicke enthalten, welche suf einer Zone der ersten Art
lagen.

Wenn man daher fir diese neue Fliche S' finden wilrde, dals
z. B. die reducirte Abscisse [o’f"] filr einen reellen Werth §° ver-
schwindet, so kann immerhin der Fall stattfinden, dafs demungeachtet
die Oberfliche S° keinen diesem Werthe entsprechenden reellen Punct
enthilt, und man kann alsdann nur schlielsen, dals es noch andere
durch die Function [«'f"] nach art. 14 bestimmte Oberflichen S giebt,
suf denen S’ sbwickelbar ist, ohne sie ganz zu bedecken, und welche
auf ihrem unbedeckten Theile zu jenem reellen Werthe §° auch den
entsprechenden realen Punct darbieten.

18.
Dieses so verstanden, ist es z. B. nach dem Jacobi'schen Kri-

terium fiir die kiirzesten Linien klar, dals die Linie B nur solange
21"
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eine kilrzeste Verbindungslinie von r mit « ist, als zwischen r und «
kein mit « esich &ndernder Werth S enthalten ist, fiir den
[af] = O ist.

Sei nun das Krimmungsmals k suf einer den Punct « enthaltenden
Strecke von B negativ. Da in « selbst [ar] =20, 'ﬂ“—r]—l also

positiv ist, so wird zu Anfange [ar] mit r zugleich wmhmn, folglich

ar] selbst, und mit i g = —k[ar itiv werden.
[ar] d mit ihm £ o _ k[ar] pos rde

dies der Fall ist, wiichst a.]aa auch die erste Derivirte, und zwar fber
1 hinaus, mithin [¢r] umsomehr, und mit beschleunigter Geschwindig-
keit. Da [ar] in der entgegengesetzten Richtung unsufhdrlich ab-
nimmt, solange k negativ ist, so folgt der Satz:

Zwei unendlich benachbarte geoditische Linien kénnen sich von
ihrem Eintritt in ein Flichenstiick von negativem Krllmmungsmalse bis
zum npichsten Austritte ans demselben niemals in mehr als einem
Puncte schneiden.

Mit Ricksicht auf das obem erwihnte Kriterium fiir kilrzeste
Linien folgt hieraus auch der von Jacobi ohne Beweis ausgesprochene
Satz (Vorlesungen fiber Dynamik pag. 46):

Auf einem Flichensticke von negativem Kriimmungsmalse ist jede
geoditische Linie zugleich eine kilrzeste Verbindungslinie ihrer End-
puncte.

Den Beweis dieser Sitze kann man auch aus der (leichung

r] ﬂ[u r] f ﬂ[u r] _k [ar]’] P

ziehen. Weniger einfach ist die Untersuchung fiir den Fall, wo das
KrimmungsmaB positiv ist.

Ist k positiv, so haben [ar] und seine zweite Derivirte entgegen-
gesetzte Vorzeichen. Liifst man daher r ununterbrochen wachsen, so
wird die erste Derivirte wachsen oder abnehmen, jenachdem [ar]
negativ oder positiv ist, wilhrend umgekehrt [«r] selbst wiichst oder
abnimmt, jenachdem die erste Derivirte positiv oder negativ ist. Wir
haben demnach vier Fille zu unterscheiden, zu deren geometrischen
Darstellung wir ¥ um den Punkt « unendlich wenig drehen, so dals,
wenn d¢ der Drehungswinkel bei « ist, der Punet r den zu B senk-
rechten Weg [¢r]ép beachreibt, welcher nach derselben oder der ent-
gegengesetzten Seite wie 7 sufzutragen ist, jemachdem [ar] positiv
oder negativ ist, und ein wirkliches Schneiden beider Linien eintritt,
wenn [ar] sein Zeichen wechselt.
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Liegt r nahe genug bei «, so ist [er] positiv fir r > «, negativ
fir r < «, a[":] in beiden Fillen positiv. Diese Fille finden also
unter allen Umstiinden wamgutens einmal statt.

1) Ist nun [ar] negl.trr pnml:w so nehmen beide mit r zu,

und die Zunahme von [er] ist nlne beschlennigte. Findet dies statt
suf der Strecke r, < r <r,, s0 wird

[ary] > E[;?T"l (ry—r) + [ary],

und daraus folgt, dals r, nicht jede Grenze iberschreiten kann. Denn
sonst wilrde, wie weit auch die negative Grifse [ar,] unter Null liegt,
die rechte Seite der Ungleichheit durch Vergrilserung won r, positiv
gemacht werden konnen, wihrend sie < [ar;], also negativ bleiben
mufs. Wenn man daher im vorliegenden Falle r, also such die positive
Grofse L") wachsen lafst, so mufs einmal der Fall eintreten, wo die
ursprilnglich negative Grdfse [«r] gleich Null und hierauf positiv wird.

Es versteht sich von selbst, dals diese Schliisse ihre Giltigkeit
verlieren, wenn bei wachsendem r das Kriimmungsmafs nicht immer
positiv bleibt.

2) Ist nun auch [ar] positiv geworden, so nimmt [ar] noch immer
zu, 55_5_[] dagegen nimmt ab, und die Zunahme von [ar] ist demnach
eine ve:rsﬁgerbe. Hier sind zwei Fille denkbar; entweder convergirt
bei unbegrenzter Zunahme von r a[ ] gegen eine positive feste Girenze,

die auech = (0 sein kann, und d:.nn verschwindet zuletzt die zweite
Derivirte, also auch k[er], d. i. k, weil [er] nicht abgenommen hat,
also von Null verschieden ist. Dieser Fall tritt 2. B. bei den
Meridianen eines Rotationsparaboloids ein. — Oder sber es geht
2] Gurch Null, [ar] Gberschreitet ein Maximum, und es tritt der
folgende Fall ein.

3) Ist [ar] positiv, a[%:] negativ, so nehmen beide ab, wihrend r
wiichst, ersteres mit beschleunigter Geschwindigkeit, und man beweist
wie im ersten Falle, dafs in Folge dessen [ar] durch Null gehen muls.

4) Ist auf diese Weise such [«r] negativ geworden, so nimmt
seine Derivirte wieder zu, [ar] selbst fihrt fort abzunehmen, aber mit
verzigerter Geschwindigkeit. Jenachdem nun, wie im szweiten Falle,
die Derivirte gegen eine feste Grenze convergirt, die nicht positiv ist,
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oder durch Null geht, wird [ar] im Abnehmen bleiben, oder der erste
Fall eintreten, der seinerseits wieder den zweiten nach sich zieht.

Es folgt also, dals bei positivem Krmmungsmalse eine der ur-
spriinglichen unendlich benachbarte geoditische Linie, welche jene im
Puncte « schneidet, im zweiten und vierten Falle an dieser ohne Ende
entlang lsufen kann, ohne sie von Neuem zu schneiden, dals dagegen
auf den ersten und dritten Fall nothwendig ein Durchschnitt folgt,
ebenso wie dem zweiten und vierten nothwendig ein solcher vorangeht.

Da sich ferner ergeben hat, dals [«r] und seine erste Derivirte
sowohl bei positivem wie bei negativem Krilmmungsmalse nie gleich-
zeitig verschwinden, so folgt noch, dals mit dem Verschwinden von [ar]
stets ein wirkliches Schneiden, niemals ein Berilhren der geoditischen
Linien verbunden ist. Wenn daher mehr als ein Schnittpunct statt-
findet, so gehdren zwei, bei wachsendem r aufeinander folgende Schnitt-
puncte niemals zur nimlichen Art, und es wechselt [ar] beim Uber-
schreiten eines Schnittpunctes jedesmal sein Zeichen.

19,
Es lohnt der Milhe, unter der Voraussetzung, dafls die Gleichung
1. [er] =0

mehr als eine Wurzel hat, die Abhingigkeit derselben von der stets
vorhandenen Wurzel r = o einer eingehenden Untersuchung zu unter-
werfen.

Ist B eine von « verschiedene Wurzel dieser Gleichung, so folgt
aus art. 16 Formel 5. fir jedes r und

[ar] _ [ay]

[Br] = [(Fr)’

[ar]
[Br]
von r ganz unabhiingig. Dies gilt auch umgekehrt; denn wenn dieser
Bruch nach r constant ist, so findet auch die vorangehende Gleichung
statt, und aus der erwihnten Formel folgt bei beliebigen r und y
[r][«f] =0, d. h. [«f] = 0, weil im ersten Factor r beliebig ist.
Aus der identischen Gleichung 3. art. 16 folgt aber unter der nim-
lichen Voraussetzung, dafs vorstehender Bruch gleich ist
8[er] , 3[fr]
ér ° or ! i
bei ebenfalls willkilrlichem . Nimmt man daher y = § oder r = @,
so folgt

d. h. es ist alsdann
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9 [ar] _ 3[=p] [Br] _ t*[ﬂ‘«] __ d[=f]

Br1™ "@F * [ar] da '
wenn [afi] selbst = 0 ist.

Betrachtet man nun § als Funetion von «, so folgt aus &[«f] = 0,
wenn man die Derivirten wegschaffi:

et

folglich ist o "
3 (6r)*
) E— [xr]?

stets positiv und niemals Null oder unendlich. Denn kbnnte dies z. B.
filr ein bestimmtes « verschwinden, so millete die rechte Seite filr
dieses « und jedes r gleich Null sein, was ein Widerspruch ist.
Wenn also die Gleichung 1. noch eine zweite reelle Wurzel §
hat, so wird diese mit « zugleich stets und ohne Stillstinde wachsen,

solange sie stetig ist.
Sel d ]
also wegen 2. und 3.
uy =—1, gf
Dann folgt
I'[=f] , 3’[‘1’1 ap
Tﬂﬂ Copr P
oder da der Factor von 7§, welcher = — k;[«f] ist, verschwindet,
ou _ d"[«f]
da " dadf"

Darauns folgt weiter
d'w _ 3'[ap] |, 3'(«p] EF
dat ~ fa'df | dwdp' da

ko 20y, 2e8) 20

endlich
'u

k
g = ke wt i
Setzt man hier flir » seinen Werth ein, so folgt schliefslich

3' L] aﬁa' a L] a L ]
‘ B () — 25e7 — 4o (52) — 44 G2
welcher Differentialgleichung dritter Ordnung alle Wurzeln § der Glei-
chung [«¢f] = 0 Geniige leisten.
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Man bestitigt leicht, dafs die nimliche Differentialgleichung sich
aunch ergiebt, wenn man § als Function von « so bestimmt, dals zu
zwei Losungen der Gleichung

O+ kam = 0,

die nicht in constantem Verhiltnisse zu einander stehen, sich steis
zwei Losungen der Gleichung

TR M =0

angeben lassen, welche das ndmliche Verhiltnifs liefern. Dies Ver-
fahren ist genau dasselbe, durch welches Herr Kummer (Crelle's
Journal XV. p. 39 und 127) die Jacobi’'sche Differentialgleichung
abgeleitet hat, welcher simmtliche Modulargleichungen der elliptischen
Functionen Geniige leisten, und welche einen besondern Fall der vor-
stehenden bildet.

Die allgemeine Lisung obiger Differentialgleichung stellt sich dem-
nach in folgender Form dar:

[mea] _ p[AF]+ q(uB]

(ma] — r[Af]+s[kp]’
vorausgesetzt, dals weder [e;¢,], noch [iu] =0 ist, weil sonst nach
dem zu Eingange dieses art. gefundenen Satze eine von beiden Seiten
der (leichung constant wiire. Aus demselben Grunde darf ps — gr
nicht = 0 sein.

Was die Constanten p, g, r, & betrifft, so mfissen dieselben offenbar
so gewiihlt werden, dafs beide Zihler und ebenso beide Nenner gleich-
zeitig verschwinden konnen. Sind nimlich 8, g, die Werthe, welche
p fir ¢ = «, und & = &, erlangt, so muls zur Rechten der Zihler fiir
p = p,, der Nenner filr § = f, verschwinden. Aus der Differential-
gleichung fir M folgt also, dals jemer zu [B,f], dieser zu [§,8] pro-
portional ist, und unsere allgemeine Liésung nimmt hiernach die ver-
einfachte Form

(2] _ ;. [AF]

(@ a] (6, ]
an, wo A eine Constante ist.

Sind endlich such &, f, gleichzeitige Werthe von «, §, so folgt
durch Elimination von 1
5. [, 2]  [e,2]  [B 8] . [F B]

CTAMCT N (Y AN Y
als allgemeine Lésung der Differentialgleichung 4., in welcher die
nithige Anzahl willkiirlicher Constanten zur Evidenz gebracht ist, indem
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tiber die Werthe f,, f,, B, von f, welche drei gegebenen Werthen
,, i, ¢, von « entsprechen sollen, nach Belieben verfiigt werden kann.
Mit Benutzung einer in der Planimetrie fiblichen Ausdrucksweise kann
man also sagen:

Die Differentialgleichung 4. ist die nnthwanﬂlge und
ausreichende Bedingung dafilr, dafs der Punet g mit drei
festen Puncten 8, B,, B, stets das nimliche Doppelverhilt-
nils gebe, wie der Punct « mit drei ebenfalls festen Puncten
oy, Ky Oy

Diese sechs festen Puncte kinnen nach Belieben angenommen
werden, bis auf die Bedingung, dals von den sechs reducirten Abscissen

[y, [,a), [2yes], [BiBs]; [BiBsl, [Bafs]
keine = 0 sei.
Wehlt man unter dieser Voraussetzung, falls dies miglich ist,
Bys By und B, so, dals

[2,8] =0, [a3fy] =0, [ayfy] =0

wird, so geht die Lﬁlmng der Gleichung 4. @iber in die Gleichung
[¢f] =0, von der wir ausgegangen sind. In der That tritt nludm

{:g,l:{ in constantes Verhiltnifs zu %, und es folgt zuniichst

(o] [l _

[ty ] [y ]
Nimmt man hier ¢ = «,, § = f,, 80 wird wegen [«,f,] = 0 zur Linken
der Divisor gleich dem Dividenden, also ist A = 1 und es folgt

[e,e] (28] + [eya] [ 8] = O,
endlich wegen 5. art. 16
[«B] [®&] =0, d. i [«f] =

w.z b w.

20.

Sei m die reducirte Linge eines geodiitischen Bogens, welcher die
Puncte p,, g, und p, ¢ verbindet. Will man sich zur Bestimmung von
m als Function von p, ¢ der Gleichung B. des art. 12 bedienen, so
muls man noch, aulser den bereits festgestellien Btetigkeitsbedingungen,
die am Schlusse des art. 14 gefundene Anfangsbedingung hinzuffigen,
zufolge welcher m', wenn p, ¢ in unendliche Nihe von p,, g, rilckt,
bis auf Grofsen vierter Ordnung das Quadrat des beide Puncte ver-
bindenden Linienelementes wird.



330 XVL Allgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke.

Dies setzt aber voraus, dals man in der Differentialgleichung B.
die vom Azimuth ¥ abhingigen Coefficienten, welche nach art. 2 nichts

dp\’ dpé dq\t .
anderes als (3{)' —aa—fa—f, (a—f sind, aus den dort aufgestellten

Differentialgleichungen bestimmt, und dann das Verhiltnils zweier von
ihnen zum dritten durch p, g, p,, g, und das Azimuth bei p,, g, sus-
gedriickt habe.

Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, werden wir die Gleichung

B. noch einmal differentiiren, und mittelst der hieraus folgenden 22 und

g—f eliminiren, worsus dann fiir m eine partielle Differentialgleichung
folgt, in welcher nur p, ¢ vorkommen, wihrend die Coordinaten p,, g,
nur noch in Grenzbedingungen eingehen, und das Azimuth bei p,, g,
aus allen Bedingungen eliminirt ist.

For die folgenden Rechnungen, die durchgiingig nur angedeuntet
werden milseen, werden wir statt der bisherigen Begzeichnungen ein-
fachere wiihlen, deren Bedeutung sich aber durch die Vergleichung
mit den entsprechenden Formeln von selbst ergiebt.

#1. Es sind p und g als Functionen von s so zu bestimmen, dals

zwei Differentialgleichungen von der Form (vergl art. 2)

pi=hpt+ 2 p'q + vg”

= 49"+ 200 ¢ + 09"
erfilllt werden, und szugleich
2. Ep*'+ 2Fp'qd+ Gg"=1
wird, wenn das Quadrat des Linienelementes

is'= Ecp* + 2Fepiq + Gig*

ist. Endlich milssen p, ¢ fiir s =0 in p,, g, libergehen.

Die Ausdrilcke, welche in 1. rechts vom G@leichheitszeichen wvor-
kommen, werden wir durch (1,p,v,), (dp,v,) bezeichnen.

B. Ist die vorige Aufgabe geldst, und wird

a'- {11 {11 ™ Elm— G
1- ;:;—w (25 e

{“} 57+ Gkm — ®
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gesetzt, so haben wir aus der erwihnten Gleichung B. zur Bestimmung

Voo m:

2, Cp"+ 2§ p'd + g =0,

wozu sulser den Stetigkeitsbedingungen noch die Anfangsbedingung
gehirt, dafs, wenn p, ¢ von p,, g, nur noch um unendlich kleine

Grofsen erster Ordnung verschieden sind, bis auf Grdlsen vierter Ord-
nung gensu

8. m'=E(p—p)+2F(»—p)@— )+ Glag—a)
wird.

€. Wir setzen nun voraus, dafs diesen simmtlichen Bedingungen
geniigt ist. Dann bestimmen p, g als Functionen von s eine von p,, g,
susgehende geoditische Linie, s wird die Lénge des zwischen beiden
Puncten enthaltenen Stiickes dieser Linie und m, wie verlangt, die
reducirte Liinge von s.

Aus 8. 2. folgt durch Differentiiren
. o w, 0E dE A g
L 2@p+§)p+2§r+60)q + 50"+ (57 +250)p% + =0,
und wenn man hier filr p”, g" sus . 1. ihre Werthe einsetzt:

2. 2(€p'+ F)(Amyv) + 2(Fr'+ Bq) (A pyvy) + §—~:p"+ o),

Diese Gleichung ist, wie 8. 2. in p', ¢ homogen, aber vom dritten
(Grade. Wenn dieselbe nicht bei beliebigen Werthen der GriBen 1, g, v
identische Folge von B. 2. ist, so kann man aus beiden Gleichungen
9" und ¢’ eliminiren; das Resultat dieser Elimination
3. [m] =0,
ist die oben erwihnte partielle Differentialgleichung. Zu ihr gehdrt
aufser den Stetigkeitsbedingungen noch 8. 3. als Anfangsbedingung.
Wenn dagegen die Gleichung . 2. bei beliebigen Werthen der
Griifsen 1, p, » mit B. 2. vertriglich ist, so genilgen p’, ¢’ mit B. 2.
sugleich den linearen Gleichungen Gp'+ Fg'=0, Fp'+ Gg'=0. In
diesem Falle ist also Ep”+ 2{p'q'+ @g? ein vollstindiges Quadrat,
und m genfigt der partiellen Differentialgleichung

(3) F—EG =0.
Da die Gleichung [m] =0 jetzt fir alle Werthe der sechs Grilsen
1, g, v besteht, so ist sie nothwendige Folge der vorstehenden.

Wilhrend also die reducirte Liénge m in allen Fillen aufser den
Anfangs- und Stetigkeitsbedingungen der Gleichung G. 3. geniigt, giebt
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es noch Ausnahmefille, wo sie der einfachern Differentialgleichung (3.)
Genilge leistet, und jene eine Folge von dieser wird.

©. Wir ontersuchen nun die umgekehrte Frage, ob auch jede
der Gleichung €. 3. und den dazu gehirigen Bedingungen genfigende
Function eine reducirte Linge ist. Damit dies der Fall sei, ist er-
forderlich und hinreichend, dafs mit Zugrundelegung der so bestimmten
Function m sich auch die in ¥. und B. gestellten Bedingungen be-
friedigen lassen.

Die Gleichung €. 3. ist die Bedingung dafilr, dafs den Gleichungen

. 2. und €. 2. durch den nimlichen Werth von % - —g—; geniigt wer-
den kfnne. Wir setzen also voraus, es sei :7‘, eine Lisung der Glei-

chung 8. 2, durch welche auch €. 2. befriedigt ist. Setzt man dies
in ¥. 2. ein, so sind auch p’, ¢" bestimmt bis aufs Zeichen, von welchem
die Richtung der wachsenden s abhiingt, und welches auf das Verhiltnis

%9 yeinen Einfluls hat.
cp

" Durch Differentiiren folgt jetzt aus B. 2. die Gleichung €. 1, und
wenn man von dieser die bereits befriedigte Gleichung €. 2. subtrahirt
und den Factor 2 beseitigt

L [Cp'+ F1lp" — (L w)] + [Fp' + BgT[g" — (L39)] = 0.

Differentiirt man die bei der Bestimmung von p’, ¢° benutzte Gleichung
. 2, so erhilt man eine Gleichung von derselben Form wie €. 1, und
von welcher zu bemerken ist, dals sie nach art. 2 vermige der Bedeu-

tung der Coefficienten 4, = — {1:] uv. 8. w. identisch wird, wenn man

p", @" durch (4, p, ), (4;uyv,) ersetzt. Es ist also such, sobald p’, ¢*
der Gleichung . 2. geniigen, '

2. [Ep'+ Fq'llp"— ()] + [Fp'+ Gq')[g" — (Agpywy)] = 0.
Wenn die Determinante

. 4o | Ep' 8 %p’+"5f"
' |Ep’ + Fq' Fp'+ Gq'

dieser beiden Gleichungen nicht = O ist, so sind also such die Diffe-
rentialgleichungen . 1. erfiillt, und zwar ist eine einmalige Integration
derselben geleistet, indem p’, ¢" als Functionen von p, g, p,, g, erhalten
worden sind. Bestimmt man also hieraus p, g 8o, dals sie filr s =0
in p,, ¢, Gbergehen, so sind alle Bedingungen #. und B. befriedigt,
und es ist dann namentlich wegen ¥. 2. die unabhingige Variable s
die Linge einer geoditischen Linie zwischen p,, ¢, und p, g, und m
ihre reducirte Lénge.
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Wenn dagegen unter der nimlichen Voraussetzung, dals den Glei-
chungen . 2, B. 2. und €. 2. Genilge geleistet ist, 4 identisch ver-
schwindet, so sind die Gleichungen . 1. nicht mehr eine nothwendige
Folge der beiden vorstehenden. Man kann in diesem Falle eine Griilse 1
80 bestimmen, dafs €p’ + g = L (Ep’+ Fg"), und zugleich §p' + &g’
= A(Fp'+ Gq") wird. Addirt man diese Gleichungen, nachdem man
die erste mit p’, die andere mit ¢" multiplicirt hat, so folgt wegen 8. 2.
und A. 2. 0 = 1, so dals also, wenn 4 identisch verschwindet, an Stelle
von B. 2. die einfachern Gleichungen &p’' + Fqg' =0, Fp" + Gq’
= () treten.

Folglich genilgt m in diesem Falle auch noch der @(leichung
' —E® =0. Es wird sich weiter unten ergeben, dals nicht jede
Function, welche diese Gleichung befriedigt, eine reducirte Liinge ist,
sbgesehen davon, dals sich nur in Ausnahmefillen unter den Lisungen
dieser Gleichung tiberhaupt reducirte Lingen befinden.

Aus den vorangehenden Untersnchungen ergibt sich also das fol-
gende Resultat: Jede Function m, welche aulser den Anfangs- und
Stetigkeitsbedingungen noch der Differentialgleichung €. 3., aber nicht
zugleich der Gleichung €. (3.) geniigt, ist eine reducirte Linge, und es
lassen sich aus dem Ausdrucke dieser Function mittelst der Gleichungen
B. 2. und . 2. auf algebraischem Wege p° und ¢’, also das Azi-
muth % der von p,q, nach pg gehenden geoditischen Linie finden,
withrend es zur Bestimmung ihrer Linge noch einer Integration be-
darf. Bei der Bestimmung von p’,¢" wird ein Vorzeichen verfiigbar,
welches bestimmt ist, sobald festgestellt wird, ob s von p,q, nach pg
hin, oder in umgekehrter Richtung wiichst. Vgl art. 13.

21.

Die Untersuchung des Ausnahmefalles, welcher sich im Voran-
gehenden dargeboten hat, stfitzt sich auf die Bemerkung, dafs der Aus-
druck 4, unter Vorsussetzung linearer Substitutionen fiir p* und ¢’
allein, die simultane Covariante der beiden Formen

“_ EP”—I— E%Pquw}' @qf'
ve=Ep'*4+2Fpqg'+ Gq'?
ist. Man findet in Folge dessen durch geeignete Specialisirung dieser
Formen
Gv—Eu Fv— Fu

£=— ov—Fu Gv— Gu|
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In unserm Falle ist aber (W. 2.) v =1 und (B. 2.) u = 0; folglich

wird
L= F—E6.

Dieser Ausdruck ist seinerseits wieder die Invariante von « bei linearen
Substitutionen fitr p’ und ¢" allein; er ist aber auch eine Invariante
in weit ausgedehnterm Sinne.

Setzt man zunichst in den Gleichungen der Oberfliche S

z=9(p,9), v=v(p,9), #=1(0,9)
fir die Variabeln p, g zwei voneinander unabhiingige Functionen von
P, q,, ein, wodurch die Fliche S nicht geiindert wird, so geht die
Function v iiber in eine neue Function
vy= Ep""+ 2Fp/q, + G0,
durch welche der neue Ausdruck des Linienelementes bestimmt ist,
und die Function u, welche bei beliebigem m nichts anderes be-
deutet als .
4 o—- %.—T + km,
geht dber in eine neue Function
= &p "+ 2§ 0 0 + G,

wo &, §,, ®, fir die neue Form des Linienelementes und die zuge-
hirigen Variabeln, wegen des vorstehenden Werthes von u, der kein
Coordinatensystem voraussetzt, ebenso gebildet sind, wie friher €, §, &.

Da man andererseits die Werthe der Coefficienten in den trans-

formirten Formen erhilt, indem man in den urspriinglichen Formen
blofs die lineare Substitution

, 8 ¢, B ' r 8 ¢, @ '
{_P} P"}ﬁ'?l*‘ﬁi'ﬂn g‘a;'?:"‘ﬁ‘ﬁ':
macht, und 4 hierbei die erste Potenz der Substitutionsdeterminante

r 2P P9 _ Ep 2
o 90 09 om
ausscheidet, so folgt
&l — € 0, = r(F— €B).
Sei allgemeiner S, eine suf S abwickelbare Fliche und das System
ihrer Gleichungen
z=g (0 0), ¥y=¥%(,0), #=nk,a)

Dann kann man p und ¢ als Functionen von p, und ¢, so bestimmen,
dals die Linienelemente beider Flichen einander gleich werden, also

wieder
0 -y,
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wird. Aus der nimlichen Substitution fiir p und g ergiebt sich eine
lineare Substitution (p) fir ihre Derivirten p’, ¢. Filhrt man die erstere

in m aus, so bleibt u-%?:- + km bei jeder Bedeutung von m unge-
indert, wenn S auf S, abgewickelt wird, also ist aunch

W=,
mithin wie oben § — €, 8, = r*(F' — CH).

Der Ausdruck F'— @@, dessen Zusammensetzung durch die iden-
tische Gleichung

@'+ iyt 4 o' = Eip' + 2Fépiq + Gég'
bestimmt ist, ist also Invariante gegeniiber jeder Substitution von Fune-
tionen g,, ¥,, 7, an Stelle von ¢, ¥, g, durch welche
o9t + ¥+ iy =gt + v+ i)

wird, unabhiingig davon, ob hierbei gleichzeitiz ¢ = ¢,, ¢ = ¢, und
g =%, sein kann oder nicht.

In derselben Weise muls dieses Theorem auch fitr das Kriimmungs-

mals ausgesprochen werden, wenn man die Substitutionen, denen gegen-
iiber dasselbe invariant ist, richtig bezeichnen will.

22,

Um nun die Natur der Flichen zun bestimmen, fiir welche bei
jeder Lage des Punctes p, g die reducirte Linge m einer geoditischen
Verbindungslinie dieses Punctes mit dem festen Puncte p,, g, der
Gleichung

4 =10
genilgt, mag dies nun fir alle oder nur fiir specielle Lagen des Punctes
Py, 4, stattfinden, bezeichnen wir den geoditischen Bogen zwischen
beiden Puncten durch r, sein Azimuth bei p,, g, durch ¢, und nehmen
die neuen Variabeln p, = r, g, = . Dann wird das Quadrat des von
P, q susgehenden Linienelementes

78" = 7r! + mizgt,
und hieraus folgt (art. 2 und B. 1. art. 20)

"

Ei - F + IFM
%1 alﬂ Elﬂgm Elu

drég ir do
d'm dmiY 1 gsemn®
6, = G + m(77) = (Gg) +5m
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Da m eine reducirte Linge sein soll, so wird & = (; ferner ist
F, = m! é'logm
1

drop '
also erhalten wir

2'logm\? (3p fq @p dq
m(Gre) = (5v 59— 79 a_r) (&' — €@),

und da die rechte Seite = () sein soll,

¢'logm _
rop O

Folglich ist m das Product aus zwei Factoren, 'run denen jeder nur
eine der beiden Variabeln r, @ enthilt. Da aber ﬂir r=0 in die

Einheit lbergeht, so ist m von ¢ willig frei, uud Function von r
allein. Daraus ergiebt sich weiter, dafs such das Krilmmungsmals k
nur von r abhingig, also an jedem geoditischen Kreise entlang con-
stant ist, dessen Centrum der Punct p,, g, ist.

Wenn umgekehrt, bei geeigneter oder beliebiger Lage des Punctes
Pos Qo) k Dur von r, nie von ¢ sabhingt, so wird auch die reducirte
Linge m Function von r allein, und . identisch = 0.

Bei dieser Beschaffenheit von m zeigt aber der Ausdruck des
Linienelementes, dals die Fliche S ohne Dehnung in eine Rotations-
fliche umgebogen werden kann, so dals p,, g, Punct der Drehungs-
axe wird.

In diesem Falle verwandeln sich alle von p,, g, ausgehenden geo-
diitischen Linien in Meridiane, fiir deren reducirte Lingen, weil sie vom
Azimuth g unabhiingig sind, o = () ist, und es giebt daher umgekehrt,
wenn die Voraussetzungen unserer Untersuchung erfilllt sind, keinen
von p,, g, ausgehenden geoditischen Bogen, fir welchen 4 von Null
verschieden ist.

Der Fall, dals die reducirte Linge der Gleichung o = 0 geniigt,
bietet sich also dar,

1) bei den Flichen von constantem Kriimmungsmalse fiir jede
beliebige Lage des Punctes p,, g,;

2) bei jeder andern Fliche, die sich auf eine Rotationsfliche
abwickeln lifst, wenn man fir p,, ¢, einen derjenigen Puncte
wiihlt, welche dabei auf die Drehungsaxe fallen, vorausgesetzt,
dals die ursprilngliche Fliche fiberhaupt einen solchen Punct
enthilt.
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In allen iibrigen Fillen ist, wenn man flir m eine reducirte Linge
nimmt, 4 von Null verschieden, folglich nicht blofs jede reducirte
Linge eine Ldsung der im art. 19 gefundenen Differentialgleichung

[m] =0

nebst den dazu gehdrigen Bedingungen, sondern such umgekehrt jede
Function, welche dieses System von Bedingungen befriedigt, eine redu-
cirte Linge.

Da endlich nicht jede Lisung der Gleichung A = 0 eine redu-
cirte Linge ist, sondern nur eine solche, die von ¢ unabhingig ist,
weil nur in diesem Falle @ = 0 wird, so folgt, dals in den beiden
obigen Ausnshmefillen auch die Gleichung 4 =0 zur Bestimmung
der reducirten Liinge nicht hinreicht, sondern diese, was in diesen
Fillen aber auch zunichst liegt, direct aus der ursprilnglichen Gleichung

o+ km =0
gefunden werden muls. .

Von den obigen Ausnahmefillen wird der erste im folgenden
Abschn. art. 29 seine vollstindige Erledigung finden; der andere tritt
nur fiir besondere Lagen des Punctes p,, g, ein, und bedarf als Grenz-
fall keiner besondern Behandlung.

Vierter Abschnitt.

Geoditische Classification der krummen Oberflichen.

23.

Nachdem im Vorangehenden nachgewiesen worden ist, welche Be-
deutung den im zweiten Abschnitte gefundenen Integrabilititsbedingungen
beigelegt werden mufs, werden wir die simmtlichen Formeln mit Be-
nutzung der inzwischen gefundenen Vereinfachungen in entsprechender
Weise zusammenstellen. Wir halten dabei an der Voraussetzung fest,
dals die in den Beiten des geoditischen Dreiecks gezihlten Abscissen
in der art. 5 festgelegten Richtung wachsen, so dals die reducirten
Lingen der Seiten, durch reducirte Abscissen ausgedriickt, die folgen-
den werden:

(@) = [B7), (@) =I[ral, (¢)=[«B].

E.B. Ohristoffel, Gesammelts Abhsndlungen. L H
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A. Die endlichen Grundformeln
a “"’ + ky(a) =0
(@ }aa'{ﬂi d(a) &(a) 1

a,ca, Eul., da,
G (@) =
d . alog(n} gin ¥
ﬁ'(‘mﬂ )+3c,({n} =0

o Elug{a‘.l & fuin -
@, (nlny 3—( 0.

Die ibrigen Formeln, welche hierhin gehiiren, ergeben sich durch
cyklische Vertauschungen; die entwickelten Formeln werden wir nicht
wiederholen.

B. Die Differentialformeln,
Dieselben lanten in unentwickelter Form:

¢y = f;{“} gin (& — m}——[ laln{}i sm,daluﬂa:' #cy
- wlulnnﬁl m)—-l Iamﬁ 2ay + {“’Eb,
Jg

¥, = _%{ g | B0 (B—w)— El:l] umﬂ-i—sm?ahgm éb,

+-}!;[':} sin({ —w ——H‘: ainﬂ Ear+{T;ucc#
- =1y

Ea-cna#acﬂ—aaﬂ cosy éb, + éa,

@ log (c) Eﬁﬁ_ﬁlnstb}ac“]‘

siny . sin
an—wmr— © Eaﬂ+ama[ ac,

In entwickelter Form wird
geinm [11 d log (a) g sin e [ 21
oo, = — [0y +"‘““T] o= [52{3

BIng{a} sin ¥ #in (¥ — m)
] 0y, LB — 9y g 2a,

U, =— [E}E [Lll +¢-1niau—];i:‘}l§pr.. [#-i:u lnll]

E

gnm{ﬂ—m]

. 2l sin ¥, _ sin (¥ — m)
+ym(ﬁ_ sﬂ] aq. -_r+ ﬂpﬂf‘fﬂgi‘ﬂg‘—_ﬁ}_&aqﬂ

fa=¢e,cos¥ ip, + g,cos (A —w,)dq,
— €y con ¥, 79, — gy c0n (¥, — ) 74,
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Wenn es sich nicht blofs um eine einzige geodiitische Linie, sondern
um ein geoditisches Dreieck handelt, so missen auch hier noch die
durch cyklische Vertauschung folgenden Formeln beigefiigt werden.

24.

Die vorstehenden Resultate wenden wir auf die Untersuchung der
Frage an, unter welchen Voraussetzungen iber die Fliche S in &hn-
licher Weise, wie es bei der Kugel der Fall ist, zwischen den Ele-
menten, nimlich den Seiten und Winkeln eineé geoditischen Dreiecks
Gleichungen bestehen, welche von den Coordinaten p, g der drei Ecken
unabhingig sind.

Wenn eine solche Gleichung stattfindet, so wird bei einer stetigen
Ortséinderung des Dreiecks, bei welcher fiinf Elemente ungeiindert
bleiben, auch das sechste sich nicht indern. Ein hnlicher Schlufs gilt
in den beiden andern noch méglichen Fillen, wo zwischen den sechs
Elementen zwei oder drei voneinander unabhiingige Gleichungen "statt-
finden.

Wenn umgekehrt eine stetige Ortsinderung des Dreiecks maglich
ist, bei welcher seine simmtlichen Elemente ungeiindert bleiben, so
sind die Ausdriicke der sechs Elemente durch die Coordinaten der
drei Ecken keine voneinander unabhiingige Functionen der letztern,
indem die Differentiale der Coordinaten durch die Differentiale der
Elemente nicht villig bestimmt sind, weil sonst jene mit diesen zu
gleich verschwinden miifsten. Unterscheidet man nun diejenigen Co-
ordinaten, deren Differentiale bei gegebenen Differentialen der Elemente
willkiirlich bleiben, von den ilbrigen, und eliminirt die letztern, so
gehen die erstern nothwendig von selbst heraus, und man erbilt dem-
nach ebensoviel voneinander unabhiingige Gleichungen zwischen den
Elementen des Dreiecks allein, als Differentiale von Coordinaten seiner
Ecken willkiirlich bleiben.

Es ist demnach zu untersuchen, ob die sechs (leichungen

(1) ta=0, ¢cb=0, ic=0, 6a=0, ¢f=0, ¢y =0
bei von Null verschiedenen Werthen der Grilsen

(2) Pas ©ur EPgs € Gy  Pyy €y,

oder was auf dasselbe hinauskommt, der folgenden

(3) éay, tb,, ic, (8, ib,, ic,

miglich sind oder nicht, und im ersten Falle, wieviel von den letztern
dabei willkiirlich bleiben.
Diese Untersuchung ilber die Fille, wo die Aufldsung der Glei-

changen (1) keine bestimmte ist, hiingt nur scheinbar vom Verschwinden
g
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einer sechezeiligen Determinante und ihrer Unterdeterminanten ab, in-
dem die drei ersten von den Gleichungen (1) sich stets und ohne Un-
bestimmtheit nach drei Unbekannten, z. B. Za,, 2b,, 7 ¢, auflisen lassen,
durch deren Elimination man zu drei Gleichungen gelangt, deren De-
terminante zu untersuchen ist.

Auf einem solchen direkten Wege wiirde man indessen zu kaum

fibersehbaren Hesultaten gelangen.

25,
Setzt man zu besserer Ubersicht

conatcosfoosy _ ,  cosftcosycoss g cosyfoosacosf o
! siny sin e : #in e gin f§ '

1 —cosy —cosf
_m..? 1 — OB & _ﬂ‘,
—cos i —coBa 1
80 wird
L) & cos &
l_h"ﬁp‘mri' ""_Er'.in.ninﬁ.in,

u. 8. w.,, und man erhilt:
#a — cosy #b — cos fdc = siny (siny va, + Bsinace,)
— sin f(sin f éa, + I sin « 2B,),

pebst zwei &hnlichen Gleichungen, welche ans dieser durch Ver-
tauschungen folgen.
Um den drei ersten Gleichungen (1) zu genilgen, nehmen wir

tinyda, +Beinadc, =z 5ot , sinfaa, + sinasd, =z 5ot
gin e
lmﬂ‘

sin §

lmr’

sinedb, + Msin fa, = yni:’, sin y 3b, + ﬁnmﬁacﬂ —y

sin fi e, + ﬂlinyﬂbr—im, sinadc, + Bsinyda, =g

Woraus
= _ Hmnf gin §
(1 —B%)sinade, =2~ oy Bz ira

_rt - '“”'_ siny
(1 —r*sinadb, v, I';rn.n#

in
u. 8. w. folgt. Durch die Werthe von z, y, ¢ sind also die GréBen (3)
vollig bestimmt, und die Anzahl der m]lkﬂrlm‘n bleibenden ist in
beiden Sj'lrl'.amurn dieselbe.
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Nun ist
. d(b) ale) .
o= m[;mym + Tnnwc] ”]:nmﬁm, Emuab,]

m[ "’”+(%‘—”— 8) sinadc, |- (:}[x::: "“*+r)-maaa}
also folgt
S EBIT[ 3(53 E)lm (‘E.;;_Bi:_;)]

-l )2y r)]
Setzt man nun

T tA=@A, G +B=(B, Fo+T=(.

a‘:j A=@A, 5P-B=@B, 52-r=@r,
s0 wird der Factor von y gleich
sin o sin f sin y
ey
der Factor von £ wird gleich
gin « gin § sin y
N
und der Factor von z wird:

sin § sin y
l:.uu(.{b} {:}) BB, o gin e (1 — E'}‘rrwuu-—rﬁ

- P « sin f* BB, *ain § si
@ _{Il]l__'nT:fl!) u lmﬂ ey |i‘+|mr) ll-nllll: MYA-:

wenn ferner

rl Ba I,
b asio puiny '{':}F ";J — gin ¢ sin feiny (m ) = gina®- A,

:m-n’:pmf(ﬂ {,;) “m“‘mﬁ!lﬂ?(.ﬁ‘i%-—s)—amﬁ' B,

& . . . 5
m%—ﬁﬁ—mulmﬁmnf(m+ﬁ—n ) =siny*- T,
gesetzt wird.
Bei diesen Bezeichnungen wird also, wenn ¢a =0, 2b =0,
dc =0 ist,

sin a* sin f sin y

fa="——gr—[Az+T,y+B,a.

Diese Umformungen setzen jedoch voraus, dals
at+p+y PfHyr—e yte—f at+f—13
cos 5 —— cos ", — = cos ——g—
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von Null verschieden sei. Von den vier Factoren dieses Productes
verschwindet aber der erste fiir jedes beliebige geoditische Dreieck
nur dann, wenn das Krimmungsmals « 4+ g + 3 — x jedes Dreiecks =0
(Disqu. g. e. 8. XX), also such das Krimmungsmals der Fliche S
allenthalben = 0, und diese Fliche auf einer Ebene abwickelbar ist.
Diese Flichen sind also von der folgenden Untersuchung susgeschlossen,
was jedoch keine Beschriinkung ist, da die Trigonometrie derselben
bei unsern Untersuchungen vorausgesetzt wurde.

Wiire der zweite Factor filr jedes geoditische Dreieck der Fliche
S gleich Null, so wiire das Krllmmungsmals jedes Dreiecks nur vom
Winkel « abhingig, und sein Differential = 2¢«, was ein Widerspruch
ist. Wir erhalten demnach das folgende Resultat.

Fiir jede Flache S, die nicht auf einer Ebene abgewickelt werden
kann, besteht die Bedingung dafiir, dals suf ihr ein geoditisches Drei-
eck ohne Anderung seiner Elemente stetiz verschoben werden kdnne,
darin, dafs den drei Gleichungen

Az+Tly+Bez=0

By + Ays + Tz =0

re+Bz+Ay=0
genligt werden kdnne, ohne dafs die Unbekannten z, y, # simmtlich
verschwinden. '

Bleiben n von diesen Unbekannten willkilrlich, so bestehen zwischen
den Elementen des geoditischen Dreiecks gerade » voneinander unab-

hiingige Gleichungen, welche keine andern veriinderlichen Grifsen ent-
balten.

26. Die erste Flichengattung, n = 0.

Ist die Determinante

| "‘.r rn Ba
My By Ay
B, AT,
nicht identisch = 0, so werden z, y und £ =0, und es ist dann die
stetige Ortsiinderung eines geodiitischen Dreiecks ohne Anderung seiner
Elemente im Allgemeinen unmiglich.

Im vorliegenden Falle sind die Differentiale von p,, g,, . - - g, durch
die Differentiale der Elemente v3llig bestimmt, solange nicht & =0
wird, was nur fiir spezielle Dreiecke mdglich ist. Folglich sind nicht
blofs die Elemente des Dreiecks durch die Coordinaten der Ecken,
sondern anch umgekehrt diese durch jene bestimmt. Ist diese Be-

=4
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stimmung eine mehrdeutige, so findet dasselbe Elementensystem bei
mehrern geoditischen Dreiecken statt; aber es ist nicht méglich, diese
durch stetige Ortsinderung ineinander iiberzufithren, ohne dals withrend
dieses Uberganges Anderungen in den Elementen stattfinden.

27. Die zweite Flichengattung, n = 1.

Die zweite Flichengattung findet statt, wenn A, aber nicht jede
Unterdeterminante von A identisch verschwindet.

Alsdann ist von den (iréfsen z, y, # eine willkiirlich, und durch
diese sind die beiden andern bestimmt. Auf einer solchen Fliche findet
also filr jedes geoditische Dreieck eine Gleichung zwischen seinen Ele-
menten allein statt, aber auch nur eine einzige. Es knnen daher fiinf
Elemente des Dreiecks und ihre stetigen Anderungen beliebig an-
genommen werden, und durch diese ist das sechste Element nebst
seinen stetigen Aunderungen bestimmt.

Von den sechs Grilsen op,, 7q,, ... ¢q, ist nur eine einzige will-
kirlich. Ein auf der Oberfliche gegebenes geodiitisches Dreieck kann
also im gegenwirtigen Falle ohne Anderung seiner Elemente stetig
verschoben werden, jedoch nur in der Weise, dals jede Ecke eine vollig
bestimmte Kurve durchliuft.

Werden daher suf einer Fliche der zweiten Gattung filnf Elemente
eines geodiitischen Dreiecks gegeben, so ist hierdurch das sechste, und
fiir jede Ecke eine Ortskurve villig bestimmt, und zwar ist die Lage
simmtlicher Ecken gegeben, sobald irgend einer von ihnen eine be-
stimmte Lage auf ihrer Ortskurve angewiesen wird. Gleichzeitig sind
dann auch die Azimuthe an den Ecken bestimmt.

28. Die dritte Flichengattung, n = 2,

Die dritte Flichengattung findet statt, wenn alle Unterdetermi-
nanten, aber nicht alle Elemente von A identisch gleich Null sind.

In diesem Falle ist auch A = 0, und es bleiben von den GrdBen
z, y, £ zwei willktirlich, und durch diese ist die dritte bestimmt. Auf
einer Fliche dieser Gattung finden also fiir jedes geoditische Dreieck
zwei Gleichungen zwischen seinen Elementen statt, welche die Coordi-
naten der Ecken nicht enthalten.

Von den sechs Grdlsen #ps, ¢qa, ...¢q, bleiben famar zwei will-
kiirlich, und durch diese sind die fibrigen bestimmt. Die stetige Orts-
inderung eines geodiitischen Dreiecks von unverinderlichen Elementen
ist also in der Weise miglich, dals eine Ecke an einer beliebigen
Kurve entlang verschoben werden kann, wihrend hierdurch die gleich-
zeitige Bewegung der beiden andern Ecken villig bestimmt ist.
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Eine Fliche der vorliegenden (attung entbilt also jedes auf ihr
itberhaupt mégliche geoditische Dreieck unendlich oft, und zwar aof
drei Arten, indem jeder Punct der Fliche filr eine beliebige der drei
Ecken genommen werden kann, wodurch dann die beiden andern Ecken,
also die Richtungen der von der ersten Ecke ausgehenden Seiten, vollig
bestimmt sind. :

Auf einer Fliche der dritten Gattung kann man demnach @ber
vier Elemente eines geodiitischen Dreiecks und die Coordinaten einer
Ecke nach Belieben verfigen. Dadurch sind die beiden andern Ele-
mente und die Coordinaten der beiden andern Ecken bestimmt Ist
diese letztere Bestimmung eine mehrdeutige, so ergeben sich fir jeden
Punct der Fliche mehrere, in den Elementen congruente Dreiecke,
welche dort die nimliche Ecke, z. B. « haben. Aber diese congruenten
Dreiecke konnen durch stetige Drehung um die gemeinsame Ecke «
nicht zur Deckung gebracht werden, ohne dal wihrend des stetigen
Uberganges Anderungen in den Elementen stattfinden. In der That
ergiebt sich aus dem Obigen auch der Satz:

Wenn man auf einer Fliche der dritten Gattung ein geoditisches
Dreieck um eine seiner Ecken, z. B. « dreht, ohne die dort anstofsen-
den Elemente b, , ¢ zu dndern, so erhilt man vach und nach slle
geodiitischen Dreiecke, welche mit diesen drei Elementen auf der Fliche
lberhaupt construirt werden kinnen, und zwar gilt dies, wo auch der
Punet « aof der Fliche angenommen werden mag.

20. Die vierte Flichengattung, n = 3.

Die vierte Flichengattung findet statt, wenn simmtliche Elemente
von A identisch gleich Null sind.

In diesem Falle bleiben z, y und # willkiirlich, und es finden da-
her auf jeder Fliche dieser Art drei von den Coordinaten der Ecken
unabhiingige Gleichungen zwischen den sechs Elementen jedes geoditi-
schen Dreiecks statt.

Es bleiben ferner drei von den Grbfsen ép., ¢gu, ...éq, willkir-
lich, und durch diese sind die drei fibrigen bestimmt. Auf den Flichen
der vorliegenden Art ist also die stetige Ortsinderung eines geoditi-
schen Dreiecks von unverinderlichen Elementen in der Weise méglich,
dafs eine Ecke, z. B. « aof einer beliebigen Kurve verschoben, und
gleichzeitig einer der beiden andern Ecken noch eine ununterbrochene
Bewegung ertheilt wird, die bis auf die Bedingung unverinderlicher
Elemente willkiirlich ist, also neben einer trapslatorischen Bewegung
mit der FEcke « in einer Drehung des Dreiecks um dieselbe besteht.
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Der vorliegende Fall ist bis jetzt der einzige, wo die weitern
Untersuchungen sich vollstindig haben durchfiibren lassen. Aus den
Gleichungen A, = 0, A; =0 folgt

dla) __ dla) _ A
da, " day
und aus A, = 0, weil auch By =0, I, = 0 ist:
sin () _ siny
(b) @ -
Vermége der ersten Gleichung geht die Formel
( )if“_]__ __ d(@) éla) _ 1
da,da,  Ja, Da,
ilber in die gewdhnliche Differentialgleichung
() {‘} +1=0.

@) Far — (2,
Dieselbe wird durch Multiplication mtt {3}.3{‘} integrabel, und liefert

()1 - e

wo ¢ die Integrationsconstante ist. Dies in die vorige Differential-

gleichung eingesetzt giebt
3-{"} + ¢(a) = 0,

folglich ist das Krﬁmmungmnl‘n der Fliche an jeder geoditischen Linie
entlang constant, und wir erhalten den Satz:

Die vierte Flichengattung wird gebildet durch das System aller
derjenigen Flichen, deren Krilmmungsmals constant ist.

Wird dasselbe wieder durch k bezeichnet, so folgt mit Rilcksicht
auf die fir a, = a; stattfindenden Grenzbedingungen

(@) = sin (VE(ay — @) = - sin (s VE).

Durch cyklische Vertauschungen ergeben sich demnach die fiir alle
Flichen von constantem Kriimmungsmafse k giltigen Formeln:

sin(a ) _ sin®@VK) _ sin(eyF)

sin & sin siny !
cos (aVk) = %E‘_?
R

cos (cVk) = coay +conacosf

8in o sin f§
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Der merkwiirdige Satz, dals die in der vorstehenden Weise ge-
schriebenen Formeln der sphirischen Trigonometrie nicht blofs fiir die
auf der Kngel abwickelbaren Flichen, sondern auch noch fir diejenigen
Flichen giltig sind, deren Kriimmungsmals einen negativen constanten
Werth hat, ist zoerst von Herrn Minding (Crelle's Journal XIX) ge-
funden worden.

Hiermit ist der Ausnahmefall erledigt, welcher sich am Schlusse
des vorigen Abschnitts dargeboten hat, und es treten nun fir alle
ibrigen Flichengattungen die dort gefundenen Resultate in Kraft,
denen zufolge die zur Aufldsung eines geoditischen Dreiecks erforder-
lichen Formeln sich aus art. 23 unmittelbar ergeben, sobald die redu-
cirte Linge eines geoditischen Bogens als Function der Coordinaten
seiner Endpuncte dargestellt ist, wozu jene Formeln nicht erforder-
lich sind.

Gelesen in der Akademie der Wissenschalten am 17. Dezember 1868
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Uber die Transformation ganzer homogener Differential-
ausdriicke.

{Monataberichte der Kgl. prevss. Akademie der Wissenschaften su Berlin 1889,
8.1—8)

Wenn man in einem homogenen Differentialansdruck pter Ordnung

F - zFﬂlu...t,EInléxu’ w8 31‘,’,

i welchem die Coefficienten beliebige Functionen der m Variabeln
&y, &y, ...z, sind, statt dieser Variabeln ein System von einander un-
abhingiger Functionen der neuen Variabeln zi, z3, ...z, einfithrt, so
erhilt man einen neuen Differentislansdruck F" von gleicher Ordnung
und Dimension, welcher aus dem urspriinglichen auch durch zwei suc-
cesgive Substitutionen erhalten werden kann, nimlich dadurch, dafs man
1) die Differentiale 7z durch eine in den ¢z’ lineare Substitution trans-
formirt, und alsdann 2) in den Coefficienten F, ,, .. selbst ebenfalls von
den urspriinglichen zu dem neuen Variabeln #ibergeht. Jene lineare
Substitution nenne ich im Folgenden die Hauptsubstitution.

Sind nun umgekehrt zwei Differentialausdriicke F und F von
gleicher Ordnung und Dimension gegeben, so kann man sich ebenso
wie in der Invariantentheorie die Frage vorlegen, unter welchen Be-
dingungen F' in F’ transformirt werden kann und falls dies mdglich
ist, welche Substitution die verlangte Transformation leistet.

Unter den verschiedenen Fillen, welche sich hier darbieten, ver-
dienen die Differentialansdriicke zweiter Ordnung besondere Aufmerk-
samkeit, sowohl wegen der wichtigen Probleme, in denen sie vor-
kommen, als auch weil sie den Differentialausdriicken héherer Ord-
nungen gegenfiber einen Ausnahmefall bilden.

Wenn nimlich p > 2 ist, so liefert die Invariantentheorie unter
der Vorsussetzung, dals blofs die Hauptsubstitution ausgefithrt wird,
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einerseits eine Anzahl von Bedingungsgleichungen fiir die Maglichkeit
der Transformation, und andererseits mittelst der, bis auf besondere
Fille stets in der normalmilsigen Anzahl vorhandenen zugehdrigen
Formen villig bestimmte Werthe fiir die Coefficienten in der Haupt-
substitution. Damit sind aber nicht alle Bedingungen fir die Mag-
lichkeit der Transformation von F in F’ gewonnen, sondern es wird
nun eine zweite Untersuchung néthig, die Bedingungen betreffend, da-
mit die ans den zugehbrigen Formen hervorgehenden Ausdriicke fir
éx,, éxy,...2x, such, wie erforderlich, die vollstindigen Differentiale
der ursprilnglichen Variabeln werden. Fiir diese Untersuchung bilden
die zugehirigen Formen selbst die Grundlage, und zwar genan wegen
der bekannten Eigenschaft derselben, unmittelbar nicht die direkte,
sondern die transponirte Substitution zu liefern.

Ohne diese Betrachtungen weiter zu verfolgen, sieht man nun
ohne Weiteres ein, weshalb die guadratischen Differentialformen sich
der allgemeinen Behandlung entziehen; der Grund hiervon liegt darin,
dafs die algebraische Invariantentheorie filr dieselben nur eine zu-
gehdrige Form liefert, also ohne Hinzuziechung der Integrabilitits-
bedingungen nicht die Mittel gewiihrt, um die Hauptsubstitution durch
das Resultat derselben zu bestimmen.

Ich habe daher den Fall p = 2 fiir beliebige Werthe von » be-
handelt, mich dabei jedoch auf die Voraussetzung beschrinkt, dals die
Determinante von F' nicht identissh =0 ist. Im Verlaufe dieser
Untersuchung, welche im Journal des Herrn Borechardt erscheinen
wird, trennen sich zwei verschiedene Fille von einander, indem sich
als Hauptfall derjenige heransstellt, in welchem das Resultat der
Transformation die anzuwendende Substitution villig bestimmt, wih-
rend demselben Ausnahmefiille zur Seite stehen, in denen es stetige
Variationen der Substitution gibt, welche F' ungeiindert lassen. Zu
diesen gehirt z. B. der Fall, wo ' F das Linienelement einer in
sich selbst ohne Dehnung verschiebbaren Oberfliche ist, und es ist
sulserdem zu bemerken, dals diese Ausnahmefille nicht blofs fir
p=2, sondern such fiir alle dbrigen Ordonungen zu berilcksich-
tigen sind.

Fir die dem Hauptfalle entsprechenden quadratischen Differential-
formen finde ich nun das merkwilrdige, und sus der Natur der Sache
keineswegs im Voraus zu erwartende Resultat, dafs alle Bedingungen
fiir die Mdglichkeit der Transformation von F' in F", sowohl was die
Hauptsubstitution, als was die zu ihr gehdrigen Integrabilitats-
bedingungen betrifft, sich ohne Ausnahme als Gleichungen zwischen
Invarianten der Formen F' und F' darstellen lassen, wenn dieser
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Ausdruck zur Bezeichnung der gleichen Formverhdltnisse wie in der
Algebra angewandt wird, und dals auch hier zugehfirige Formen
und Covarianten in derselben Bedeutung, wenn auch aus ganz
anderer Quelle auftreten, wie bei den analogen algebraischen Trans-
formationsproblemen.

Die erwihnten Invariantengleichungen werden durch die all-
gemeine Theorie in zwei villig bestimmte Gruppen zerlegt. Unter
den Gleichungen der ersten Gruppe finden sich deren =, durch
welche die urspriinglichen Variabeln als Functionen der neu einzu-
filhrenden viéllig bestimmt sind, und diese Werthe milssen die
ibrigen Gleichungen der ersten Gruppe, soweit solche vorhanden
sind, und alle in der zweiten enthaltenen zu identischen machen.
Unter Voraussetzung dieser Werthe der urspriinglichen Variabeln
liefern alsdann die Gleichungen zwischen den zugehirigen Formen
villig bestimmte Werthe fiir die Coefficienten der Hauptsubstitation
und diese sind, ohne dals neue Bedingungen erforderlich werden, in
verlangter Weise die Derivirten der urspriinglichen nach den neuen
Variabeln.

Wenn dagegen die Anzahl der von einander unabhiingigen In-
varisnten und zogehirigen Formen von F zur villigen Bestimmung
der ursprilnglichen Varisbeln und der Coefficienten in der Hauptsub-
stitution nicht hinreicht, so bietet F einen der oben erwihnten
Ausnshmefiillle dar, und es ist hiernach klar, dals die simmtlichen
Bedingungen fiir diese Fille in identischen Gleichungen zwischen sol-
chen Invarianten und zugehdrigen Formen von F bestehen, welche
im Hauptfalle voneinander unabhingige Functionen simmtlicher
Variabeln sind.

Unter den besondern Fillen, welche ich behandelt habe, zeichnen
sich die terniren Formen durch eine bemerkenswerthe Vereinfachung
der Resultate aus. Ich erlaube mir daher dieselben fir diesen Fall
vollstindig mitzutheilen.

Man bezeichne durch E die Determinante der terniren Form

F = Eo,dz,iz,

und durch E,, in bekannter Weise ihre Unterdeterminanten. Ferner
bilde man folgende 18 Ausdriicke

pﬂ.| - 1 dayy a.ﬂ a'gn
¢ 1 2 E oz, Eht‘)’

ond mittelst dieser
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_ 1y ey 0w, au)
Ay 2 ir, 0z, 0%

‘o, R T 3’-., )
Ay = az,ai;. + T"* 7%,0x, 0,0z,

#3527 =230,

nebst den durch cyklische Vertauschungen von 1, 2, 3 aus ihnen fol-
genden; endlich die 18 Ausdriicke

u‘ 23

¢|F_

A a4, 4, 31-:+2

p.l! . E{,.Au"' E,u‘u
B E

7 dp
s0 wie alle ihnen entsprechenden fiir die neue Form
F' o Eni.ixiax.'.
Mittelst dieser Ausdriicke als Coefficienten we:ﬂian die drei alge-
braischen Formen

r= 2 An‘xixu

@ —2‘ E,. X, X,,

6 = ‘Z‘AFJI Er‘XiXH
und fitr F' die entsprechenden I", @', ®" mit den Variabeln 5 und V
an Stelle von X und U gebildet.

Dann sind die fir die Maglichkeit der Transformation von F in
F" erforderlichen und ausreichenden Bedingungen genau die n&mlichen,
wie digjenigen, welche stattfinden missen, damit durch eine lineare
Substitution

X,=- “2' Ve B
I'in I, ¢ in @ transformirt werde und gleichzeitig unter Voraus-
setzung der transponirten Substitution
Vo = ‘2' r. U,
@ und @ entsprechende Zwischenformen werden, welche der Gleichung
o= R'6

genilgen, unter R die Substitutionsdeterminante verstanden.

Dieser Satz findet jedoch nur unter der Voraussetzung statt, dals
die sechs absoluten zugehdrigen Formen und Invarianten von I', @ von-
einander unabhiingige Functionen der Variabeln z, z, z, U; U, U, sind.
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Ist diese Bedingung erfiillt, so erhilt man aus dem Covarianten-
gleichungen die Coefficienten der inversen Substitution

By = ; 0a X,
und zwar so, dals allgemein
Rl = 2%
0= :E-"a:;
wird,
Dazu bemerke ich noch, dafs die vier simultanen Invarianten der
Functionen I, @ diejenigen sind, welche ich als ein vollstindiges
System von Invarianten des Differentialausdruckes F bezeichne.

Apmerkung.

Dieser Auszog der spliter im 70, Bande des Journals fir reine und an-
gewandte Mathematik erschienenen und anf den folgenden Seiten dieses Bandes
sbgedruckten Abhandlung Christoffels worde der Akademie von Borchardt
in der Gesammtsitzung am 7. Januar 1869 dbergeben.
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Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdracke
zweiten Grades. '

(Journal fir die reine und sngewandte Mathematik, Bd. 70, 1889, 8. 46—70.)

1.
Fithrt man in den Differentialausdruck

Fe= Sogdzdz,; i,k=1,2,...n,

in welchem die Coefficienten @ beliebige Functionen der von einander
unabhingigen Variabeln z,, z,, ... z, sind, statt der letztern ein System

von einander unabhiingiger Functionen der neuen Variabeln z, |, ... x|
ein, so geht F in einen neuen Differentialausdruck

F—Eﬂhﬂxﬁi‘:
ilber, welcher dem urspriinglichen vermdge der ausgefiilhrten Substitu-
tion gleich ist.
Sind umgekehrt die beiden Differentialausdriicke F' und F' ge-

geben, so kann man sich die Frage vorlegen, welche Bedingungen er-
forderlich sind, damit der eine in den andern transformirt werden

kimne, und falls dies méglich ist, welche Substitutionen die verlangte

Transformation leisten.
Wir bezeichnen fiir diese Untersuchung die Substitutionsdetermi-

nante und die Determinanten von F und F’ wie folgt:
3 4 0m 0m | O,

Loy,

o5z, " oa,
z:t 0, Oy - o, =E,
S+ o), oy o, =E
Dann findet, wie aus der algebraischen Invariantentheorie bekannt ist,
eine und auch nur eine Transformationsbedingung
E =rE
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statt, und diese wiirde anch fiir den vorliegenden Fall ausreichen, wenn
die Coefficienten @ von F' und die Elemente von r constant wiiren.
Im gegenwiirtigen Falle milssen jedoch moch andere Bedingungen er-
filllt sein, da nicht jedes System linearer und homogener Functionen
von @z, éZy, ... £Z,, welches an Stelle von &x,, éx,, ... iz, gesetzt
F in F’ Qiberfiihrt, die gestellte Aufgabe 18st, sondern nur ein solches,
welches den Integrabilititsbedingungen gentigt, damit die Ausdrilcke
fiir ¢x,, é%y, ... ¢z, vollstindige Differentiale werden.

Wenn allgemein F' ein homogener Differentialausdruck von be-
liebiger, und F” von derselben Ordnung ist, so finden ebenso filr die
Transformation von F in F', weil fir die Differentiale lineare Subati-
tutionen gelten, zunfichst die aus der algebraischen Invariantentheorie
entspringenden Bedingungsgleichungen statt, und die zugehérigen Formen
liefern, wenn die Ordnung won F grisser als 2 ist, im Allgemeinen
vollig bestimmte Werthe filr die Coefficienten in den Ausdriicken der
urspriinglichen Differentiale durch die neu einzufiihrenden. Aber diese
Coefficienten miissen noch den hinzugehtrigen Integrabilititsbedingungen
unterworfen werden, wobei die Eigenschaft der zugehdrigen Formen,
unmittelbar nicht die directe, sondern die transponirte Substitution zu
liefern, wesentlich in Betracht kommt (vergl. art. 10).

Vereinfachungen dieser Art finden fiir die homogenen Differential-
ausdriicke zweiten (rades nicht statt, da sich flir dieselben ans den
algebraischen Bedingungen nur eine Invariante und eine zugehbrige
Form ergiebt. Ich werde daher im Folgenden die Hilfsmittel ausein-
andersetzen, mittelst deren dieser anf den verschiedensten (Gebieten so
wichtige Ausnahmefall sich erledigen lisst, und bemerke nur noch,
dass fiber den Fall, wo F'= ¢z} + £z} + ¢x; ist, ein ausfiihrliches Werk
von Herrn Lamé existirt (Théorie des coordonmeés -curvilignes),
wiihrend die gegenwiirtigen Untersuchungen ursprilnglich durch die
Ausdehnung des Problems der aufeinander abwickelbaren Flichen auf
Gebiete von » Dimensionen veranlasst worden sind.

2

DBei der Untersuchung der Bedingungen, welche filr die Maglich-
keit der Gleichung

(1) Sy, = Zo),o1,éq,
erforderlich sind und hinreichen, werde ich mich auf dem Fall be-
schriinken, wo die Determinanten E und E dieser Differentialausdriicke

nicht identisch gleich 0 sind. Die neuen Variabeln 2’ werden als die

unabhiingigen betrachtet und ihre Differentiale constant angenommen.
E R Christoffel, Gesammelte Abhandlungen. I 8
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Ersetzt man nun jedes ér, durch &z, + dz, und bezeichnet die
den Differentialen 4z entsprechenden Zunshmen der urspriinglichen
Varisbeln z ebenfalls durch &z, 80 muss in (1.) allgemein #z durch
2z + dx ersetzt werden. Filhrt man alsdann beiderseits die Quadrate
und Producte aus, so ergiebt sich nach Beseitigung tibereinstimmender
Theile
(2, So,ix bt —-Sw,irdz,.

Vergleicht man hier die Coefficienten von ¢z, so folgt

3‘1; ’ v
AN FLEPIALS

und hierauns

(3. P ST B::,a

3.) VT P TE Ta

wo E | in bekannter Weise die aus einer Aenderung von o, (nicht

von @, ) entspringende Unterdeterminante von E° bedeutet.

In der Gleichung (2.) lasse man nun jedes z’ um sein Differential
¢z, in (1.) dagegen um dz" wachsen, wodurch die Differentiale zur
Rechten nicht geiindert werden; dann folgt:

So,d'z8z, + Dio,iz bz, + So,izidn, = Jiw,iz,dz,,

Sdo,brin, + 23 0,8z001, = 280, ix,ix,.
Dividirt man die zweite Gleichung durch 2 und subtrahirt sie von der
vorangehenden, so folgt
20,878z, + S0, 1,0z, — § J000i07,
= S,z dr,— } Sda,ix,ex,.
Wird nun zur besseren Usbersicht
1[fm, dm,, da, gh
*) HER R Il
gesetzt, woraus
h d h k
(5. V=04 wa S =[]+ [%]
folgt, und dieselbe Bezeichnung bei der transformirten Form benutat,
so ergiebt sich

(6.) Z o, ’zdr, + gf['ﬂ £2,62,0 %, = %‘[’;ﬂ'&:;am;ﬁx;.

Hier ersetze man dz, durch seinen Werth aus (3.), wodurch die rechte
Seite in
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;: [ﬂhp]'e‘” oz, 2 = E'i g“
ibergeht. Durch Vergleichung der Coefficienten von dz, folgt also
Zm“ i, + Z[‘:]E::,Ez,—ﬁ;: m,.-§§: oz, ax‘,Z[“h

Diese Gleichung multiplicire ich mit %* und summire tiber die Werthe
von k. Wird alsdann

@ 0% -1{7)

gesetzt, woraus . .
®) =1

folgt, und die gleiche Bezeichnung bei der transformirten Form an-
gewandt, so ergiebt sich

iz, + Z[f}&x,ﬁz, -‘;I"f}’% 9%, 0%,
ay

woraus offenbar auch rilckwiirts die Gleichung (6.) folgt, und es wird
hiernach fiir alle Werthe von &, § und r:

iz, ik| 3z, 9z, af)’ 9=,

9, ___r i
(@) 35,3#""2{ Ia:’ EIA Z{ I
Diese Gleichung liefert *" ") Gleichungen fir jedes r, also im Ganzen
ein System von n-"r‘":' Y simultanen partiellen Differentialgleichungen
zur Bestimmung der gesuchten Substitution. Sind dieselben befriedigt,
so sind selbstverstiindlich die Integrabilititsbedingungen fiir die linearen
Ausdriicke der ursprilnglichen durch die neuen Differentiale erfilllt.

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr betriichtlich, wenn alle
Coefficienten @ der urspriinglichen Form constant sind, indem in diesem
Falle, aber wegen (7.) und (5.) anch nur unter dieser Voraussetzung,
alle Ausdriicke {‘:‘] verschwinden. Man erhiilt alsdann filr jede urspriing-

liche Variable ein System von linearen partiellen Differentialgleichungen,
und fir alle Variabeln das nimliche System. Das gleiche Resultat hat
Herr Lamé fiir den von ihm behandelten oben erwihnten Fall ge-
funden.

23"
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3.

Wenn es nicht mdglich ist, die ursprilnglichen Variabeln z als
Functionen der neuen z' so zu bestimmen, dass die Gleichungen (9.)
befriedigt werden, so ist die Transformation von F in F' unmdglich,
da diese Gleichungen sich mit Nothwendigkeit ergeben, wenn die Mog-
lichkeit dieser Transformation vorausgesetzt wird.

Sind dagegen die Gleichungen (9.) auf irgend eine Weise erfilllt,
so wirft sich die Frage auf, in wie weit sie sum Riickschlusse auf die
Gleichung (1.), d. h. auf die Formel F' = F' berechtigen. Um dies zu
untersuchen, filhre man die vorausgesetzte Losung der Gleichungen (9.)
in F ein, woraus

F =S éziz,=F"
folgen mége. Dann handelt es sich darum, welche Beziehungen zwischen
den entsprechenden Coefficienten von F” und F”' statifinden.

Nun sind die Gleichungen (9.) nichts anderes als eine identische
Umformung der Gleichung (6.), aus welcher sie selbst folgen, und
welche sie such rfickwiirts nach sich ziehen. Geht man aber, statt von
F = F', jetzt von F = F" aus, so liefert die Rechnung des art. 2 statt
des Ausdrucks, welcher dort auf der rechten Seite von (6.) steht, den

nenen Ausdruck
2] ed, o204,

agh

und dieser muss dem ursprilnglichen gleich sein. Also ergiebt sich
.ugﬂm.iﬂ i ]
[Jﬂ - [Jﬂ’

woraus wegen (D.)

fiir alle Werthe von g, h, k folgt. Die entsprechenden Coefficienten
von F" und F" unterscheiden sich demnach nur um additive Constanten.
Damit diese Constanten verschwinden, reicht es aus, dass irgend einmal
F" = F" werde, mit anderen Worten, dass die Losung der Gleichungen (9.)
den aus der Gleichung (1.) hervorgehenden Transformationsrelationen

dx; dx .
(1[;'} izl‘ﬁiu —ai Fﬂf‘: — ﬂ‘u:t

fur irgend ein specielles Werthesystem der neuen Variabeln Geniige
leiste. Wir haben also den Satz:
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Wenn es miglich ist, die wrspriinglichen Variabeln z,, 2y, ...
als Functionen der newen Variabeln z, z,, ... z, 30 su bestimmen,
dass das Gleichungssystem (9.) befriedigt wird, und man unterwirft
diese Functionen noch der Anfangsbedingung, dass sie nebst ihren
ersten Derivirten fiir irgend ein specielles Werthesystem der neuen
Variabeln den in der Gleichung F = F” enthaltenen Transformations-
relationen Geniige leisten, so finden diese Transformalionsrelationen
und mit ihmen die Gleichung F = F' fiir alle Werthe der neuen
Variabeln staft.

Daraus folgt, dass die in (1.) enthaltenen Transformationsrelationen

durch die Gleichungen (9.) bis aof die ihnen zun entnehmende Anfangs-

bedingung fiberflissig gemacht werden, sobald die letztern miteinander
vertriiglich sind.

Das Gleichungssystem (9.) enthilt also, seine Maglichkeit vor-
ausgesetet, bis auf die erwdihnte Anfangsbedingung die sdmmilichen
fiir die Transformation von F in F' nothwendigen und ausreichen-
den Bedingungen, und erselst hiernach gleichzeitig die algebraischen
aus (1.) hervorgehenden Transformationsrelationen und die hinsu-
gehirigen Integrabilititsbedingungen.

4.

Far die Maglichkeit der Gleichungen (9.) sind neue Integrabilitits-
bedingungen erforderlich, zu deren Herleitung wir jetzt fibergehen. Um
zugleich den Nachweis zu filhren, dass diese die Gleichungen (9.) nicht
riickwiirts nach sich ziehen, betrachten wir statt der letztern das
System, welches in einer der folgenden Gleichungen enthalten ist:

EZAPAUEIEPAVELIWE
o255+ S s - Sl ()
wo, wie im Folgenden allgemein, die ersten Derivirten

=
gesetzt sind, wihrend wir fir die hShern Derivirten die gewShnliche
Bezeichnung beibehalten. Aus dem Vorstehenden wird also das System

(9.) erhalten, indem man die Grossen (;#) alle gleich 0 setzt.

Die in Rede stehenden Integrabilititsbedingungen werden erhalten,
wenn man die erste Gleichung (9°) nach z, die sweite nach z, dif-
ferentiirt und die Differenz bildet, wobei die dritte Derivirte von =z,

@)
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wegfillt. Beachtet man, dass auch die Glieder, welche eine nach z;. und
z, genommene zweite Derivirte enthalten, sich wegheben, so folgt:

;[aL?]_agz:]]”“l“‘+2{Ph ai:':'w Z{P.Iﬂx’h’i
-3 -“i:i:']wzu K e

Daraus geht zunichst hervor, dass die Integrabilititsbedingungen fir
das System (9°.) genan die nimlichen sein werden wie fiir die ur-

spriinglichen Gleichungen (9.), sobald die Gréssen (:,) dem folgenden
(leichungssystem Geniige leisten

S-S
(11)
= S-S )+ e %)

welches sich leicht in eine symmetrische Form setzen lisst.

Ich setze nun vorsus, dass diese Bedingung fiir alle Werthe von r,
a, f und y erfillt ist. Werden alsdann in der vorangehenden Gleichung
fiur die zweiten Derivirten ihre Werthe aus (9') eingesetzt, so folgt:

SEAE

+ 1S - )

= S0 (S - S )
[,

+ SIS =S orv)

- SE(SE-S )
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Hier heben sich alle Glieder weg, in denen das Product sus zwei Deri-
virten 4 vorkommt; vereinigt man die Gbrigen Glieder, indem man
rechts 1 mit g vertauscht, so folgt:

{121| ‘2 [” "a}ii'}'J’Z[lg:}H"‘[i‘””f'l])ﬂ:ﬁtu:
.FI 3["'] 2'“-#} {H'I ur}'{,.fl-j)ui

Wir hah-nn also das fo]gmdu Resultat.

Das Gleichungssystem, welches aus (12.) hervorgehd, wenn fiir r,
w, B und y alle Werthe von 1 bis n eingeselzt werden, enthilt alle
fiir die Moglichkeit des Systems (9.) erforderlichen Integrabilitits-
bedingungen. Aber es kann die Gleichungen (9.) nicht ersetsen, in-
dem aus thm riickwirts nicht diese, sondern die allgemeinern Glei-
chungen (9.") folgen, in demen die unabhiingigen Ghﬁ&ﬂ'( )
Gleichungssystem (11} Geniige leisten.

5.

Die Gleichungen (12.) milssen fiir die weitere Untersuchung dareh
ein anderes, gleichbedeutendes System ersetzt werden. Ich multiplicire
fir diesen Zweck mit o, 4} und summire {iber alle Werthe von & und r.
Es ist klar, dass die hiersus folgenden (leichungen auch wieder zum
System (12.) surfickfihren, wenn man, nachdem die eben bezeichnete

. . ., iz E
Summation wirklich ausgefihrt ist, mit E_; - T" multiplicirt, hierauf
zuerst nach 4, dann nach ! summirt und zuletzt p = r setzt.
Bei der angegebenen Operation geht die @leichung (12.), da
wegen (10.) .
g O YUy =0y

ist, zunichst in o )
S Ze - st - )

(<) afer
-Z'm( ,] F }+Z‘H"l (5 -(5) {"’l])

ilber, so dass die noch riickstindigen Reductionen fir beide Seiten der
Gleichung die nimlichen sind. Nun ist nach Gleichung (7.)
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e} [4],

also wird die auf der linken Seite nach r genommene Summe

T sty T e S(2E-E10D.

wenn in den beiden Summen, welche Dermrtau von @ enthalten,
p statt r gesetzt wird. Ferner ist nach (5.)

=0+ =08+
R v = i

und die in Rede ute]unda Summe wird

BT, sep-e
Diesen Ausdruck bezeichne ich von hier ab durch (gkhi), so dass, wenn

die Grossen (%), (7'} mittelst der Gleichungen (7 weggeschafit
werden,

O % il camlca )
oder wenn man die Derivirten susfilhrt,

&'w, oy, o, the, |
(gkhi) = 3 (Er.axj EE% i Ty P 'a;;a;.)

Bag (Fg[hk] _[oh[ik

g[‘.&' ([n:][ﬂ [n][‘ﬂ'l)

wird. In Folge dieser Bezeichnung, welche wir auch fiir die trans-
formirte Form benutzen, nebmen die Integrabilititsbedingungen (12.)
die folgende Gestalt an:

(1) («8By) = S(okhi)ualsud ul.

phik

Fitr dieses System von Gleichungen gilt das némliche Resultat wie fiir
die Gleichungen (12.), dass sie das vollstindige System aller zu (9)
gehirigen Integrabilititebedingungen bilden, aber nicht die Glei-
chungen (9.), sondern das aligemeinere System (9'.) unter Voraussetzung

also

(14) |
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der Relationen (11.) nach sich ziehen, also die zu (1.) gehdrigen Inte-
grabilititsbedingungen nicht ersetzen.

Die Coefficienten im vorstehenden Formelnsystem haben folgende
Eigenschaften. Vertanscht man in (13.) ¢ mit &, so folgt

162.) (gkih) = — (gkhi).
Vertauscht man in (14.) g mit k, so folgt
(16%) (kghi) = — (gkhi).

Vertauscht man in (14.) g mit ¢ und zugleich k¥ mit h, so dndert sich
suf der rechten Seite wegen Ej, = E,, nichts, und es folgt

(ihkg) = (gkhi)
oder
(16¢) (higk) = (gkhi).
Enﬂ]ich erhilt man ohne Weiteres
(164) (gkhi) + (ghik) + (gikh) = O,

wobei zu bemerken ist, dass diese Formel auf eine der vorangehenden
zurfickfithrt, sobald sich unter den Zahlen ghik zwei gleiche befinden.

Mittelst dieser vier Formeln lisst sich die Anzahl der in (15.)
enthaltenen und wesentlich voneinander verschiedenen Helationen leicht
bestimmen.

Zunichst sind wegen (a.) und (b.) alle Fiille suszuschliessen, wo
=03 oder f§ =y ist, sowie diejenigen, welche durch Vertauschung
von « mit § oder von § mit y folgen. Fir «d sowie fir fy sind
demnach nur Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen 1, 2, ... n
zu nehmen, deren Anzahl gleich ‘("I_ D ny ist.

Jetzt zerfallen die Ausdriicke (edfiy) in drei Gruppen, die erste
von n, Ausdriicken, welche der Voraussetzung «d = fy entsprechen,
die zweite von EE’—"‘—“-H Ausdriicken, in denen «d nicht gleich fy ist,
wiihrend die dritte Gruppe von gleichviel Ausdriicken, welche sich aus
der zweiten dorch Vertauschung von «d mit fy ergiebt, wegen (c.)
suszuschliessen ist. Also erhalten wir wegen (a.), (b.) und (¢) nur
Bt D pusdriicke (adfy).

Da sber jede Gruppe «dfy, in welcher keine Xahl mehr als ein-
mal vorkommt, eine Gleichung (d.) liefert, so lassen sich im Ganzen

ny=tn(n—1)(n—2)(n—3)
von den eben erwihnten Ausdriicken durch andere darstellen, und es
bleiben nur

nylmy+1) P ntn®—1)
2 4 12
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von einander wesentlich verschiedene Ausdriicke («dfy) Obrig; dies
ist demnach die Anzahl der Gleichungen (15.), soweit sie nicht aus-
einander folgen.

Die Anzahl der Gleichungen (10.) ist "F2); addirt man dies zur
vorstehenden Zahl, so erhilt man

nin41) ll_l:lth_:I_—-_:lj - n+ n+4 l}[u+=1}n{n - I’}
und es ist demnach filr m =2 die Anzahl der Gleichungen (10.) und
(15.) kleiner als die Anzahl n* 4 n der in ihnen vorkommenden Un-
bekannten, n&mlich der ursprilnglichen Variabeln und ihrer ersten
Derivirten, fiir # = 3 ist sie dieser gleich und fiir n > 3 ist sie groBer
als die letztere.

6.

Ebenso wie die Gleichungen (10.) als Transformationsrelationen
zur Gleichung (1.) oder (2.) gehdren, so sind such die Gleichungen (15),
wie aus ihrer Form hervorgeht, die Transformationsrelationen zu einer
Form vierter Ordnung. Bevor wir zur Herstellung dieser Form ilber-
gehen, werden wir nachweisen, wie man allgemein aus den zu irgend
einer Form gehérigen Transformationsrelationen mittelst der @lei-
chungen (9.) zu den Transformationsrelationen fiir eine neue Form ge-
langen kann, deren Ordnung um Eins grésser ist wie die Ordnung der
ursprilnglichen Form.

Sei

G, —ﬁ%{iﬂ, e :H)fz,lfz:‘. .. ,f.rr,F

eine aus den Coefficienten von F abgeleitete und in den Differentialen
dz, 8z, ... dz pfach lineare Form, G, ihre transformirte, mithin all-
1 ;1 I

gemein
(g ety .. «]—z[u. uu ..u:::,
wo wie bisher
i3
zu setzen ist. Differentiirt man nun nach z7, so folgt
onsteroonl o 1000 B) ol + P,

. . 'z i i
P= 2: (Ady...4,) ﬁf:ﬁ;’;"n ‘s .u:P

1 ' ‘l “a'# ‘# LI ]
+&]2,:{'=1“*'p]“n‘a _ ,‘r,.‘...m‘I +
.
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Setzt man nun in P fiir die zweiten Derivirten ihre Werthe
al
- S - S
i,

ein, so erhilt man filr P eine Differenz U — ¥, wo
U-Z‘[u:;}'z(;f‘_,,5"]“:“:’”_“::
r H.....'F
+ZI[‘:'}’Z'(":1«~-i,.]1i:_ui...u:‘+...
r % 'l

- ST O+ e 4]

und
V= St ST @0 i)+ Paa i)+ ]

ist. Fihrt man den hierdurch bestimmten Werth von P ein, und
bringt U suf die linke Seite der Gleichung, wihrend auf der rechten
alles unter ein Summenzeichen gebracht wird, so ergiebt sich folgendes
Resultat:

Unter der Vorausseleung, dass alle Infegrabilitdlsbedingungen
erfilll sind, erhdlt man aus jedem vollstindigen System von Trans-
formationsrelationen p™ Ordnung

L0 B RS S (CU TR A DOt

ein neues vollstandiges System von Transformationsrelationen (u + 1)*
Ordnung

(17%) (ay - ) = (i)W .u:"_,
wenn man g

(17%) (i) = 208 ST @iy i) + ) G i)+ ]

setet und diese Beseichnung auch fiir die transformirte Form benufsl.
Mittelst dieses Satzes kann man sus einer (leichung G, =G, eine
Reihe &hnlicher Gleichungen G, .1 = Gii1, Gu4s= Gu4y, usw. ab-
leiten, bis man auf identische Relationen oder solche kommt, die aus
fritheren zussmmengesetzt sind.
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Der erste Fall tritt bei der Funetion F' selbet ein. Nimmt man
niémlich (i;i,) = o, , , 80 wird

(i) = 2 — 2% ot (Tl

deoy 118 iy
=oe, — [ ]-[3]
nach einer in art. 5. benutzten Formel, und dies ist wegen Gleichung (5.)

stets gleich Null
1.

Wir gehen pun zur Darstellung derjenigen Ihormngenun Form @,
itber, zu welcher die Gleichungen (15.) als Transformationsrelationen
gehdren. Dieselben lauten

(18) (e ayey)’ -Ef“:*r'ﬂ a—?"‘ ‘a;'
und es ist wegen (16.)

n,

{19,}{{“‘ iyly) = — (i1 iydy), (3§ d0gly) == — (i dyiy),  (yiytiy) = (i 434),
(Fiyiyhy) + (Viyiyiy) + (digiydy) = O.
Wir multipliciren die Gleichung (18) mit ¢z, dz, Dz, 4z, , unter 3,
d, D, 4 verschiedene Differentiationszeichen verstanden, und setzen
rz".[iili,l;}ﬁz‘d‘xﬁﬂxﬁdxa— Gy;

dann folgt aus (18.) durch Summation {iber alle Werthe der «
G =G,.

Hier ist also (7, eine quadrilineare Form der Variabelnsysteme ¢z, dx
Dz, Az, welche alle derselben linearen Substitution unterworfen sind.
Aber diese Form ist wegen der Eigenschaften ihrer Coefficienten eine
sehr specielle.

Vertauscht man ¢ mit i;, was nichts &ndert, da beide die gleichen
Werthe durchlaufen, und ersetzt dann (i,#4,3;) durch — (ii,%4,), so
folgt, dass G, nur sein Zeichen indert, wenn 2 mit 4 vertaunscht wird.
Nimmt man filr 44, nur die Combinationen ohne Wiederholung, so folgt

G = 2(ityiyiy) (¢2,02,— éx,82) Dz, dz,.

Das Gleiche ergiebt sich fiir D und 4, wenn i, und 4 vertauscht
werden, und es folgt

(20) G, = 'Z{iili,i,}{z'x,ﬁ.t&— iz, dz)( Dz, dz, — Dz, dx,),
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wenn der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass sowohl fir ii,, als
filr iyi, nur die @ Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen
1, 2,...n gesetzt werden dirfen.

Vertauscht man nun ¢ mit 4, 4, mit 4, und wendet die Gleichung
(igtyii,) = (#4,434,) an, so folgt, dass G, ungeiindert bleibt, wenn all-
gemein #z,dx, — ¢x,0z, mit Dz, 4z, — Dz, 4z, vertauscht wird. @leich-
wohl darf man nieht D = 8 und o = § oder eines von beiden setzen,
weil sonst die Coefficienten (i4,4,,) und (iy7,1i,) oder, was dasselbe ist,
(¥4,444,) und (idy1,4,) nicht mehr von einander getrennt bleiben, sondern
zu jhrer Summe vereinigt werden, mithin aus &, = G, nicht mehr alle
Transformationsrelationen (18.) hervorgehen konnen.

Die letzteren ergeben sich auch aus den Formen

H, = 3(ityiyiy)¢ 2,07, Dz, A%, = 3 (iiyiyiy)?2,Dz, 47,03,
Jo=20 Whh)izdz, Dz, Az, = 2{;’:’,1’,:’.}3#,4:;,}%.1]%,
welche aus 7, durch cyklische Vertauschung von 4, D) und A hervor-

gehen, und es ist wegen (19.) identisch
Got+ Ho+ J,=0.

8.

Ich setze nun vorsus, man habe nach art. 6. aus den Coefficienten
(i,1giy8,) von &, neue Ausdriicke (ii i,i,i,) abgeleitet und mittelst der-
selben eine in den Differentialen 7z, #x, éz, éx, #z finffach lineare

1 ] 3 i

Form Gy gebildet. Ebenso sei ans Gy auf demselben Wege eine sechs-
fach lineare Form G, aus dieser eine siebenfach lineare G, abgeleitet
worden, u. s. w., bis man auf Formen kommt, deren Coefficienten ent-
weder verschwinden oder suf frilhere Formen zuriickfilhren. Dann er-
giebt sich das Gleichungssystem
(4.) F=F, G=0G, G=0G;, ...
und es geht aus-dem Vorangehenden hervor, dass fiir die Moglichkeit
der ersten von diesen (leichungen die Miglichkeit aller #ibrigen er-
forderlich ist.

Damit aber die Gleichung F = F' miglich sei, ist erforderlich
und hinreichend, dass die entsprechenden Transformationsrelationen

(F) (e 0) = %‘ (i) 0 07,
fiir (k) = o,,, und zugleich die Integrabilititsbedingungen
(B.) e 2%

dz, oz
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erfillt sind. Denn wenn beide Gleichungssysteme erfillt sind, so giebt
e8 » Functionen v,, vy, . . . v, der Beschaffenheit, dass die Gleichungen (F.)
durch die allgemeine Annahme

i d L

"--a‘-‘l"

befriedigt werden, und die Substitution z, = v, 7, =1, ... 2, = v,
leistet dann die verlangte Transformation von F in F".

Damit die Gleichung G, = G, mbglich sei, missen die Trans-
formationsrelationen

(G,.) (& &yryar,)’ -zms.w", ul ul ul

und die Integrabilititsbedingungen (B.) erfilllt sein.
Ebenso mflasen diese letzteren neben den Transformationsrelationen

(Gy.) (ee, ... nri]'—f%'{it'l... :"}u"u:‘. o .u:l"

erfilllt sein, damit die Gleichung G; = G; mdiglich sei, u. 5. w.

Dies festgestellt, wlrde die Transformation von F in F schon
dann unmdglich sein, wenn die verschiedenen Systeme von Trans-
formationsrelationen (F.), (G,.), (Gs.), (G,.), u. 8. w. algebraisch nicht
miteinander bestehen kinnten, abgesehen von den nothwendig hinzu-
zufiigenden Integrabilititsbedingungen (B.).

Ich setze daher, indem von dem Gleichungen (B.) ginzlich Abstand
genommen wird, vorasus, die verschiedenen Systeme von Transfor-
mationsrelationen, deren Herleitung und Aufeinanderfolge oben fest-
gestellt wurde, seien algebraisch erfiillt; dann handelt es sich darum,
ob die Integrabilititsbedingungen (B.), vermittelst deren aus F == F”
alle ibrigen Gleichungen (A.) folgten, iberflilasig sind oder nicht.

9,

Um diese Frage, welche der Kernpunkt des ganzen Transformations-
problems ist, zu erledigen, will ich zur Vermeidung iiberflissiger
Rechnungen die hier erforderlichen Schliisse zuniichst unter einer be-
stimmten Voraussetzung darlegen, welche kaineswagu festgehalten werden
soll, und dann erst zur Behandlung der Frage in dar;]emgen Form
ﬂbargehen in welcher sie gestellt werden mub.

Ich will also voraussetzen 1) dass die Unbekannten z und w bei-
spielsweise durch das Gleichungssystem (G,.) vollstindig und ohne
Widerspruch bestimmt sind, und dass 2) diese Werthe der Unbekannten
such dem folgenden (leichungssystem (G,.) genfigen.
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Nimmt msn nun von den Gleichungen (G,.) die Derivirte nach
so folgt ein Gleichungssystem

a{’l‘l'lﬂlj 2 (i, Ih'j"q} EI‘ H,.

(L) =3 (1) a=:. Vot ve,
digiyd,

b Gtk it

tihi,
In Bezug suf dieses System ist zuniichst festzustellen, was aus unserer
ersten Vorasuesetzung folgt, dass durch dasselbe die Werthe aller
Derivirten

o, 4,

dz,! 94,
villig bestimmt sind, d. h. dass das System (G,.) eine der Anzahl
dieser Unbekannten gleiche Anzahl von Gleichungen enthilt, welche
in Bezug auf jene von einander unabhiingig sind, und keine Gleichung
dieses Systems mit andern im Widerspruche ist.

- ()
DX WD b EEI A}

% sind (1) =0, (“t_) — 0 die Gleichungen, mittelst deren in art. 6.
aus den vorstehenden Gleichungen (G,.) die soeben als die Unbekannten
dieses Systems bezeichneten Derivirten weggeschafft wurden, wodurch
jene in die Gleichungen (G,.) @thergingen.

Schafft man statt dessen diese Derivirten aus dem Gleichungen
(G,.) mittelst der vorstehenden Formeln weg, so erhilt man suf der

rechten Seite einen in den Grdssen ('), (“t’) linearen Theil U,, der
sich von der urspriinglichen mchtau Seite von (&,.) nur dadurch unter-

scheidet, dass 3:, du rch( ), 7z :‘ dumh( )emﬁzt ist. Die @ibrigen

Glieder heben amh gegen die linke Seite weg, da wir voraussetzen,
dass die Gleichungen (G;.) erfilllt sind. Folglich gehen die Glai-
chungen (,.) iiber in ein (leichungssystem

U, =0,

Setzt man nun
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welches ans jenen erhalten wird, wenn die Unbekannten durch (:) R

(1‘) ersetzt, und alle unabhingigen Glieder unterdriickt werden.
o

Dieses System enthdlt also ebenfalls eine der Anzahl der Un-
bekannten (), (:_‘) gleiche Anzahl von Gleichungen, welche in Be-

i
zug auf jeme von einander unabhingig sind. Folglich kénnen diese
Gleichungen nur dadurch befriedigt werden, dass man allgemein (:) =0,

(:;') = 0, also namentlich fiir jedes ¢ und «
= g_::.
setzt.

Wenn daher die Gleichungen (G,.) allein alle Unbekannten véllig
bestimmen, und die ihnen geniigenden Werthe derselben auch die aus
(G,.) fliessenden Gleichungen ((;.) befriedigen, so sind alle Integra-
bilititsbedingungen erfillt, so dass bei diesen Voraussetzumgen die
Gleichungen (B.) dberflissig werden.

10.

Es bedarf nach dem Vorhergehenden keiner neuen Rechnung, um
einzusehen, dass diese Folgerungen auch noch stattfinden, wenn alle
Unbekannten durch die Gleichungssysteme (G,), (G,), (G,), ... ohne
Widerspruch vllig bestimmt sind und zugleich den Gleichungen (G, ,,),
(G,41), (G,.,), - - . Genilge leisten, welche sich aus diesen nach art. 6.
ergeben. In der Tat folgt dann aus jedem Bystem ((7,) mit Ricksicht
asuf (G, ,,) ein Gleichungssystem U, — 0, und es muss sich dann unter
der Bchaar von Gleichungen

Uv,-0, U,=0, U,=0,
eine Gruppe finden, welche ebenso viel (leichungen enthilt als Unbe-
kannte vorhanden gind, und deren Determinante von Null verschieden ist.

Zn den Gleichungen, aus denen man die urspriinglichen Unbekannten
x und % zu bestimmen hat, gehiren in erster Linie die Transformations-
relationen (F.) selbst; sie unterscheiden sich von den iibrigen ausser
ihnen zu verwendenden (Hleichungssystemen, z. B. von den Gleichungen
(G,.) dadurch, dass die aus ihnen nach art. 6. abzuleitenden Gleichungen
identisch erfilllt sind, indem sich fiir (i;i;) = @, ,, (¥5,4y) = 0 ergab.
Folglich erhalten wir den Lehrsatz:

Aus dem wrspriinglichen Differentialausdrucke F leite man zu-
nichst nach den arlf. 5. und 7. die Form G, ab, und dann aus
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dieser nach art. 6. die Formenreihe Gy, Gy, w. 8. w. Wenn alsdann
durch die Transformationsrelationen, welche su den Gleichungen
F=F, G=G/, G=G, ... G, =G/
gehioren, die Werthe der Unbekannten x und u ohne Widerspruch
villig bestimmt sind, und die ndmlichen Werthe der Unbekannten
auch noch den Transformationsrelationen Geniige leisten, welche sich
aus der ndchstfolgenden Gleichung
G, -G,

P¥l FI3
ergeben, so sind sugleich alle fiir die Transformation von F in F*
erforderlichen Integrabilititsbedingungen erfillt, und es wird allgemein
[
v = E:’: '

Durch diesen Lehrsatz, welcher in allen Fiillen, wo er Anwendung
findet, die Frage nach den Integrabilititsbedingungen iiberflilssig macht,
wird fir die Anwendungen der algebraischen Invariantentheorie ein
neues und frochtbares Gebiet eriffnet.

In der That kommt bei der Anwendung dieses Satzes der Um-
stand nicht mehr in Betracht, dass die Grissen ¢z, i z, . .. vollstindige

Differentiale bedeuten, sondern man hat F, G,, G:, ... nur noch als
algebraische homogene Formen mit den Variabelnsystemen éx, éx, ...

tu betrachten, unter der Voraussetzung, dass alle \Farinbalnayat-&;nu der
némlichen linearen Substitution unterliegen.

Unter dieser Bedingung hat man nun, was sus rein algebraischen
Griinden entschieden wird, die Reihe der aufeinanderfolgenden Formen
F, G,, GGy, ... soweit fortzusetzen, bis sie n absolute Invarianten und
ebensoviel zugehrige Formen ¥, liefern, von denen die ersten in Be-
gug auf die Varinbeln z, die letztern {iberhaupt von einander unab-
hiingig sind. Sodann hat man noch fiir die um ein Glied weiter fort-
gesetzte Formenreihe F, G, G;, ... ein vollstindiges System von In-
varianten I, I, ... zu ermitteln, welche in Berug auf die Coefficienien
dieser Formen von einander unabhiingig sind.

Dann besteht das System aller filr die Mdglichkeit der Transfor-
mation von F' in F' erforderlichen und ausreichenden Bedingungen in
den Gleichungen

I'=ril, I =vrhl,
wo r die Substitutionsdeterminante ist, und die Exponenten A1 constante
Werthe haben, _

Es ist aogemessen, diese Invarianten I, I, ... der hinveichend
weit, aber nicht weiter als nithig forigeseleten Formenvaihe F, G, G,, ...

E B Christoffel, Gesammelie Abhandlungen. I. g

oy
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auch als ein vollstindiges System von Invarianien des Differentialaus-
druckes F' eu bezeichnen.

Seien U,, U,, ... U, die Variabeln in den urspriinglichen, V,,
Vy, ... V, dieselben in den transformirten zugehirigen Formen, so
dass zur urspriinglichen Substitution

i3, = Tuiod,
die transponirte
V,=3u T,
i
gehort. Sind unter dieser Voraussetzung die Gleichungen zwischen
den zugehirigen Formen die folgenden
w(Vy V.. )=r¥(U, U, ...),

fir s=1,2, ... n und constante Werthe der p, so folgen, wenn
unter 2 eine beliebige Function der urspriinglichen Variabeln ver-
standen, und allgemein

a2
U= 7z
gesetzt wird, die (leichungen
i 8 a8 iR
\ox,'? 9z, ) - E(B'x,"* ig?"" )

Solche, eine willkiirliche Function £ enthallende Ausdriicke

72 29

ﬂ-r.(a—:l, EI;’ . .)
miissen als zugehirige Formen des Differentialausdruckes F' bezeichnet
werden.

Ebenso liefern die Covarianten des Systems F, G,, G;, ... n
Gleichungen
D, (i), ixy,y .. ) = 1D (87y, 2y, ...),

und die Differentinlausdriicke

P, (2, 014, .. )
miissen als Covarianten des Differentialausdruckes F selbst bezeichnet werden.

11.

Um den Inhalt des im vorigen art. gefundenen Satzes gensu fest-
zustellen, muss hervorgehoben werden, dass die Bedingungen desselben
nicht unter allen Umstinden erfiillt werden konnen. Wenn es sich
z. B. um die Frage bandelt, ob zwei gegebene Oberflichen auf einander
ohne Debnung abgewickelt werden kinnen, so hat man eine Gleichung
F=F' fiir n =2 zu untersuchen. Wenn nun die Abwickelung einer
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Fliche auf die andere, also die vorstehende Gleichung miglich ist, so
wird man aus den in den Gleichungen F = F", G, = G, Gy = Gy, ...
enthaltenen Transformationsrelationen, wie weit diese Heihe auch fort-
gesetzt werden mag, doch in denjenigen Fillen niemals bestimmte
Werthe der x und w erhalten, wo die vorgelegten Flichen in sich
selbst stetig verschoben werden konnen, weil in diesen Fillen die
Transformationsrelationen, ohne Aenderungen der neuen Variabeln,
stetige Aenderungen der ursprilnglichen gestatten.

Es ist hiernach leicht, die Bedingungen fir den allgemeinen Fall
anzugeben, welcher der Verschiebbarkeit einer Fliche in sich selbst
entapricht.

Das (réssengebiet der Variabeln x,, z,, ... z, wird ein bei un-
veranderlichem F' in sich verschiebbares genannt, wenn durch das Re-
sultat der Transformation von F die anzuwendende Substitution nicht
villig bestimmt ist. Es ist klar, dass die simmtlichen Bedingungen
fir des Stattfinden dieses Falles in identischen Gleichungen zwischen
solchen Invarianten und zugehdrigen Formen von F bestehen, welche
unter den Voraussetzungen des vorigen art. von einander unabhingige
Functionen der Variabeln z und u sind.

In diesem Falle werden die Integrabilititsbedingungen nicht fiber-
flitssig, weil man allen Transformationsrelationen genilgen kann, ohne

die in art. 9. durch (), (;.] bezeichneten Ausdriicke gleich 0 zu
setzen,

Fiir alle iibrigen Fiille gilt das schiine, und aus der Natur der
Sache keineswegs a priori zu erwartende Resultat, dass alle fir die
Moglichkeit der Transformation von F' in F’ nothwendigen und aus-
reichenden Bedingungen sich als Gleichungen zwischen Invarianten
darstellen lassen, wenn dieser Ausdruck zur Bezeichnung der gleichen
Formverhiltnisse wie in der Algebra angewandt wird, und dass auch
bei dem hier behandelten Transformationsproblem zugehdrige Formen
und Covarianten gensu in derselben Bedeutung, wenn auch aus ganz
anderer Quelle auftreten, wie bei den analogen algebraischen Problemen.

12.

Als Beispiel zur vorangehenden Theorie behandle ich den Fall
n =23, bei welchem sich merkwiirdige Vereinfachungen darbieten.

Werden wie in Gleichung (20.) fiir 4,4, ebemso wie fir kk, nur
Combinationen ohne Wiederholung der Zshlen 123, also z. B. nur die
Gruppen 23, 31, 12 genommen, so kann man die Transformatione-

relationen (18.) von @, in die Form
T
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BBy 7s) = E(‘l'lktli} {“4* 4 ":tl.“::‘) {“::“:: "‘":.;“:‘J
setzen.
Ich bestimme nun vier Zahlen f, », ¢ und k durch die Bedingung,
dass 88,8, 771, Vigsy und kk Jy positive Permutationen der Zahlen
123 werden, so dass also gleichzeitig z. B.

=1, .ﬂ:._E:r #:_ﬂ';l
oder =2, B, =3, f,=1,
oder fe=3, fi=1, =2
wird. Man erkennt hieraus, dass auch umgekehrt durch den Werth
von f sowohl §, als 8, bestimmt ist.
Dies festgestellt, bezeichne ich die aus einer Aenderung von wu'
hervorgehende Unterdeterminante von r durch +, und setze, da 4,4,
sowie k k, durch die Werthe von i und k véllig bestimmt sind,

(1yigk ly) = A,
8o dass nach (14.)

=3 Comen— et~ 9md) + 2 5 CA01-(10)
=5 ““+ai.'5"'"ﬁ—a=.3‘é.)+2 SCAG-LA0D

wird, worans die f#brigen durch zyklische Vertauschung von 123
folgen.

Dann nehmen die Transformationsrelationen von G, die einfache
Form an:

®) £, = 3 Aurirs-

In Ghnlicher Weise lassen sich die zu F' = J gehirigen Transforma-
tionsrelationen, wie z. B. aus der zugehirigen Form von F hervorgeht,
durch die folgenden ersetzen:

(ﬂ') ‘Er-iy_'z*‘Eﬂ:r;r;'
Hierzu gehort die Bemerkung, dass wegen der Gleichungen (19.)
(d.) A= 4,

" ist und, was spiiter zur Anwendung kommt, A,, sein Zeichen wechselt,

wenn 7, und i, oder k, und k, mit einander vertauscht werden.

Die (ileichungen (b.) und (¢.) sind hiernach nichts anderes als die
Transformationsrelationen filr die simultane Ueberfilhrung der terniiren
quadratischen Formen
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= %’Au X.X,,

@ = EE'E‘,X‘ X,
in die folgenden
I¥ o= g A;i Eﬂ o

P’ - g E, 55,
mittelst der linearen Substitution

(t.} _z -r""'p':l'
deren Determinante
Re=r

ist, und zn welcher die inverse Substitution

) ,5}-2{ w X
gehort.

Es ist bekannt, dass dieses Transformationsproblem ein bestimmtes
ist, indem vier simultane Invarianten und drei zugehdrige Formen exi-
stiren, welche in Bezug auf die Variabeln der letztern und die Coef-
ficienten von I, @ von einander unabhingig sind. Daraus ergeben
sich drei absolute Invarianten; wenn diese anch in Bezug auf die
Variabeln z,, x,, , von einander unabhiingig sind, so ist es nach dem
Lehrsatze des art. 10. fur die gegenwiirtige Untersuchung nur noch
nbthig, zu F und G, die niichstfolgende Form G, abzuleiten. Nun
ist nach art. 6.

(7hikiky) = ZOSAEL — DO} Rikiky) + (47 Guakky)
+ {7 N Ginal) + 90 ) Gy ik 1))

In dieser Summe hat man im ersten Gliede fir 2 nur die Werthe i,
und i zu nehmen, da (iy i kk,) = O ist. Verfihrt man ebenso bei den
iibrigen Gliedern, und vertauscht in den Fillen, wo 4 =i oder =k
gesetzt wird, diesen Index mit dem zugehdrigen, so folgt zuniichst

@iinkky) = 2OREE) _ Gk [[95) + (28] + (%) + (%8)]
+ {5 Gikk) + [ 5P} Gik k) + |70 ) Guin k) + (%) Guigky).
Nun sind 4,4y, ipié, und kkk, kkk, zogleich mit ii,i, und kk &,
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positive Permutationen von 123; also folgt, wenn rechts in der Klammer
des Subtrahenden noch [’;‘I + Hf} addirt wird:

@iikiky) = 2% — 24, ()
S R e N e B b e e S g R

Diesen durch die Werthe g, i, & villig bestimmten Ausdruck bezeichne
ich durch 4 _,,, so dass B
(g1yigh ky) = A;u:

und nach der leicht herzuleitenden Formel
gr 1 dE
22[ ] T E 2z,
dd; A, FE i i
A A== g e+ 2 [V At ¥ 4]

wird. Dieser Ausdruck hat die Eigenschaft, ungeindert zu bleiben,
wenn i mit k, dagegen sein Zeichen zu wechseln, wenn 4, mit i, oder
k, mit k; vertauscht wird. In Folge dessen lassen sich die zu G, = G,
gehirigen Transformationsrelationen

= A, *w“r. “u. uh "t.

ik by
in die einfachere Fnrm

(9.) A.;.sr = E A:u“z’;':

bringen und fihren nun zu einem weitern merkwiirdigen Hesultate.

Sind niimlich fiir die zugehéirigen Formen von I'und @ U, U, [,
die ursprilnglichen, ¥, V,¥, die neuen Variabeln, so dass die ent-
sprechende, zu (e.) transponirte Substitution wird

(&) Vo= 2r 1,
woraus durch Umkehrung ’

. -
() v,=2 )

folgt, so erhilt man aus der Gleichung (g), indem man mit V, =, =
multiplicirt und nach «, §, y summirt:

%A;ﬂr VoBy=, = rﬂz;-"ipu U, X, X,

Da aber r = R cine Potenz der Substitutionsdeterminante ist,
und in beiden Summen sowohl die Variabeln der urspriinglichen als
auch die der zugehirigen Formen vorkommen, so milssen dieselben
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entsprechende simultane Zwischenformen sein, und wir kinnen demnach
den folgenden Lehrsatz aussprechen:

Um die fiir die Moglichkeit der Transformation eines terndren
quadratischen Differentialausdruckes

F=Jo,iziz,
in einen andern
F -.Z'mhﬁzlﬁxl
erforderlichen und ausreichenden Bedingungen wnd, falls dieselben
erfiillt sind, die Substitution :w erhalten, welche die verlangte Trans-
formation leistel, bilde man mittelst der Coefficienten von F die drei
algebraischen terndren Formen
Fe=ZA4,X X,
¢=ZE, XX,
6=24,,U, XX,
und fiir F' in gleicher Weise die entsprechenden Formen I, @', 6
mit den Variabeln E und V an Stelle von X und U.

Dann sind die verlangten Bedingungen genau die namlichen,
welche erforderlich sind und hinreichen, damit durch eine directe
Substitution

Ji:l‘ = E"- E:r

Iin I, @ in ¢ transformirt werde, und unter Vorausselsung der

Vu _E’iLri
i

gleichzeitigy @ wund @ entsprechende Zwischenformen werden, welche
der (Gleichung

genugen.
ieser Sals findel jedoch nur unter der Vorausselsung statt, dass
die sechs absoluten sugehirigen Formen und Invarianten von I, @
von einander unabhdngige Functionen der Variabeln z, zyx, U, U, Uy sind.

Ist diese Bedingung erfiillt, so erhilt man aus den Gleichungen
swischen den wrspriinglichen und transformirten Covarianten von
T, ® die Coefficienten ', der inversen Substitution, also da r
durch die Invarianten bestimmi ist, w selbst und swar so, dass
allgemein

@ = Ri®

dx,
= =
Y = =,
wird,
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Ist sie nicht erfillt, so folgt statt des vorstehenden Satzes das
Resultat, dass das Grissengebiet der Variabeln z,z,z, ohne Aende-
rung von I" stetig in sich verschoben werden kann.

Aus art. 10. folgt, dass unter den Voraussetzungen des vorstehen-
den Batzes alle filr die Méglichkeit der Transformation von F in F”
erforderlichen und susreichenden Bedingungen sich mittelst der simul-
tanen Invarianten dreier homogenen Formen F, (,, G, und ihrer
transformirten darstellen lassen. Dieses Resultat setzt ebenso wie der
obige Satz voraus, dass bei der Elimination der Bubstitutionscoeffi-
cienten «! oder v, aus welcher die in Rede stehenden algebraischen
Grundformen hervorgehen, auf Integrabilititsbedingungen zwischen den-
selben keinerlei Riicksicht genommen werde.

Nun ist oben gefordert, es sollen sich die Griesen 4, durch die
Coefficienten von I' und @, und die Grissen 4, in der gleichen Weise
durch die Coefficienten von I und @ so ausdriicken lassen, dass 1) @ eine
simultane Zwischenform von I und @, 2) & die nimliche simultane
Zwischenform von I und @, und 3) @ = R!*® wird. Der Exponent
von R zeigt, dass diesen Bedingungen nicht geniigt werden kann, wenn
die Grissen A, rationale Functionen der Grissen 4,,, E, sind.
Andererseits lassen sich diese Bedingungen sicher befriedigen, wenn F”
nicht willkiirlich gegeben, sondern aus F durch irgend eine Substitu-
tion, z. B. die identische z, = z," abgeleitet worden ist. Also haben
wir den Satz:

Man kann fiir jeden terniren quadratischen Differentialausdruck
F die in den Gleichungen (f.) eingefiilrien Grissen A_,, als irratio-
nale Functionen der Coefficienten vom I' und @ so darstellen, dass
8 eine simullane Zwischenform von I' und @ wird, die su ihrer
transformirten in der Besichung @ = RY© steht.

Fiigt man zu dieser die @leichungen I" =TI, @ = & und

Z+ f}!’:fi = R:

g0 erhilt man 31 Transformationsrelationen, aus demen sich, obgleich
die Variabeln von ® verschiedenen Substitutionen unterworfen sind,
die 9 Substitutionscoefficienten r{ so eliminiren lassen, dass alle Eli-
minationsresultate die Invariantenform

I'= R‘1
annehmen.

In dem Hauptfalle, wo durch das Resultat der Transformation
von I' und @ die anzuwendende Substitution vOllig bestimmt ist, gilt
das Gleiche nothwendig asuch von den drei Functionen I, @ und ©.
Algdann ist die Anzahl der von einander unabhingigen Invarianten
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1) von I’ und @ allein gleich 4, 2) von I', ® und @ zusammen
gleich 22, also 3) die Anzahl derjenigen unter ihnen, welche noth-
wendig Coefficienten von @ enthalten, gleich 18.

Nach der in art. 10. angewandten Ausdruckeweise hat also der
Differentialausdruck F im gegenwiirtigen Falle 22 Invarianten diber-
haupt und 21 absolute, ausserdem drei von einander unabhiingige zu-
gehdrige Formen und ebenso viel Covarianten.

Ueber die beim vorigen Lehrsatze aunsgeschlossenen Differential-
ausdriicke F, zu denen unter andern-das Quadrat des Linienelementes
im Raume von drei Dimensionen gehort, liegt eine Abhandlung aus
dem Nachlasse Riemanns®) vor, zu welcher Herr Dedekind die dort
unterdriickten analytischen Entwicklungen in Aussicht gestellt hat.

1) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie sw Grunde liegen. Abh. der
Gottinger Ges. d. W. vom Jahre 1887, Band XIII. (Gesammelte Werke 3. 254.)

3. Januar 1869,



XIX.

Ueber ein die Transformation homogener Differentialansdriicke
zweiten Grades betreffendes Theorem.

{(Journal fir die reine und aogewandte Mathematik, Bd. 70, 1889, 8, 241—245.)

Die Lehrsiitze, welche ich im art. 10 meiner Abhandlung fiber die
Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades
(p. 46 dieses Bandes)*) bewiesen habe, setzen voraus, dass man die dort
eingefilhrte Formenreibe F, G,, G, ... soweit fortgesetzt habe, bis sie
1) n absolute Invarianten und 2) ebensoviel zugehdrige Formen liefert,
von denen die erstern in Bezug auf die ursprilnglichen Variabeln, die
letztern fiberhaupt voneinander unabhiingig sind. Von diesen beiden
Bedingungen ist, wie ich seitdem bemerkt habe, die erste fiir das Btatt-
finden der erwihnten Sitze nicht bloss nothwendig, sondern auch hin-
reichend, so dass die zugehbrigen Formen stets in der geforderten Zahl
vorhanden sind, wenn m voneinander unabhiingige absolute Invarianten
existiren.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf einen Umstand, welcher
bei der Auflésung linearer Gleichungen eintreten kann und der fol-
genden Anwendung wegen einer Erirterung bedarf Derselbe besteht
darin, dass ein System von linearen Gleichungen, welches nicht zur
villigen Bestimmung aller Unbekannten hinreicht, gleichwohl unter
Umstiinden fiir gewisse Unbekannten Werthe liefern kann, welche von
jeder Unbestimmtheit frei sind.

Um die Bedingungen fiir diesen Fall darzustellen, sei A. ein
System von p + m oder mehr linearen Gleichungen mit den Unbe-
kannten ¥, ¥y, - .- ¥, und den unabhingigen Gliedern s,, 2,, .
Ich setze voraus, dass alle Determinanten dieses Systems, derem Ord-
nung > p ist, gleich Null, aber die Determinanten p** Ordnung nicht
alle gleich Null sind. Insbesondere sei diejenige Determinante p** Ord-
nung von Null verschieden und = 4, welche den Unbekannten y,,y,,...¥,
in den Gleichungen entspricht, deren unabhingige Glieder #,,4,,...32,
sind (vergl. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten,
zweite Auflage, §. 8, 3 und § 4, 7).

*) 8. 3562 dieses Bandes.
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Werden nun diese p Gleichungen nach y,, y,, .. .y, aufgeldst, und -
die gefundenen Werthe in die dlbrigen Gleichungen eingesetzt, so fallen
aus diesen (nach §. 3, 16 des angef. Werkes) anch die ilbrigen Un-
bekannten ¥, ., ¥,,4; - - - ¥p4m Weg, und man erhiilt demnach einerseits
die Werthe, welche den Grbssen z,,,, £,.4, ... beigelegt werden
milssen, wenn das System A. keinen Widerspruch enthalten soll, wih-
rend andererseits das Resultat folgt, dass die Unbekannten y,,y,,.. .4,
sich durch ¥, .., %,.49) - - - Yp 4 Busdriicken, diese letztern dagegen will-
kiirlich bleiben.

Damit nun, was dem obigen Falle entspricht, z. B. y, einen Werth
erhalte, der von jeder Unbestimmtheit frei ist, ist erforderlich und hin-
reichend, dass die m Determinanten p** Ordnung = O sind, welche aus
A hervorgehen, wenn man jeden Coefficienten von y, durch den der-
selben (leichung entnommenen Coefficienten einer der Unbekannten
Ypi10 Ypinr Ypim ersetzt, indem diese Ausdrilcke bis aufs Zeichen
die Coefficienten sind, mit denen diese Unbekannten im Ausdrucke vom
< -y, multiplicirt sind.

1.

Ich will nun im Anschlusse an die artt. 9. 10. meiner oben er-
withnten Abhandlung voraussetzen, es liege ein System von Gleichungen
beliebiger Form
(1) A=0

vor, in welchem zwei Gruppen von Unbekannten vorkommen, nimlich
Z,, *y, ...z, und w;, #y, ... u™ und eine Groppe von unabhingigen
Variabeln, nimlich z, z,, ...z,. Von diesem System werden folgende
Eigenschaften vorausgesetzt:
a) Das Bystem (1.) liefere villig bestimmte Werthe der Unbe-
kannten z als Functionen der Variabeln z'.
b) Ob es auch zur Bestimmung der Unbekannten u sausreiche,
bleibt dahingestellt.
¢) Dagegen soll, wenn man nach den unabhingigen Variabeln
differentiirt und hierauf
E auy P —
@) =l =l G )
einsetzt, ein Gleichungssystem
(3.) B0

folgen, von welchem ich voraussetze, dass es durch die dem
System (1.) geniigenden bestimmten Werthe der x und irgend
ein gleichzeitiy genligendes System der u befriedigt wird.
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Dann ergeben sich folgende Schlilsse. Wagan a) liefern die Glei-
chungen

(17 PP

villig bestimmte Werthe fiir die Derivirten von z,, z,, ... z,, wih-
rend die Frage, ob die aus ihnen folgenden Werthe der Derivirten von
th,, 4, ... ebenfalls von jeder Unbestimmtheit frei sind, nach b) da-
hingestellt bleiben muss,

Aus (17) eliminire man nun alle Derivirten mittelst der Gleichungen

2 e W+ (8), -——wf.",{zu=3+(u)

iz,
dann muss man, weil die Gleichungen (1'.) in den Derivirten linear
sind, aus jeder von ihnen eine Gleichung von der Form U+ B =0
erhalten, wo B dieselbe Bedeutung wie in (3.) hat, und U aus :—:
erhalten wird, wenn man allgemein g;f durch (), e ’ durch ( ﬂ‘)

ersetzt und diejenigen Glieder weglisst, welche kama Denﬂrta ent-
halten. Da aber nach Voraussetzung ¢) stets B = 0 ist, so liefert jede
Gleichung (1) eine neue Gleichung

(3%) U =0,
welche sich von jemer nur dadurch unterscheidet, dass slle unab-
hiingigen Glieder untardrﬂckt gind, wihrend die urspriinglichen Un-

g ::ru;

bekannten PP 3— durch andere, niémlich (;), (:F) ersetzt sind.

Diesem Gleichungssystem kann man daher geniigen, indem man
alle Unbekannten = O setzt. Da es aber fiir die Unbeksnnten (!)
Werthe liefern muss, die keine Unbestimmtheit enthalten, so kann ihm
such nur dadurch geniigt werden, dass man alle (;) =0 setzt. Wir
haben daher den Satz:

d) Wenn die obigen Voraussetzungen erfillt sind, so sind such
die Unbekannten wi' des Gleichungesystems (1.), (3.) keiner
Unbestimmtheit fihig, sondern es folgt allgemein

P = 7 x;

iz,

2,

Dies festgestellt, betrachte ich noch einmal die Systeme von
Transformationsrelationen, welche aus den Gleichungen F = F7,
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G, = G,, Gy = G,, ... hervorgehen. Nimmt man an, dass die zu den
(Gleichungen
(4) F=F, G,=G, G=6, G, =0
gehbrigen Transformationsrelationen villig bestimmte Werthe der
urspriinglichen Variabeln z als Functionen der neuen Variabeln z' lie-
fern, und dass diese, sowie irgend ein gleichzeitig genfigendes System
der u auch den in
{5*} Grﬂ = ;+l
enthaltenen Transformationsrelationen Genfige leisten, so folgt aus dem
obigen Satze, dass allgemein

w _ 0%
(6.) ug = az,’
also die Transformation von F in F' miglich ist.

Die Bedingungen hierfiir ergeben sich wie folgt. Man betrachte
die Gleichungen (4.) und (5.) als rein algebraische und bilde 1) ein
vollstindiges System voneinander unabhingiger absoluter Invarianten
I, I, ... I, des Formensystems

(a) F,G, Gy, ... G

[l

2) die absoluten Invarianten I, ,, I,.,, ... I, welche zu jenen gefiigt
werden miissen, um ein vollstindiges System voneinander unabhiingiger
absoluter Invarianten der um ein (lied weiter fortgesetzten Formenreihe

(b) F,G, G, ... G, G,,,
zu erhalten.

Dann ist fiir die Anwendbarkeit der obigen Schlilsse erforderlich
und hinreichend, dass 1) unter den i Invarianten der ersten Gruppe
sich deren n, etwa I, I,, ... I befinden, welche in Bezug auf die
Variabeln z,, z,, ... z, voneinander unabhiingig sind, und dass 2) die
Werthe der urspriinglichen Variabeln als Functionen der neuen, welche
sich aus den Gleichungen I, = I,, I, = I,, ... I, = I, ergeben, auch
den ibrigen Gleichungen I, = I, der ersten Gruppe, soweit solche
vorhanden sind, und allen Gleichungen I, = I der zweiten Gruppe
Geniige leisten. Sind nimlich diese Bedingungen erfilllt, so enthalten
die aus (4.) und (5.) hervorgehenden Transformationsrelationen auch
in Bezug auf die Werthe der Unbekannten u keinen Widerspruch, und
es folgt nun mit Nothwendigkeit die Gleichung (6.). Mit Ricksicht
darauf, dass bei diesen Untersuchungen vorsusgesetzt ist, dass die
Determinante von F nicht identisch = O ist, haben wir also den fol-
genden Satz:
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Es seien F und F' swei vollsténdige quadratische Differential-
formen mit den Variabeln z,, x,, ...z, und z,, z,,... z,, Um
eu uniersuchen, ob die eine in die andere transformirt werden kinne,
bilde man die Formenreihe F, G,, G, ... fiir F und die eni-

sprechende fiir F'. Wenn alsdann unter den absoluten Invarianten von
(@) F, G, Gy,... G

i L

als System von simullan su transformirenden algebraischen Formen
betrachlet, sich deren n befinden, welche in Beeug auf die Variabeln
z vomeinander wnabhingig sind, ohne dass dies der Fall ist, wenn
man G, aus der Formenrethe weglisst, so besichen die nothwendigen
und ausreichenden DBedingungen fir die Miglichkeit der Tramsfor-
mation des Differentialausdruckes F in F' darin, dass die als
algebraische betrachieten Formen

ﬂ") . F, Gy, Gh Gp!' Gp-u
durch tibereinstimmende lineare Substitutionen gleichseitig in
(v.) F, G, G, ... G, G,

transformirt werden Linnen, und diese Bedingungen werden daher
durch die Gleichheit der entsprechenden absoluten Invarianien der
Formenreihen (b.) und (b") vollstindig ausgedriickt.

Wenn dagegen die algebraische Formenreihe (a.), wie weil sie
auch fortgeselet werden mayg, niemals n absolute Invarianien licfert,
welche in Berug auf die Variabeln x vomeinander unabhiingig sind,
so ist die Tramsformation von F in F' selbst in den Fillen, wo
sie maglich ist, doch keine bestimmie,

weil in diesem Falle, wo die Invarianten allein zur Ermittelung der
gesuchten Substitution nicht ausreichen, noch die Differentialgleichungen
des Problems zu Hiilfe genommen werden miissen, so dass die Sub-
stitution nothwendig verfiighare Elemente enthilt, welche stetiger
Aenderungen fihig sind.

Berlin, den 7. April 1869.
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