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par A. HocQUENGHEM,

Professeur an Conserpafoire des Arls et Méfiers,
Ingénienr conseil & In 5.E.A.

Généralisant un travail de Hamming, l'suteur consiruit des codes
permettant de corriger & erreurs dans une transmission de digits
binaires.

The paper is a generalization of Hamming's work. The author gives
a coding system available to correct k errors in a transmission of
binary digits.

Eine Arbeit von Hamming verallgemeinernd, entwickelt der Auntor
Kodes die es ermdglichen bei Ubertragung bindrer bits k& Fehler zu
korrigieren,

Oiofuan pafoTy Xawmuura, ABTOpP OPEASArasT KOQK, KOTOPHE LAKT BO3-
MOBMHOCTE MCHPARAATE & owwdor B nepegate QBONYHE WD,

1. Iniroduction,

Introduisons dans un systéme de iransmission un mot, eonsti-
tué par un nombre de n chiffres binaires :

Le mot recu peut différer du mot initial par un certain nombre
d’erreurs (certains chiffres a; élant allérés en 1 — a,). Pour essayer
de détecter ef de corriger ces erreurs, on n'utilise que m chilfres
du mot comme support de 'information, les chiffres restant appelés
chiffres de lest devant servir & la vérification du mol aprés la
transmission. Donner une loi de détermination de ces chiffres de
lest en fonction des m chiffres d'information de fagon & pouvoir
détecter — oun corriger — un nombre maximum & d'erreurs, c'est
former un code déteslenr — ou eorrecteur — de k erreurs.

L'exemple le plus simple est le code détecleur d'une erreur.
Dans ce cas m=n—1, et on choisit le chillre de lest de fagon
que le nombre tolal de chiffres 1 du mot soit pair. La vérification
du mot consiste alors en un test de parité, )

Hamming (Bell System Technical Journal, 1950) a donné la
loi de formation d'wn code correcteur d'une erreur. Le nombre de
chilfres de test est l'entier N déterminé par les inégalités

(11} Logs(l + n) =N < 1 4+ Logy(l < n)

Dans le cas général d'on code correcteur de k erreurs, le nom-
bre de configurations d'erreurs possibles est :

H=14Ci+0C+ ... +0C

Par suite le code l¢ plus économique wfiliserail un nombre de
chiffres de test égal & I'entier immédiatement supérienr & LoggH.
A part le code de Hamming, on n'a pu construire de tels codes.
Ceux que nous proposons ulilisent un nombre de chiffres de test

égal &
La diférence

n—m = kN

kN — Log.H
est de l'ordre de Log,k!), donc assez faible pour que ces codes
soient satisfaisants.

Aprés avoir défini un anneau dans lequel nous ferons nos
caleuls, nous exposerons le code de Hamming sous cette optique,
puis les principes de. formation des codes qui nous conduoiront
4 une détermination quasi-expérimentale et & wne détermination
systémalique de ces codes. Nous terminerons par un exemple de
eode correcteur de 2 erreurs.

2, Définition de Fanmean (L

Les é¥ments de I'anneau €L sont les nombres entiers éerits en
numération binaire.

A chaque élément de 'anneau ¢l nows faisons correspondre
un polynéme ayant comme coefficients les chiffres de I'élément.
Le polyndme est alors défini sur le corps de caractéristique 2.

Toute opéralion sur les éléments de 1 sera faite sur les poly-
nimes correspondants — au cours de ces opérations tout coeffi-
cient pair sera remplacé par O, tout coefficient impair par 1.
Le résultal sera un polyndme auquel correspondra un élément de
I'anneau &L .

On a done toutes les opérations habiluelles sur les nombres
entiers — afin d'éviter toule ambiguité, loutes les expressions
calculées selon ces régles seront suivies de l'indication ().

Exemples :
Addition : 101 + 111 =10 (&)
Multiplication : 101 x 111 == 11.011 (eL)
Puissance : 1017 = 10.001 (1)
Division : 1101 = 111 X 10 + 11 (&)

En particulier : p+p=0, (p+ g2 =p+ ¢

Lorsque le polyndme sera irréductible sur le corps de caracié-
ristique 2, nous dirons que le nombre correspondant est irréduc-
tible {i] n'admet pas, dans l'annean @, d'aotre diviseur que lui-
méme el I"unité).

Un peul classer évidemment les nombres dans 'anneau &
par ordre de grandeur, mais beaucoup plus important est le nom-
bre de chiffres. On démontre gque parmi les nombres ayanl un
nombre de chiffres donné, il existe toujours un nombre irréductible.

Etant donné un mot éerit en binaire

afy ...,
nous allacherons & chague indice { un nombre p, de 'annean 1)
et au mot lui-méme nous attacherons le nombre

T=”:|.F1 g ps 4 ... ap, (ﬂ}

C'est la considération du nombre T qui, grice & un choix conve-
nable des nombres p, nous permeltra de corriger les erreurs
éventuelles.

(V)

3. Code de Hamming.

MNous retrouvons le code de Hamming en faisant
p; =i
Les chiffres de test sont les chiffres du mot d'indices
1, 2,28, .., 281 (N défini par les indgalités 11).
L'information sera portée par les chiffres
@y @y g @y g ... @O

On détermine les chiffres de test par la condition
T= EP‘ a =0
eondition qui s"écrit ici

a + 2ay + 4a, + ... +2N"ﬂ..‘¢-l = da, + Bay + Bay + ... -+ ma,

(€]

Le second membre est un nombre binaire conne d'an plus N
chiffres. L'égalité dMermine done purfailement les valeurs des

chilfres de test.

Si, aprés transmission, il n'y a pas d'erreur, on relrouvera

T=0

Sl y a une erreur, portant par exemple sur le chiffre a,

remplacé par (1 —-ag ), le nombre T prendra la valeur :
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Tea + 2%+ ... tall —ag) + ... + B, =a
La valeur de T sera l'indice du chiffre erronné.
8'il y a deux erreurs, portant sur les chiffres d'indice o et fi

T prendra la valeur :
T=a+p£0 (€L}

Sl ¥y a plus de deux erreurs, T pourrait étre nul. Le code
oblenu est done correcteur d'une erreur, détecteur de deux erreurs.

Il est commode, pour awlomaliser le conlrdle, de supposer les
nombres p disposts en malrice. Par exemple pour n = 7, on aura
In matrice

()

o111l
| 0110011
1010101
Aux nombres
fpioi1lo et po1o010
correspondront les malrices
pooo110 ooe0on10
oo10010 el oo10010
0010100 | on10000 |

Le nombre T s'obtient en faisant suivee chague ligne de la
matrice de son chilfre de parité (§ 1).
On obtient iei :

0
0 0 |=5h

0 1

Le premier nombre esl correct, le 5° chiffre du second nombre est
faux.

4. Principe d'un eode correcleur de k erreurs.

Voyons maintenant & quelles conditions doivent satisfaire les
nombres p pour que le calenl de T permette de corriger k erreurs.

Nous supposerons que les chiffres de test sont en nombre suffl-
sant pour que, connaissant les chiffres d'information, on puisse
rialiser la condition

(41} T =Zap =10 (L)
5i aprés transmission, les chifres de rang
gy Ty ooy Oy (j=1k)

sont erronés, le nombre T calenlé sur le mot déformé prendra la

valeur :
T =pay + par + ... + paj (eL)
Il faut que le nombre ainsi trouvé soit caractéristique des rangs

e Oz ooy iy Cest-dedire que :
Pai 4 Par+ ...+ paj = paei+ Pt ..+ pep (@)
lorsque
j=k =k
et les deux ensembles
(g Gge ooy gl P TI PRR
non identiques.
Cette condition peut encore s'éerire :
“2) Py+pat...+pu=0 ()
. lorsque [ == 2k
el les Ly, Ay, . ... ), élant tous différents.

On devra done choisir les nombres p tels que I'addition, dans
I'anneau @, d'an plus 2k de ces nombres donne un résultat non
nul.

Une fois déterminé un ensemble de m nombres p, il fawdra
choisir les chiffres de test. 1l est commode pour cela de remplacer
l'ensemble obltenu par un aulre ensemble de n nombres mais
contenanl les puissances successives de 2 :

1,2, 8, ..., 261
K désignant le nombre de chiffres du plus grand nombre p obtenu.

Disposons pour cola les nombres p en une matrice M de n
colonnes et K lignes (K < n), chaque nombre p étant done repré-
senté par wne eolonne

Si le rang de cette matrice (dans I'annean ¢1) est K < K,
c'est que K —K’' lignes de cetle matrice sont des combinaisons
lindaires des K’ lignes reslantes. Si l'on supprime ces K — K’
lignes, on obliendra une matrice M’ de nombres p° qui vérifieront
encore la condition (42),

Ceci étant, nous pourrons extraire de la matrice M une matrice
carrée A de K’ lignes dont le déterminant ealeulé dans l'anneau

€L ne sera pas nul. On aura done
det A=1

puisque les seules valeurs possibles sunt U ou 1. En multipliant la
matrice M’ par A=, on obliendra la matrice M” formdée de nombres
p tels que

B =By | |-|:n|- |
— [
M= I-—.'1 ; I

o Rt

el par suite les nombres p”,. vérifieront encore la condition (42).
De plus, 1a matrice M” contiendra & ce moment ln matrice
A1 % Ay clest<b-dire la matrice unité, done Uensemble des p”
contiendra les puissances successives de 2 :
1, 2, 2, ..., 2%
Les indices correspondants seront pris comme chiffres de test et
la condition (41) déterminera ces chiffres en fonction des chiffres
d'information par égalité de deux nombres binaires de K chiffres.

Tout le probléme se raméne done & construire des ensembles
de nombres p satisfaisant & la condition (42).

5. Formation de proche en proche d'vne suite de nombres p.

Prenons d'abord :
=1, p=-=ﬂ. o= 22 ... Pop == 3Bl
puis :
Pavr =2 —1
Pagby =T

Ces nombres salisfont déja aux conditions (42). Pour prolonger
cette suite dans l'ordre des p croissants, supposons &lre arrivé
an nombre p; de [ chiffres. Considérons I'ensemble des nombres
Py & py et de leurs sommes dans Fanneau €1 par groupes de 2, 3,
... {2k —1). Tous les nombres obtenus ont au plus [ chiffres.

5l existe un nombre non contenu dans I'ecnsemble ainsi formeé
cl compris entre p; et 2% ce nombre sera pris ponr valewr de
pi+1 (il ¥ a plusieurs nurmbu-ﬂjlun choisira évidemment le plus

it). Sinon on ndra p; = 2%
Petlgn pent ﬂnn?mmntin:é;‘pls i pas jusqu'a I'obtention des n
nombres p. 5 p, a K chiifres, les nombres

1,22, ..., 251

seront inclus dans la suite des p. La snite sera done directement
utilisable pour former un code. 11 restera & établir le tableau de
correspondance entre les H valeurs de la somme

P+ par 4+ ..+ P (€L
et la valeur des indices o, o ..o @

Le procédé minsi défini est assex long & exploiter. Cependant,
pour des valeurs raisonnables de n et k, il ne dépasse pas les
possibilités d'une calenlatrice de moyenne puissance.

La détermination & priori du nombre K de chiffres de test
parait assez difficile. Aussi allons-nons exposer un procédé plus
systématique de recherche des nombres p.

(j=k

6. Formalion sysiémalique des nombres p.

La théorie des congruences, si ulilisée dans les preuves des
opérations arithméliques, va nous fournir un mode de caleul des
nombres p. Désignons par ¢ un nombre irréductible de N 41
chiffres et par g le reste de la division dans 'anneau & d'un
nombre g par p. Le nombre g’ aura au mazimum N chiffres.

Nous poserons alors :
pi==i -+ BN 4 PN@Y 4 ... DECUNEELY
ﬁ*‘- zr I | ﬂ.]

()
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c'est-idire que le nombre p; est formé de la juxtaposition des
restes successifs de la division par p des puissances impaires dans
I'anneau ¢ du nombre i. Nous allons montrer que ces nombres p,
satisfont & la condition (42).

En effet, supposons :

(61) Put+put . +pu=0 {EL) =2k
Cela entrainerait :
(62) S m8y=8ym ... =85 )=10
en posant :
Symm (g A O A o A G (L)
et 5= 5, (med g) {-9]
Or, si nous considérons le produit
s 2, e 1 P
no i T3 i>j (@

j=12 ... 11
ce produil peut s'éerire sous forme d'un déterminant de Van der
Monde dont le carré contiendra la ligne
51525 .v0nnn 5

Comme 5, = 57, les conditions (62) entrainent

TG, =+ b} =0 (mod g) ()
Done un des facteurs, par exemple ) -4 1, serail divisible par p.
Comme la somme dans ¢L des nombres 4, + ) a moins de chiffres
gue le nombre g, il en résulterait

WAh=0 k=1
Par- suite I'hypothége (61} ne peul #re réalisée que si an moins
deux indices étaient égaux.

Done les nombres p que noos avons formés remplissent la
condition (42) et peuvent servir & former un code correctenr de
k erreurs. Naturellement on les transformera comme il est indiqué
au § 4 pour former une suite contenant des puissances de 2.
Idans le cas général, p, comprenant kN chiffres, il ¥ aura liew
d'utiliser KN chiffres de test.

7. Exemple,

MNous avons formé un ecode de 15 chifres correcteur pour 2
erreurs. Iei N = Log, 16 =4, il ¥ aura 8 chiffres de test.

En prenant p= 19 = 10,011, on calcule aisément les nombres
p et la matrice M ;

011110011 1 1 1 1 11
un::uou011lnuu1|
001010011 1 0 0 1t 0 0}
101001103+ 1 0 0 0 00
o 00000011 1 1 1 1 1 1
uuun:l:nnuu:::t‘
e 11001100 1 1 0 0 1 1
101010101 0 1 0 1 0 1|
123 45678 9 10 11 12 13 14 15

Cette matrice M est de rong 8, car le déterminant formé avee
les colonnes 1, 2, 4, & 6, 12, 7, 14 (choisies parce qu'elles présen-
tent le plus de zéros) vaut 1.

La matrice A (§ 4) sera formée avec ces colonnes. En l'inver-
sant on trouve la matrice :

1111100
1 1 0 01 0 0 0
0 1 0 000 0 0
001000 00
A= |5 06010001|
1 0 001110
0111110 1]
1 01 0 0 1 1 0

Le produit A—'M (dans I'anneau ¢L) donne la matrice défini-

tive :

101000000 0 0 0 1 0 1

l ¢ 10010001 1 1 0O 0O 0 1
¢ 01100001 1 1 0 0 0 1)
G010 1001 1 0 0 1 0 0|
o 0o 011000 11 0 1 0 17
g o 0000100 11 0 1 O O
O o000 1008 1 0 1T 1T 0 0 0

| 0010100600 1 0 0 1 1 1|
1 2 3 4 5 6 7 & 8% 10 11 12 13 14 15

Les chiffres de rang
1, 2, 4, 6, 7, 8 12, 14

serviront de chiffres de test, les 7 aulres chiffres seront les supports
de Finformation.

Pour vérifier el corriger un mot on fera la somme
(1)

51 elle est nulle, il n'y aura pas ew d'altéralion du mot (ou
plus de 4 erreurs). 5 T n'est pas nulle, on pourra retrouver les
chiffres faux (en admetlant qu'il o'y en ait pas plus de 2) en
utilisanl la table suivante qui donne les valeurs possibles de T
suivies enire parenthéses des rangs des chiffres faux.

T = Epai;

1(14) — 20(12) — 3 (12,14) — 4 (7) — 5 (7.14)

6 (7,02) — 8 (6) — 9 (6,14) -— 10 (6,12) — 12 (6T

15 (8,100 — 16 (8) — 17 i8,14) — 18 (8,12) — 19 (10,11}

20 (7,8) — 24 (6,8) — 27 (2,5) — 28 (9,11) — 29 (1,13)

32 (4) — 33 (4,04) — 34 (4,12) — 36 (LT) — 40 (4,6)

41 (5.9 — 42 (5,100 — 44 (3,13) — 46 (2,11) — 48 (4,8)

44 (1,3) —— 50 (2,9) — 53 (5,11} — 61 (2,10) — 64 (2)

65 (2,14) — 66 (2,12) — 68 (2,7) — 72 (2,8) — 75 (5.8)

77 (8,13) — T8 (4,11) — 80 (2,8) — 82 (4,8) — B3 (5,6}

85 (6,13) — B8 (3,15) — 88 (5,12) -— 00 (5,14) — 91 (5)

83 (4,100 — 96 (2,4) — 98 (8,9) — 102 (6,11) - 103 {5,7)

105 (1,150 — 106 (7,113 — 108 (11,120 -— 110 (11) — 111 (11,14}

112 (9,127 — 113 (8,100 — 114 (%) — 115 (%14) — 116 {13,15)

117 (6,100 — 118 (7,9) — 121 (7,000 — 122 (69 — 123 (4,5)

124 (10,14) — 125 (10) — 126 (8,11) — 127 (10,12) — 128 (1)

120 (1,14} — 130 (1,12} — 132 (1,7) — 135 (10,150 —- 136 (1.6)

144 (1,%) — 145 (3,4) — 152 (10,15) — 1563 (7,13) — 15656 (8,15)

156 (13,14) — 157 (13) — 159 (12,13} — 160 (1,4) — 161 (3,8)

168 (2,15) — 176 (3.14) — 177 (3p-— 178 (5,050 — 179 (3,12)

181 (3,7) - 184 (3,6) — 189 (4,18) — 192 (1,2} — 195 (3,9

198 (5,13) —- 201 (4,15 — 204 (3,100 — 219 {1,5) — 221 (2,13)

223 GhL11) — 224 (10,180 — 225 (6,150 — 232 (14,150 — 233 (15)

234 (3,50 — 235 (12,150 — 237 (7,15) -— 238 (1,11) — 238 (9,13)

241 (30) — 242 (L9 — 243 (1,13) — 249 (8,15) — 253 (1,10}
On remargquera que le nombre T prend 121 valeurs possibles

I:I + ['.|15 + ['.L!,) et qu'on utilise un nombre de B chiffres pour

I'éerire. Le code ulilise un chiffre de tesl de plus qu'il n'est

théorigquement indispensable, mais il m'est pas sir qu'on puisse

egonstruire des codes n'ayant qu'un nombre de chiffres de test

strictement égal & Venlier par excis de Log, H.



