
Codes correcteurs d’erreurs 2. Detinition de Panneau &.

par A. Hocovencur, Les eltments de Vanneau €L sont les nombres entiers éerits en

Professeur au Conseroatoire des Arte et Métiers, ‘numeration binare.
Ingéntenr conselt& la SEA. "A chaque élément de Yanneau el nous faisons correspondre

un polyndme ayant comme corfiients les chilfres de Télement.
Le polyndme est alors défi aur le corps de caractéristique 2.

‘Toute opération sur les éments de @L sera faite sur les poly-
Généralisant un travail de Hamming, Peuteur construit des codes ndmes correspondants — au cours de ces opérations tout coefl-

permettant de corrger k erreurs dans une transmission de Gigi) clent pair sera remplacé par O, tout coeicient impair par 1.

dinaees Le résultat sera un polynéme auquel correspondra un élément deFanneatt et‘The paper is generalization of Hammings work The author giver "Ge Gone toutes les opérations habitulles sur les nombres
a,lng Rem sae Wo correct errors m4 tramomiion of «40% * 40ne Tee or rs toutes les expressions

nary Ge calculées selon ces régles seront suivies de Vindication (¢t)
Eine. Arbeit Yon Hamming verallgemcinernd, entwikel der Autor

Koder dies ermoglichen bel Ubertragungbiaarer bits k Fehler su Exemples:
Korrigleren. Addition : 1014 111=10  (@)

x sue nur aca. Multiplication: 101 X 111 = 11.011 (€)sono aespants eam Pepsi Mea gp. Pulasance: 101%= 10.001 (&)Division: 1.101—= 11110411 @)
. En particulier:p+ p=0, (p+ @?— p+ a(t)

1. Introduction. Loraque le polyntme sera irréductible sur le corps de caracté-

ristique 2, nous dirons que le nombre correspondant est irréduc-Introduisons
dans un systéme de transmission un mot, consti- tile (i] madmet pas, dans Tanneau el, d'autre diviseur que Iui-tug par un nombre den chifres binaires: sméme et Tunité)

8, Oy eoveeeee My On peut classer évidemment les nombres dans l'anneau et

‘Le mot reeu peut dilférer du mot initial par un certain nombre Par ordre de grandeur, mais beaucoup plus important est le nom-
erreurs (certains chiffres a, étant allérés en 1—a). Pour esaayer bre de chiffres. On démontre que parmi les nombres ayant un
de detecter et de corriger cen erreurs, on nrtilse que m chilies nombre de chifres donné, il existe toujours un nombre irreducible,
du mot comme support de information, les chifres restant appelésEtant donné un mot éerit en binaire

chifres de test devant servir a la verification du mot apres la pelea
transmission. Donner une loi de détermination de ces chiffres de inn ++ Ge .

test en fonction des m chiffres d'information de fagon & pouvoir NOUS Seared ‘4 chaque indice ¢ un nombrep, de Vaneau cl)détecter — ou corriger — un nombre maximum k d'erreurs, c'est ®t ## mot lui-méme nous attacherons le nombre

former un code déteoteur — ou correcteur — de k erreurs. T= 0 Py + 02 Pa +--+ + 0 Po (@
panzexgmple le plus simple este code deeclear d'uneerreur. Gest Ia consdération du nombre T qui rice & un choix conve-ins ce cas m =n —T1, et on choisit le chiffre de test de fagon able des nombres p, nous permettra de corriger les erreursque le nombre total de chiffres 1 du mot soit pair. La vérifcation Wwetuaies ne Permett vasdu mot consiate alors en un test de pari

Hamming (Bell System Technical Journal, 1960) & donné ta
Joi de formation d'un code correcteur une erreur. Le nombre de

3, Cade de Hamming.chiffres de test est l'entier N déterminé par les inégalités: & Cone ms
an Logit +m) ZN <1 4 Log +m) Nous retrouvons le code de Hamming en faisant

‘Dans le cas général d'un code correcteur de k erreurs, le nom- ant
bre de configurations derreurs possbles est: Les chiffres de test sont les chiffres du mot indices

Ha1+G44...4¢h 1,2, 2% 5 24 (N défink par les inégalités 11).

information sera portée par les chifresPar suite le code te plus économique uliliserait un nombre de porte ar les chitchiffres de test égal & I'entier immédiatement supérieur & LogsH. te Me Sa Or Ge ++ Ge
‘A part le code de Hamming, on n'a pu construire de tels codes.
eux que nous proposons ulilisent un nombre de chiffres de test On détermine les chiffres de test par la condition
feat 4 T=Ipaq—0

n—m=kN condition qul seri et1 ditérenee a Nagy = ta, maAN — Logit tt Bay + day + 2. + QM = Bay + Bay + Bay + aest de Yordre de Log,(k!), done assez faible pour que ces codes @
Solent satisfaisants Le second membre est un nombre binaire conn dau plus N

‘Aprés avoir défini wn anneau dans lequel nous ferons nos chiffres. Liggalité détermine done parfallement les valeurs des
calcul, nous exposerons le code de Hamming sous cette optique, chires de tex
puis Tes. principes de formation des codes qui nous conduiront Si, aprés transmission, il n'y a pas d'erreur, on relrouvera

A une dlermination quasiexpérimentale et A une détermination — T=0.systématique de ces codes. Nous terminerons par un exemple de Sil y a une erreur portant par exemple sur le chiffre a,
de correcteur de 2 erreurs, remplacé par (Ia), le nombre 'T prendra Ia valeur:

Renrintad with veretaton fren Chifires. vol. 2. om. 047-008, 1900.



A nocavencnen

Tay + ey os boll —ay) + oss + mmycsa (Sie rang de cette matrice (dans Tanneau et) est K’<K,1a valeur de T sera Vindice du chiffe erronné. eat que KK’ lignes decate matrice sont det combinationsFree re cen toot aa hee hiffes d'indice @ ot ps lnéties des K’ lignes restantes, Si Ton supprime ces K—K’sr peandee em eereurs: Portant sur les chives dindis @ et P igses" on abtiendra une matric M’ de nombres pul vériferontTaatpno (@) encore Ia condition (42.
7 Ceci étant, nous pourrons extraire de Ia matrice Mune matrice

StU y a plus de deve ereurs, T pourrait tre mal. Le eile earfe' de gues dont Te determinant alas dant Pannen
obtenu est done correcteur ume erreur, détecteur de deux erreurs. GT", 4.00 Je, Mens tontoTl est commode, pour automatiser le controle, de supposer les | On aura done
nombres p disposés en matrice, Par exemple pour ®—7, om aura at a= .ta matrice Duiaque les seules valeurs possibles sont 0 ou 1. En anutiptiant ta

| coors Ime Myr notarial Mois de nme
| o1rooit Is que wi) fet1010101 ae he

Oo10110 et 010010 vi be|
correspondront les matrices ct par suite les nombres p",-vérfieront encore la condition (42).

De" plus, ta matrice M”contiendra Ace moment 1a malricegoocrte | goocere | Bo X'S, cestadire la matrie unit, done Pensemble desforgery) ot ooreo1o | contiendra les pulssances successiven de 2!
ooro100 | 0010000 | ermal -

Le nombre T shtient en falsant suivre chaque Tigne de 1 1. sag a
ane cmtien

indices correspondants seront pris comme chiffres de test etberaeheioryreliahaaael la condition (41) déterminera ces chifres en fonction des chiffres2

:
information par égalité de deux nombres binaires de K” chlfes.

° jt ‘Tout le probléme se raméne done & construire des ensembles
° a fo las de nombres p salisfaisant A In condition (42).
° im

Le premier nombre est correct, le 5 chifre da second nombre est
faux 5. Formation de proche en proche dane suite de nombres p.

4. Principe d'un code correcteur de k erreurs. Prenons d'abord

Voyons maintenant A quelles conditions doivent satistaire les Pah PB AP oy Peet
rombres p pour que le caleul de permette de corriger k erreurs. Puls: on

‘Nous supposerons que les chiffres de test sont en nombre suff- Pari=
sant pour que, connaissant les chifres information, oo puisse Passo
ialiser Ia condition Ces nombres satisfont déja aux conditions (42). Pour prolonger
co T=Eap=0 @ cette atte dans ordre. ded p croinsants, supposons. re areié

Si aprés transmission, tes chiffres de rang fu nombre p, de { chifres. Considérons Vensemble des nombres
tytn GER) Py A pet de leurs sommes dans Tanneau el. par groupes de 2, 8,

sont erronés, le nombre 7 caleulé sur le mot déformé prendra Ia!" "(ak—1), Tous les nombres oblenus ont at plus 1 chilfres.
ae: Sif existe un nombre non content dans Vensemble ainsh forms

Tapatpate+Py ct compris entre p, et 2 ce nombre sera pris pour valeur de
1 faut que le nombre ainsi trouvé soit caractéristique des rangs ,, (gil y a plusieurs nombres on choisira évidemment le plusthy Oy) soos Gy Ceateedine que Pe Sin ok prendea Preyae 2 °

Det + Pat net Des

# Pert Part + Per (&) On peut ainsi continuer pas & pas jusqu'd Vobtention desJoraque nombres p. Si p. a K chiflres, les nombres
isk fer 162528 5 BEE

a te de emretee

dy (nd seront inclus dans la suite des p. La suite sera done directement(ht oss Ce dy oy Ds Sta ae tun code esters 8 abl fe tablenw denae correspondance entre les H valeurs de la sommeCette eondition peut encore sSerire
ut pat Pe a) Gehan Dut Pat...tpuz0 @ put pat +P «oraque 12k et la valeur des indices aye dey +1 a cependant

Ba a tueet Te procédé ainsi défi est assex long a exploiter. Cependanreais pour des valeurs raisonnables den et, il ne dépasse pas les"On devra done cholsr les nombres p tels que Vaition, dans POU itr valeurs Talis ee aeance.
Tanne tap 2k de ces nombres donne um rsa non PONIES Ue cs nombre Ke hires detestar

i farait asser difficile. Aussi allonssnous exposer an procédé plusUse fois déterminé un ensemble dem nombres p, il faudra Paral alone
choisir tes ehiffres de test. Ihest commode pour cela de remplacer **tématique de recherehe des nombres P-
ensemble oblen par un autre ensemble de m nombres mais
contenant les putssances suceessives de 2: on systématique des nombres p.

1626.28 oop BE 6. Formation syatématigK aésignant le nombre de chiffres du plus grand nombre p obtenu. 1.4 qhéorie des congruences, si utilise dans les preuves des
Disposons pour cela les nombres p en une matrice M de x opérations arithmétiques, va nous fournir un mode de caleul des

colonnes et K lignes (K <n), chaque nombre p élant done repré- ombres p. Désignons par e un nombre irréduetible de N -+1tents par une colonne {hifres et par q’ Te reste de la division dans Tanneau ¢t d'un
at frombre q par ¢ Le nombre q’ aura au maximum N chiffres.

male Nous poserons alors:

he} positOMY + BMY fee FAEUNHERH’ (A)mt G1 % em



CODES CORRECTEURS

Ceatadire que le nombre p, est formé de la juxtaposition des ortitr108%
estes successifsde Ia division par ¢ des puissances impeires dans 11001000Tanneau el du nombre i. Nous allons montrer que ces nombres py 01000000satisfont

& 1a condition (42). oo100000En effet, supposons : =/o0010001)6 ne - o 10001110,en PutPat.--+py=O (A) = 2k) o1iiri0ed
Cela entrainerait: rord%o110)2) S=Sy=Sp— 0. Sai=0
cn posant SOOM FO A) ‘Le produit 42M (dans I'anneau €L.) donne la matrice défini-

“ Sim, (mod 0) @) tes
101000000 000104

r, si nous considérons le produit ooL100001 110008
t=2 3 val ooro1r0o1110:0 4 0 OFHoty GTP a oooo1r10001 1 01 OF

: eo oooo00100 T1010 0ce produit peut s*erire sous forme d'un déterminantde Van der ooo010007 03 1000Monde dont le carsé contend lige footetesee reer tol
$$ Sys & 1294567890 DB 1Comme Sy=?, les conditions (62) entrainent

T1G, +1) =0 (mod 0) @ Les chifres de rang
Done un des facteurs, par exemple 2+y serait divisible par ¢. 124,67, 8 12, 14Comme la somme dans @_ des nombres+ 1, a moins de chilres .-vicont de chiffre de test les 7 autres chiffres seront les supportsaque le nombre @, il en résulterait sgervicontde chiftres de teat es 7 autres chi Tes supporA+h=0 k=

Par suite Phypothige (61) ne peut étre rélisée que ai au moins Pour vérifler et eorriger un mot on fera la somme
deux indices étaient égaus. T= Spa, @

Done les nombres p que nous avons formés remplissent la ‘ . .
contitcn 1i2) ot peuvent nerve & farmer tn code comecteur de, Stile est null, il n'y aura pas eu daltration du mot (owFein eecee ict etadtermecre conse ie tadigue Plus de 4 erreurs. Si T n'est pas nulle, on pourra relrouver les* hitfres faux (en admettant qu'il n'y en ait pas plus de 2) enau § 4 pour former une suite contenant des puissances de 2, <hilres fans (en admettant qu'il n'y en all pas plusde 2) enDans ie cas général, p. comprenant KN chiffres, iy aura liew tuivante qui donne les valeurs, possiblesDo cae teal suivies entre parenthéses des rangs des chiffres faux.

1d — 2.0%) — 3.02.1) — 4) —5 GA)

6 (7,12) — 8 (©) —9 ld) -— 10 6,12) — 12 6)7, Rxemple. 15 G10)— 16 (8) — 17 (14) — 18 (812)— 19 OAD)20 78) — 24 (68) — 37 25) — 28 LL) — 29 19)

Nous avons formé un code de 15 chifres correcteur pour 2 32 (4) — 88 (414) — 84 4.12) — 36 (4,7) — 40 4)

erreurs. Ici N= Logs 16-4, il y aura 8 chiffres de test. 41.6.9) — 42 6.10) — 44 G13) — 46 Qt) —48 49)
En prenant ¢—19— 10,011, on calcule aisément les nombres 49 (18) —50 (2.0)— 88 (5.11) — 61 (210)— 64 >pet in'matrice Si MBE G5 (114) — 66 (212) — 68 (27) — 7226) — 75 G8)

77 (6:3) — 78 (4.11) — 80 (2.8) — 82 (49) — 83 6,6)
85 (6,13) — 88 (3,15) — 89 6.12) — 90 6.14) — 91 @)

93 (610) — 96 (24) — 98 (839) — 102 (6,11) — 108 (5,7)orirrroeryr
rr eee 105 (4,15) — 106 4) — 108 (14,12) — 140 G4) — 111. 4,14)oorroooor rt o ood 113 (G12) — 113 G10) — 114 (9) — 115 9.14) — 116.3415),ooro1d0o1t1 toot 0 Oo 117 (6,10) — 118 (7.9)— 121 (7,10) — 123 (69) — 123.435),1o10o1101 100000 124 (10,14) — 125 (10) — 126 (BAN) — 127 (10,12) — 128 (1)

129 (114) — 180 (1,12)— 182 (1,7) — 188 11,15)— 136 (18)ooooooorr
rrr rat | 144 (8) — 145 Gad)— 152 10,13) — 158 G18) — 155 0.48),ooorrtroe oo rade 136 (13,14) — 157 (13)— 159 (12,13)— 160 (14) — 161 6.8)Or1eortoo s too1d 169 (25) — 116 (3,1)— 177 (Bb-—178 5,13) — 179 12)jrorererorororog, 181 (7) — 185 G6) — 189 (4,13)— 192 (1.2) — 195 (8.9)198 (6,13) —- 201 (4,15) — 204 (3,10) — 219 (1,5) — 221 (2,18)

123456789 10 1 12 19 4 5 225 G11) — 224 (10,13) — 225 (6,15) — 282 (4,15) — 238 (5)234 (3.5) — 235 (12,15) —— 297 (7.18) — 288 1,11) — 299 (9,13)
241 (28) — 242 (1,9) — 248 (11,18) — 249 (8,15) — 258 (1,10)

Celte matrice M est de rang 8, car le déterminantformé avee OF Femarquera que Ie nombre "Tprend 21 valeurs posses
tes colonnes 1. 2s 4, 8, 6, 12,7, 14 (hoisies parce qu’elles présen- (1+ Ch + Ci) et quion utilise un nombre de 8 chiffres pour
tent le plusde téros) veut 1. Téerire. Le code utilise un chiffre de test de plus quil westthéoriquement indispensable, mais il n'est pas she qu'on puisse

La matrice 4 (§ 4) sera formée avec ces colonnes. En Vinver- construire des codes nvayant qu'un nombre de chiffres de testsant on trouve la matrice= Srictement égal & entier par excés de Logs H.


