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PREMIERE THËSE.

SUR

L'EQUATIONDIFFÉRENTIELLELINEAIRE

QUtADMETt'O)!):LM~fittALM

LASÉRIEHYPER&ËOMËTRiQUE.

INTRODUCTION.

1. La séné hypergéométrique F(<x,~3, x), considérée comme fonc-

tion de son quatrième étérnent x, n'est définie que poxr les valeurs de
la variable d'un module Inférieur a )'unité. Pour la définir pour des

valeurs quelconques de ~?, on doit ta considérer comme une inté~rate

particulière d'une équation différentielle iinéaire du second ordre; )a

quëstjotl revient à trouver ce que devient cette intégrale quand le

chemin suivi par la variàb!e aboutit à un point situé en dehors du

cerc)ë de rayon t décrit de l'origine comme centre. Par une géhéra-
lisation qui s'offre d'ë!te-même, on est alors conduit à se poser le

même problème pour une intégratë quetconque de cette équation. le

chemin suivi par iavariab!e étant simplement assujetti à ne passer

par aucun des points critiques qu'elle présente.
Cette équation célèbre, étudiée par Gauss ( ) etKummer (~). admet,

(') CË'~yc.t'co~/e~,t.IH,p. 207.
~)7w/r/M/C~/&t.XV,p.3().
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connne l'a montx'ce dernier, vin~t-t~uatreintegr.ttes de ta forme

.t' .r//Fx',3',y,z..

ou est) t, unedes variantest! .i– pourvuou z cst unc cs vana ) es :1:, ':l'"
.:t' 1. x X 1 X' Ilf.JUI'vu

qu'aucun des nombres' -v.- ~–c< ne suit un nombre entier.

Dans le même travail, Kummer a donné les réfutions linéaires a coet'tl-

cientsconst.ants qui existent entre trois quctconques de cesinLegrates;

mais, cet etnincnt. geomctre s'étant ptace uniquement au puint de vue

desvaieurs réeUes de la variable, les Formutes qu'it a obtenues prc--

sentent quelques difftcuttes quand on veut passer aux applications,

d'autant plus qu'il n'a pas toujours précisé sut!isammeut le sens de ses

iniegrales.

Supposons, en effet, qu'on veuille passer d'une valeur de x réelle,

positive et inférieure a t'unité, à une vateuf de a?réette, positive et supé-

rieure à i'unité; cela ne pourra se faire en attribuant a ta variable une

suite de valeurs toutesréeties, puisqu'on ne peut passer partepoint~=i,

qui est un point critique pour t'équation différentiette. H faudra donc

attribuer à x une suite de valeurs imaginaires, ce que l'on pourra faire

d'une inunité de manières, et, ta valeur finale de la fonction dépendantt

essentiellement de la loi de succession des valeurs de la variabte. on

voit qu'il est nécessaire, pour t'objet que t'en se propose, d'introduire

ta considération des valeurs imaginaires dans l'équation différentielle.

La théorie génératc de cette équation, quand on n'apporte ainsi au-

cune restriction aux valeurs de ta variable, n'a pas été faite jusqu'ici

d'une manière comptéte, du moins à ma connaissance. Je dois rappeler

cependant que M. Tannery (') a montré qu'en appliquant les principes

posés par M. Fuchs (~) pour ta théorie des équations différentielles

linéaires on retrouvait les intégrâtes de Kummer; dans un autre

Mémoire("),it a déterminé les relations linéaires entre les intégrales

pour un exemple numérique, déjà étudié par M. Fuchs (~). Les résul-

tats obtenus concordent avec ceux que l'on déduit du cas général.

(') ~/<t'.tY;tc/f;e.v~e/'j6'co/eA~M/t')s<c~/Y', '.<série,L.tV,p. n3.

~) ~/<<f/c C/'c//f,t. LXVt,p. im.n

(') ~M/<t'.tY.'M/«f'c~e ~w~c.«</)f<M~c, ~série, t. VtU, p. '6;

~)yMW/M/f/C<7'/&t.t.XX[,p.')!.
1.
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2. Dans la première Partie de ce travail, je développe d'abord une

méthode due à Jacobi (' ) pour retrouve)' les vingt-quatre intégrâtes de

l'équation différentielle quand aucun des nombres'– ~–~

n'est un nombreentier; puis, par l'application du théorème de Cauchy

aux intégrâtes définies qui représentent les séries hypergéométriques,

j'obtiens les relations ettes-mémes entre ces intégrâtes. Si, parmi les

nombres y, -y– <x–j'3, p–K,ii se trouve un ou plusieurs nombres en-

tiers, il y a un changement de forme analytique pour certaines inté-

grales; on obtient les intégrâtes nouvelles par un procédé d'un usage

fréquent en Mathématiques, surtout dans l'étude des équations diffé-

rentielles. Je termine en recherchant les conditions que doivent remplir

les éléments <x, pour que t'intégrate générate soit algébrique. Je

suis conduit à une représentation géométrique identique à cette que

M. Schwarz (~) avait déjà trouvée, en partant de principes tout dif-

férents.

La seconde Partie est consacrée à la recherche des transformations

que t'on peut faire subir à la série hypergéométrique lorsque, des trois

éléments <x,~3, deux seulement, ou même un seul, restent arbitraires.

Je parviens a déterminer toutes les transformations d'une forme très

générale, qui comprend toutes les transformations indiquées par Kum-

mer ("),et un certain nombre d'autres, que je crois nouvelles. Je

donne ensuite quelques-unes des nombreuses formules que l'on peut

en déduire.

Je suppose connus les principes relatifs à la théorie des équations

dtfférentiettes linéaires, me contentant de renvoyer au Mémoire déjà

citédeM.TanneryC').

(') VoM/M~ a'e C/'e/~ t. LVI, p. )49-

~j t. LXXV,p.?.92.
(3) Id., t. XV,p. fi4ct,
(~) ~p.t' .te/M~ffc.t' fA.' /cn/c A'~vw~' .tf~c/fwf, sm'it', IV, p. f f3.
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PREMIÈREPARTIE.

3. On sait, depuis Ëufer, que t'intégrate dénnie

~==< Vf/M.

OUlJ

V=MP-'(f– K)Y-P-'(!–~M)-~

si elle a un sens, vérifie t'équation différentieUe

< T'
(') ~(')~+[7-(~+!3-]~o.

Pour le démontrer, it sufntsimptement de remplacer dans le premier
membre de notre équation y, y, y par leurs valeurs. Le résultat est

évidemment

f j~(,)~Z~[y-(~~p+,)~]~Y-~v~M.J. f a-): L< t ~.c ¡du.

Ôf il est faci)e de s'assurer que la fonction sous le signe d'intégration
n'est autre que

a ~r~j
NM)~ t – .97M J

Le résuttat de la substitution sera donc –(X
–'–'V

résultat
L i– Jo

identiquement nut, puisque nous supposons que
l'in.tégrate '~o < V~M

a

un sens.

D'une manière générate, considérons l'intégrate déHnie

~= <
Vt/M,
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ou get h sont des quantités constantes. Si nous portons cette va)eur

de y dans le premier membre de t'équation (!y, nous trouvons comme

résultat

'M.-M-X
)–~H

J,.

Pour que ce résultat soit nul, il suffitt. deprendre pour~ etA!'une quei-

conque des valeurs o, ), ±-x.' pourvu, bien entendu, que t'integraie

correspondante :'it un sens. H résulte de là que chacune des trois inté-

grâtes définies

V~, < V</M, r
V<

si elle a un sens, satisfait à l'équation différentieHe proposée.
Considérons maintenant avec Jacobi t'intégrée définie

'A' Vt/M,

où et Esont des constantes, et.remplaçons, commetout à t'heure, y,

j~,y" par leurs valeurs dansle premier membrede t'équation (J). Apres

quelques réductions faciles, le résultat peut s'écrire

–(y–)~:('e)'Y(.f–E)Y- -<x~(. -~Y-~) -)-

Si l'on prend pour Eta valeur a~) et pour g t'une des vateurs o,

j, -)-oo, le résuttat sera nul, pourvu que i –<x ait sa partie réeHe

positive et que le produit M~t–M~t–.rM)' soit nul pour la ti-

mite M==g-,c'est-à-dire pourvu que l'intégrale y = V~Mait un sens.

On a donc en tout six fonctions représentées par des intégrâtes dé-

finies qui vérifient l'équation (i). On trouvera ci-après ieg'ableau de

ces six intégrâtes, avec les conditions que doivent remplir les quantités

<x,j3,'y pour que ces intégrales aient un sens (l'inégalité A~>o in-

dique simplement que la partie récite de A est positive).
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<j) )- j! v~M. o ~(.
.i Il

?.
)' Vf/ff. X-' ) 0c,

~3, \'</K. y ~° 0 ~) 1

i

V~ o t–x~-o 0

''oo

i'JCj t Vf/M. -5~-00 X~>00
~j

(C~ ~f Vf/M. X y~-00 ) S:>0()
~t

4. Avant d'aller plus }o~n,il importe, pour la suite, de bien préciser

quelle est celle des valeurs de ta fonction V que l'on prend dans l'in-

tégration et aussi d'étudier de plus près les propriétés des fonctions

représentées par ces intégrâtes dénnies.

5. L'intégratey- M~'(J–H;~ ~(i–M)'"d'Maun sens, pourvu
t/o

que les parties réeties de p et de '/–~ soient positives, et en outre

pourvu que .c n'ait pas une valeur réette supérieure à l'unité. On pren-

(h'n cette intégrale suivaut. le chemin rectUigne o-t {/ï~. )); pour argu-
mcn'sdc~et! f /'onm'cnd)'ao,et[)ourargut))euLdct-.rMCc)ut

q)n('st)U)tp')t)r~–f~
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La fonction y ainsi définie est une fonction unitorntede~'dan.s

toute t'etcndueduj'tan, a condition <jne te ctx'min suivi par iavaria!)~'

ne coupe pas taiigne –––x. Faisons décrire au pointée un''

courbe fermée ne coupant pas cette ligne; te point .<<, correspondant
à une valeur' de Mcotnprisecnti'co et ~décrira une courbe fermée

homotbétique a !aprécédente et taissant )e point à l'extérieur. L'argu-
ment de )–.rM reprendra donc sa va!eurtnitia)e;i! en sera de même

det'étémentdet'tntégratequicorrcspontta cettcva)eurdeM,ctp.'r
suite de t'!ntégra)eet!e-méme.

Urésutte de ce qui précède que ta fonction y pourra, a t'interieur

d'un cercte de rayon égat a l'unité décrit de t'originc connne centre,

être devetoppee en série convergente ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable.

Lecoefticient de dans ce dévetoppement sera

/~r't

\</JC'U XiK-i-i;i–!.– cest-a-dn'e –-–––- –––; t–M'Y-M.
t.Mt ).t "ttu

OU

(K-<-)).( x-<-M;–t r :\5 w r –
t.t.M r.y-)-)

ou encore

~(<x+f).(c<+ /K–!)j3~ +<j.(3+ ~t–~ f(3)r~ –

f.3.7<(~-i-)).(y-i-/?t–rj Fy)

Pour toute valeur de x de module tnf'érieur à t'unité, on aura donc

ft7~ r~)r~–5,.< \t/M=–––-t.S,

L'intégrate précédente est suscepti!)te de trois autres tbrmes sem-

btables, que t'on obtient au moyen des ci)angements de variabte sui-

vants, indiqués par Jacobi

M~)–~

C

)–i-f-t.

1-11

t–M'

_c..
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Par la première substitution, V~Mse change en

;)–.t')'~) ~t–t' '!t––~t

\-x

f/f.

J.o -c–'

Cette dernière intégrate est prise suivant le même chemin que la

première. Si t'ou t'ait sur les arguments de v, i –f, < _–~ les

mêmes conventions que tout à l'heure, il faudra, pour que les deux

intégrâtes soient identiques, prendre pour argument de i x celui

qui est nul pour a?==o. On aura alors

M~ ~<
–

MJY- () ;t.'M)"K

~o

~.)
-K j (/T-) (,

– ~~p – -~––
cj1 r1._a VY_ ~I

V fjj. p CIV.
f A'–t

Faisons la seconde transformation

t–.C-)-fd?

L'intégrale devient (i–)'~ ~–~Y-P-~f––

Cette dernière intégrale est prise le long d'un arc de cercle oMt; mais

it est facile de s'assurer que l'aire comprise entre cet arc de cercle et

la ligne o-t ne contient pas le point ~–~) qui est un point critique

pour la nouvelle fonction sous le signe d'intégration. En eG'et, à la

valeur
~== correspond pour u la valeur M= +00 le point A qui

figure~–~ doit donc appartenir à la circonférence dont fait partie

t'arcoMt. On pourra, par conséquent, prendre ta seconde intégrale

suivant le chemin rectiligne o-t et, en faisant sur tes arguments les

mêmes conventions que tout à l'heure, on pourra écrire

f V</M=~c)- ~(,-t-)7-r'(.-–tA

J'. ~o
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La transformation M==––– donnerait de même
'–~

V~M~f~?~ )
1 t~ t'.y)-(Y'~i~.

Chacune des nouveUes intégrâtes peut à son tour être dévetoppée en

série pour des valeurs de la variabte comprises entre certaines Hmites.

Ainsi, pour des valeurs de .X'de modute inférieur a t'unité, on a

( t – .c)T- ) ~T-p-' – t7~ (t – ~~)-(T-'x)</(.
"e0

-m~F.
~~y/'

fJ" ¡.

De même, pour des valeurs de x telles que mod.
( –- )

<f,

f~t ~T-P-t– t– -'––~) r r/f
.–'

-(-)-

(. ~-)~< <'P-~(t (~Y ( ~)
~('

n .'1: 1

-(~"?.7.~)'

Pour abréger !e langage, nous appeUerons C~et C, les cercles décrits

des points o et f commecentres avec t'unité pour rayon. De même,

nous appe!)erons E. et E, les portions du plan timitées par ta corde

commune aux deux cercles précédents et qui contiennent, t'une te

point .~==0, l'autre !e point ~'== r.

Des considérations précédentes it résulte que t'équation différentieite

proposée admet une intégrale uniforme dans tout le p)an. pourvu que
le chemin suivi par ia variable soit assujetti à ne pas couper la ligne
indéfinie t––H-=o Nous désignerons par o, cette intégraie parti-

culière pour ce qui va suivre, nous supposerons que le chemin suivi

par la variabtë ne coupe pas non plus la Hgne
– -x)––o. quoique cette

convention ne soit pas nécessaire.



? )-orr.SAT.

t)ans)ecf'rdeC,on:t a

~)''x, .7- 'r'/ -x.y–y.A'

Dans t'espace Eo, on a de même

r~ T .y, t;
( l

f .Z' ( J, J,~='T ~F(x, ~r.-?F(y- x. ~-Y~'

l'argument de (r–.r) étant supposé compris entre –~ et -+-yr.A la

vérité, les résultats qui précèdent, ne sont. établis qu'en supposant posi-

tives les parties réettes de et de '/– mais il est clair que Ct's resnt-

tats subsistent tant que 'y n'est, pas un nombre entier négatif ou nul.

Imaginons qu'on veuille vérifier directement que l'une des quatre

fonctions précédentes satisfait à l'équation (t): le signe des quantités

p, '/– n'interviendra en rien dans [e cah'u). et, pnr conséquent, la

vérification devra se f;nre (tans tous les cas. Il en serait de même si t'en

voûtait vériner que deux de ces fonctions sont égales pour les valeurs

de ;r. qui rendent convergentes les deux séries.

Je fais cette remarque une fois pour toutes, pour n'avoir pas a y re-

venir dans les cas analogues.
Si les parties réelles de et de '/– j3 sont positives, on a

di(
r'~ r(y –

.IA
V(:7C

.I,
J G·

~0 v~=.
?..

0

6. L'intégrate~== < M~' 'ft – M~ P '(t –.rM')"~H a un sens.

pourvu que les parties réelles de p et de~+t – soient positives

et que -r n'ait pas une vateurréette et négative. On démontrerait

sans difncutté que la fonction y est uniformedans tout te plan, pourvu

que le chemin suivi par ta variabte ne coupe pas la tigne indénnie

–o3––o;H en sera encorede mèmesile chemin suivi parta variable

est en outre assujetti à ne pascouperta Hgne )––-t-so

Pourachever de préciser le sens de cette intégrate, il reste à choisir

les arguments de M.de i–Met de i–.rM; pour argument de i–M on

prendra 0, pour argumentde ) –.rM celui qui est nul pour M==o; mais

on pourra prendre pour argument deM, ±7:. Supposons d'ahord qu'on
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prenne arg.(M~=-L-7:. e) (.usons )e changement t!cvar!at)x':

t' f

~Variantdeoa),K\'arif'dcoa –*C.:

Si nous pt'pnonso pour a)'~ume))),dt;~t't.d<')–t', nous devons

p)'Rnnre7i pour argument dRf–i). et t'ar~unn'))) df t –~(i –.T?) sera

nu) pour (~==0.Par ce changement de variable, Fintegrate devient

~~t t'–i'it–t'y.<t'.

Dans cette dernière integrate, tes argmuents de t', )– )–f()–

ont le même sens que dans t'integrate déjà étudiée. On peut donc lui

appliquer tes transformations précedemes. et,i'on conc!ut que. tant que

~6-)- ;–'y n'est pas un nombre entier négatif ou nu), t'equation (t;

admet une nou\'e)!c intcgraje s. holomorphe dans tout le plan, sous

les conditions indiquées ptus haut.
Dans JecercteC,, on a

Dans ('espace Ë,, on a de même

t'argument de -T"(~tantcompris cn!re – n et -j-

t;"Í\

o~==F(~,S,j3-t–[–.y'

=~7F(s!-t-i–3+'–y,~–t-f–y.'–

w.~=r ~=' )' ) K,x ) – y,!x- –
y, –– j

t~-t 1 t'

~/=r –
j–i.J

)–/t~ –)
)–

,y·tt=.
t–c')–.?'

==PF(,3.3+f–x–3+i–'11.),
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Lorsque 6 et c<-<–auront leurs parties réciïes positives, cette

fonction ~2pourra être représentée par une intégrate définie,

f H~–K.T~ ~f-t'M'</M=: 17.-+-
1 X–)-!–

en supposant que t'on prenne -t-n pour argument de u dans t'intc-

graie.
Si l'on prenait –?r pour cet argument, on aurait

f
K~ M~ ft – ~M'-< e ~1I~.±'J o.

./“il 1~y.

7. L'integratey== f+..
M~(t

– M)~ '(t –.rM)"<~u a un sens,
<t

pourvu que les parties réelles de y–p et de K+ t – y soient positives

et que x n'ait pas une valeur rée))e comprise entre zéro et Funité. !t est

facite de voir que si l'on fait décrire à !a variahte un chemin fermé en-

tourant la ligne o-i, la fonction yrevient à sa valeur initiale, muhip)iée

par g~ on la rendra uniforme, en convenant que )e chemin suivi

par la variable ne coupera pas la !igne o––+ec

Cette nouvetle intégraie présente donc une différence essentieïïe avec

les deux intégrales précédentes, quant au chemin suivi par la variable

cela tient à ce que nous ne pouvons passer de ta partie supérieure du

plan a )a partie inférieure, ou inversement, en traversant la ligne droite

o-i. L'intégrate considérée cessant d'avoir un sens pour un point de cette

droite, rien n'indique que la continuation analytique de!a fonction soit

représentée après ce passage parte même symbole et nous verrons, en

effet, qu'il n'en est pas ainsi.

Pour achever de préciser )e sens de cette intégrale, on prendra o pour

argument de u, pour argument de i–.rM celui qui est nul pour M=o

et qui varie d'une manière continue quand on fait décrire à la variable

la partie positivede'Faxedes.K. Quanta !–M. on pourra prendre ±n;

supposons qu'on prenne – et posons

M== CM==
t' (~

) – M =:– ) ) t – .fy< =: ~––––

t )
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Si nous prenons o pour argument de et de f –(~, et, pour argument.

de
('–)

celui qui est nut pour t~==o, nous devrons prendre (–~

pour argument de (–1), et pour argument de (–~c) cetui qui est

compris entre – 77 et + vr.

L'intégrate f V~M devient

~()+p-Y~ x < (~ f, ) t~~Y- – <et1+,YI1<1(- X). v" .y 1 v.y,1 ilv.
J.

Cette nouvelle imegrate est de !a même forme que ta première inté-

grité étudiée,et, en lui appliquant tes mêmes transformations, on

arrive aux résultats suivants.

Tant que <x+i– p n'est pas un entier négatif ou nui, t'équation

diSerentieUe (') admet uneintégra)e~, uniforme dans toute l'étendue

du p)an, pourvu que te chemin suivi par ta variable ne coupe pas )a

ligne o-––+oo qui peut se développer en série comme H suit.

A l'extérieur du cercle C., on a

C~=:(–.r)-KF(<X,0:-T-t–K+t– '))"'Pa-.(-x)

=(-~)~T(,Y-~F~y-,5,~+.

A t'extérieur du cercte C,, on a

~,==(,)~F(~y-+.–~–)G!3,( 1 )i'" Y-(3, a + l,
i-

=(–~)'-Y(t–.c)Y-Ff<x-t-t–'y, t–+.- ,5,~)-

On suppose l'argument de (–c) compris entre (– K; et (+~ ains

que celui de t–a?.

Si les parties récites de y–p et de<x-)-<+'y sont positives, on aura

f M~([–K)Y-f–~M)-M==e<~T~' –i~?-?~

ea supposant qu'on prenne (–n) pour argument de – M.
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Si l'on prenait -<-x pour cet. argument, on aurait

f" ~<)- ,< ~e'Y~r~ A 7"A~t – ) –

8. On étudiede!:t)néme)naniër<'iestroisautres intégrales détinics
i

f
V~, Vt/M,

V</M.CeMeétude ne présentant pas de ttifti-
J~ <7[

culte, je me contenterai d'indiquer sonnuairement les resnttats.

L'intégrai: /== ) '() – M)'~ t –
.CM)~~M a un sens, pourvu

'«

que et t –<x aient teurs parties réeites positives et que .c n'ait pas

une vakur rée[!e comprise entre zéro et t'unité. Si t'on assujettit le

cheminsuivi par ta variabtea ne pas couper la ligne indéfinie o– -i-x),

la fonction y sera uniforme, dans toute i'étendue du plan.

On ramènera cette intégra)e à la première forme en posant M==–;

on trouve

<M~('–MJY-i't–~M,M
41

u~.t (1 et )Y_ 1- xu ~-x clu

= ~(– ~)-P (l – (t – -~)''
<

~o x /1

Dans la premiëre intégrate, on prend pour arguments de i – u et de

<–.TM ceux quf sont nuls pour M=:o. Quant à t'argument de 7~.en

désignant par Ml'argument de (–~), compris entre–n et-)-7:, on

aura pour coeKicicnt de la seconde intégrale e" suivant que l'on

prendra pour cet argument (- M±n).

ii en résulte pour t'équation différentielle une nouveUe intégrale s~,

qui peut, comme les précédentes, être développée en série.

A l'extérieur ducercle C, on a

={- ~-PF + y,
p, ~+

)

=(–)*-Y()– ~)Y- ~F(t – y – <x, ,3 + ) –x, -L).
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De même, à t'extérieur du cercle C,,

~i==(t ~-P F~S,
C!,~+ C-, )

– Y ) – ~'v-~ F(3 – ) – t – 3 -+-1– K,– '–),
i ·~ ^y-i rJ 1 I .j-I-t –

les arguments de (–a") et de ft–.c) étant compris entre f–n) et

(+~).
Pourdes valeurs convenables de et de [ <x,on aura

i

f MP- W ,< ~f-~ .~M </M == e~?' 0r-tt;I f-.xtt", tltt-e
1 -)- –Xt/n

9. L'intégrale/=~ ~t–/<f–M '~M a unn sens,
.7t

pourvu que les parties réeHes de t–<xetK+<–y soient positives et

que x n'ait pas une valeur réelle supérieure à )'unité; de plus, la fonc-

tion y sera holomorphe si le chemin suivi par la variable ne coupe au-

cune des lignes indétinies –~o ––o, f––+'?

On ramené cette intégrale la première forme en posant u= –< et

l'on trouve

< H!~()–M)Y-?-'ft–~K;<r/K
tt

~±:m(Y-p-<)±~f' f t~-Yft–<t–<</f.(v f >

0

<
Y,^y-

v". y cx tlv.

Les arguments de Met de t–M sont fixés paria continuité en supposant

qu'on parte de t'origine avec t'argument o et qu'on décrive le rayon

innni oL passant parte point Quant à ï–.rM, on peut prendre pour

argument ±77. Dans la formule précédente, on prendra le signe -t- ou

le signe – devant !i:'(-y–j3–r) suivant que le point qui figure )a

vateur de sera dans la partie supérieure ou dans la partie inférieure

du plan, et le signe -h ou devant n<x:suivant que )'on pour

argument de !–.TM. -(-n'ou –7T.
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Tant que ~–y ne sera pas un nombre entier négatif'ou nul, t'équa-
tion (:) admettra une intégraie uniforme sous la condition énoncée

ptushaut.
Dans le cercle Co, on aura

o:; r~"YF:~3-)-)– y, x-t- t –
y, ?.–y, )

~Y(t – .c)Y- F(! – t – 3, ?. – y,

De même, dans l'espace Eo,

0:; ==.T' "Y( – )Y-«-'F a: ( – y, – y~–––––
t

.C' – t

=~Yf. -a-iY-?-'Ffa-+-.–y. t–~a-7,

les arguments de x et de – -r étant compris entre – n et -)- n.

Pour des valeurs convenables de o:, j9, y, on aura

f “(!-< – M)Y-P-~(r ~-M)-" ==~'(Y-p-' )=~' ~±~iZL~ a,,
Jt r~–y)

i

10. L'intégrale~== M~'(J–M)~(i–~M)'M, qui a un sens

pourvu que les parties ree!)es de i– :x et de 'y – ~3soient positives, et

quea? n'ait pas une vateur réeHe négative, est ho)omorphe aux mêmes

conditions que la précédente. On )a ramené à la première forme en

posant
t – ~r

K == –––-
c

on en tire

_)

< ~P-'(t–M~)Y-P-'(t–.yK)-M
-A1

Xl!P-I(I- Il)Y-P-I (1 xu)c-adu

==e±~(7-p-.)~-T~–~)T-P'f
(,Y-p-t,)-t,V'o

x

Les arguments de u et de r –a?Msont dénnis par la continuité; on
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part de l'origine avec o pour valeur initiale, et l'on décrit le chemin

t'ectiHgneo-); puis on part. du point ;r= t, et l'en décrit le chemin

rectiligne qui joint ce point au point – avec des valeurs parfaitement

déterminées pour ces arguments. Mais il y a ambiguïté pour l'argu-
ment de t -u.

Dans la formule précédente, on devra prendre le signe + ou le

signe devant ~'('/–~–;), suivant que l'on prend

arg.(! – M;==arg.(1– .f) – arg.x

Tant que '/+ ) –<x–p ne sera pas un nombre entier négatif ou nul,

on aura une nouvelle~intégrale e'ede l'équation différentieHe, uniforme

aux mêmes conditions que la précédente.
Dans le cercle C,,

~6==j' –Y~PF(Y– 0;,y–i-[–K– f –

==:Y~–.c)Y-PF()
–

S:, <–
~,y -t- f – !X– ,5, )– .t'

Dans l'espace Ë,, on aura de même

<?o=:~-T(t –;f)T"~F(y – fx, t –x, f – c;– p, )<P6= x"y (1 x)y-r> y <X,1 CI.,Y+ 1 CI. ;3,

=~-Y(..r)Y-PF~i5,y+iet.3,x

les arguments de x etde t–.r étant compris entre –net +n.

Pour des valeurs convenables des éléments <x, -y,on aura

<

UIÎ 1xti(lu
(, ~)T-p-, (. ~)-~M==:U ~)l f\Y+I-<x-¡3)

11. En résumant tout ce qui précède, on voit que, tant qu'aucun

des nombres 'y, -/–<x–p–K n'est un nombre entier, l'équation

différentieHe proposée admet six intégrales particulières, dont chacune

peut s'exprimer de quatre manières différentes au moyen de séries

hypergéométriques dans certaines parties du plan ce sont les vingt-

quatre intégrales de Kummer.
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Nous rendons ces intégrâtes uniformes en imposant certaines condi-

tions au chemin suivi par la variable; ainsi, pour les intégrâtes~

tpji.'pc.ce chemin ne doit couper aucune des tignes–x) ––o, [––+x<

pour les intégrâtes et c. ce chemin ne doit pas couper la tigne

indéfinie o––+cc

Ces six.intégrâtes se partagent en trois groupes, chaque groupe com-

prenant les intégrâtes qui se comportent d'une manière simple dans te

voisinage d'un point critique. Le premier groupe comprend les inté-

grâtes y, et~ le second se compose de y.: et de <?“;fp, et forment

le troisième.

Chacune de ces intégrâtes est susceptible d'être représentée par une

intégrale définie, pourvu que les éléments K, ~3,-y satisfassent à cer-

taines conditions.

7a&/eaMdes intégrales.

0 F~3,y.

(?.) (. -T-~F(y-

(2) x F?. (3)
;F(~3.Y,

91,/

13) x-~

(4)
(.)~F~).

(.) F~,i'3.+~-y,t-.r),

(-TF(<x-)-t–y, p-t-t–y, se-)-p--)-)-<–A'

~P- ('3)
_p

?2 (3) ~fta:+t–y,a:-)-j3+t–y,––h

(4)
~F~,j3-t-i-y,~+p+.-7,~–').

{.) (-~FL~+.+.S-),

z -x ii Y iiF n~)) (-Y(,)T-~F(.3,y-+l-),
<“'Pa

.(3)
(,)~Ff~y-p,~+.-p,J,

(~)
(–Y(t–~)T-?'F~-t-t-y,t–j3,<x+t–,3,–Y
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(i;
.F~+.-Y, ~),

-j
(––.t'Y~––.t-~xpF(t––K,X,3+<––

?"'

t(3)
:+.

:1,
3) (1 Xj

1· V~,
y 7., +

l
f f~) :– Y.t–~ Y-FL:t-t– f–K,)-) –K,–)-i~ r lx

(f Yi-' -r- –y, -t- t – a – y,

;~j .<?'-Y()–~)Y-x-~F~– t – p, 2 –)"

?.. (3) Y(t
~;Y F (~

+ y, .5, ),9" ( j Xl'Y(J-X¡Y"J
<

–

-r
f/j ) ~-Y t – ;Y- ).'

–
– et, –

––––,'1 l'
~–

(i) !< –.c)Y"='-f''F~ – y – ~y -)- t– ix– ,5, – -c;,

(a)I?J' ~T(t–.c)Y-PF(t–=c,t–3,y+t–e!–)–

(3) Y-a~ l J
~_j[\

i'

<?t, (3) .Y(t–~)Y-K-PF(y–cc,t–y-)-t–K–i3,–––h

9U/

(;¡ x""Yi' y+.

(~) ~-Y(t – .t')Y-~PFf-/ S, p, y +1 – –
,3, ~-TL'

12. Entre trois de ces intégrales il existe une relation linéaire à coef-

ficients constants dans toute partie du plan où ces intégrales sonthoto-

morphes. Si l'on considère trois des intégrales désignées par <p,,o~, y~,

s,, la relation sera unique dans toute l'étendue du p)an; maisil n'en est

plus de mêmesi l'on prend l'une des fonctions s, ou avec deux des

fonctions précédentes; prenons, par exempte,c?,, o~, ~3. Soient Met M'

deux points situés l'un dans la partiesupérieure du plan, l'autre dans la

partieinférieure. Il n'existe aucun chemin joignant les deux points M

et M' qui necoupe au moins l'une des deux lignes –ao ––o, o––+ac

l'une au moins des trois fonctions représentées dans le voisinage du

point M par ~a, N3ne sera plus représentée après un pareil chemin

par le même symbole dans le voisinage du point M'.

La remarque précédente me paraît essentielle, et je ne crois pas inu-

tile de la développer. Soient E, E'Q~. 2) deux aires à contours simples
T, T', dont aucune ne renferme, dans son intérieur, de point critique,
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pour uneéquation difterentieHe linéaire du second ordre; ces deux aires

laissent entre elles un point critique A de t'équation d))'terentie)k-et,

ont en outre deux parties couununes séparées C,C', c'est-à-dire telles

qu'on ne peut passer d'un point de Faire C à un point de l'aire C' sans

franchir au moins l'un des deux contours T, T'. Soient P, P' deux inté-

grâtes particulières Unéairement distinctes, uniformes à l'intérieur de

l'aire E; soient de même Q, Q' deux intégrâtes distinctes et uniformes

dans faire E'.

Dans la partie commune C, on a les relations

!I)
(Q=~P+~.P',

< Q'~A'P+~P'.

De même, dans l'aire C', on aura d'autres relations

(II, ~Q~.P~.P',
JQ'=~P'+~.

11s'agit de démontrer que les relations (I) et (ii) doivent être diffé-

rentes, c'est-à-dire qu'on ne peut avoir à la fois

A,=/ ~)==~ ~=)/, f/=u.

Supposonseneffetqu'il en soit ainsi; partons d'un point/M situé dans

l'aire C avec f intégrale particulière Q, et décrivons un chemin situé

à l'intérieur de l'aire E et aboutissant à un point m' de l'aire G'. Tout

te long de ce chemin, notre intégrale sera donnée par ~P~P', et

dans l'hypothèse où l'on se place, au point m' elle coïncidera avec

fintégrate particulière Q.

Si maintenant nous revenons au point m par un chemin situé à l'inté-

rieur de faire E', nous arrivons évidemmenten ce point avecfinté-
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grale Q. Nous avons ainsi décrit un contour fer~néentourant. te point A

et ramenant t'intégrate a sa vateur primitive. I) en sera (Je même pour

t'intégraieQ'; le point A ne serait donc pas un peint critique pour

t'équation différentiette considérée. !t est visible que, dans le cas

dont il s'agit, les aires C, C' coïncident avec les deux parties du plan,
les contours T, T' avec les iignes –'x: –- o. – +00 o ~c

est donc etahti qu'entre intégrâtes~, y~, y; telles qu'ettes ont
été définies, il devra exister deux relations dinerentes, suivant que le

point qui figure la valeur de x sera situé dans la partie supérieure ou

dans la partie intérieure du plan.

13. Supposons te point dans ta partie supérieure du plan, et sup-

posons en outre que les parties r-éettes de~–j3,)-t–~ soient

positives.

Si autour des points x = o, x = i, avec deux rayons très petits r, r',

on décrit deux demi-circonférences a/Ma', & et si du point o on dé-

crit en outre une demi-circonférence LML'd'un très grand rayon R, )a

fonction V = M~ (r– M)~ (t – .TM)'"sera ho!omorphe à t'intérieur

défaire timi-tée parles trois demi-circonférences précédentes et parles

portions de ligne droite L'<x',a&. b'L.

D'après le
théorème de Cauctiy,rintégrate ~V<~M,prise le long du

contour entier, devra être nulle, ce qu'on peut écrire

Vr/M+f
Vf/M-r-~ V</K==–f

V</K-f Vt/K-f
V</M.

'~–[tn ~+'' <-)- '~[.Mf.' 'n'mama ~'tn//

Si maintenant le rayon R augmente indéfiniment, et si les rayons ret
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r' tendent en même temps vers zéro, it est visible que ct'acune des trois

mtégrates contenues dans le second membre tend vers zéro. Prenons,

par exemple, t'intégrate

Vf/M–/
i~

M~–M:?~ f–.rK' ~~<.

').M). ').M)/

Pour des valeurs de Md'un très grand moduie, cetteintegrate pourra
s'écrire

!–.y)~/ MY-)+~'<
').M[.

s étant une quantité innniment petite.

Posons M= Re~; r V~Mdevient
'~).:n/

r –.t'' R'<<7-x't-+.e'<9.

Soi t'y – = + r<

V~Mr=/.–x/
~ft,+~](;j.+~)_

=:~–t.X~ ~M.)~/[!t')+~)!.]f,

u. étant par hypothëse un nombreree) négatif, on pourra prendre R

assez grand pour que te modufe maximum de la fonction sous le signe

d'intégration soit moindre qu'un nombre donné à l'avance -r,; le mo-

dule de t'intégratc sera inférieur ajr7![mod.(–a;)"~j, c'est-à-dire

aussi petit qu'on te voudra. Ondémontrerait d'une manière tout à fait

analogue que chacune des
deux intégrâtes V<~M,

Vdu a zéro
*/7W<Ï~ '7/<'

pour limite.

nmn~ ` GnG·

Nous avons, par conséquent, t'égatité

V~M-t-~ V</K-)-<
Vt/M=(.

*–~ '00 t)

Si t'en prend o poura~~ent de Met dp i – u le tong du chemin



SUR L'ÉQL'ADOX U!Ft'É)ŒXTtËLt,E DNËAtRR. Kt(:. a.)5

ab, il est clair qu'on devra prendre -1-7?pour argument de u le long du

chemin L'a', et 7:pour argument de – u le tongdu chemin &'L.En

se reportant alors aux expressions des fonctions y,, 0:, par des

intégrâtes définies, on voit que t'égatité précédente donne entre ces

fonctions la relation suivante

(~r(~y) rf~
,r:~ 1 ,J,

ï o/t+e ,'j, ,9:¡'
r(o:-)-p-(-!– r,~ r~-r-~–~

La formule (t) a été établie en supposant que les parties réelles des =

quantités y <x-4-i – sont positives.

Pour démontrer qu'elle est générée, il suffit d'employer le procédé

bien connu qui consiste à prouver que, si la formule a lieu pour des va-

leurs de y j3, M+ t – 1 comprises entre certaines limites, elle est

encore vraie quand on diminue l'une de ces valeurs de l'unité.

Démontrons d'abord que la formule a lieu quel que soit<x; si la for-

mule est démontrée pour certaines valeurs de M,j3, elle aura lieu

aussi pour les valeurs <x-t- r, P, 'y; on pourra donc écrire, en rempla-

çant m,, 0~,-pspar les séries correspondantes, ~–~
~u'

.r(~)r(a+I-Y) r. 1 .1, 'r'l\F P,. + .r)
r(~p+.-y)

F:~i~~T,
r(p)r(y~~) l''(~

(.\Y ~7j.p,y,

~.+e((~+~-Y)~cir(~I-y)r(y-3)(-,x -aF a:,a+I-a.
+ ,<ï~

(-.)-
F (. -r'~

r(CC+~+2-Y)
1

r(~)f(y-~) F(a+,t,,3~y,x)
=~~ F;)

~(-.)-.F(~
+e(~+t-y)1tI..

r(a + 2 f3}_
(_x)-a-I F CC+I,cc+2- y, cc+:>. 13,x

Multiplions la première de ces relations par (a;–j3).r+'y–2'x, la

seconde par<x(!–.c),~et ajoutons. Le~coefûcient de
-L~ ~~jJ

sera

[(a:– j3).f+y–2a:]F(~y,~)+cc(t–.c)F(o:+f,{3,y,~),
G 4
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c'est-à-dire

:y–c~ F.K– 3,y,.c~,

d'âpres les relations données par Gauss ( ) entre trois séries bypergéo-

métriques dont les trois premiers éléments ont des différences entières.

On aura, en outre, dans le second membre,

e'Y'
h~ j~ -j- ~j F( ~+,-y,~+, )

––––– ~~3-+2-
~-t-t– ~/iS

D'âpres les mêmes relations, la quantité entre accolades n'est autre

que

~-j5)~i'–f,o;-y,~–

et le coefficient de
F(~–i,K–<x –

devient

-–)(-~)-(-~ r(u+~)
l 1

=~r-~ r(.r(y-~ jy_
i. (e<–0)

Quant au premier membre, on trouve de même qu'il est égal a

~I~y-y-

d'où ta reiation'

=1~~F(.)

+e,Y~Zl~l(-)-(~.)F~y,),t i~tX– p)

(') C~K('~e.teow/~e<t'~t.in,p.!33.
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qui n'est autre que la formule (!). où l'on a change en x –r. (:ett<;

formule est donc exacte, quel que soit <x.

Tout pareillement, on démontrera que, si la formule (I) a lieu pour
deux valeurs de y différant d'une unité, elle a encore lieu pour une

valeur de y inférieure d'une unité à la plus petite. Par conséquent, elle

est vraie pour toute valeur de -xet de y. H reste à démontrer que peut
aussi être quelconque, ce qui se fera par un procédé absolument sem-

blable.

14. La formule (1) est donc tout à faitgénéra)e; on en déduit faci-

lement les autres formules que l'on trouvera ci-dessous

Il) g~r(:il'(~)1(a+r-Y) 1'(13) f(y,- (3) ~~i+~-)~ciii`U+~-Yll!Y _)
~=~

00
1'("'+13+1-;) f(y)

Y
l'(et.+I-j3j

us'

(LI) e,~xtr(a)T'(~+~),l'la)I'(Y-u) +Prx+,-y)Ti~ +`-l)r(7-TI'
l'=,'t~+i-i;;

~4's,
f(o:+13+I-Y) f(y) l'U.:I+I-O:"

(III) e(Y--$)air(%-N)T(~-a.l~r-r(N)l'(Y,),~ +P~t>~ir~a)I~(N~ J,“

f(~ )1" Î t l" 1" 1" Q'

(iv~rf~ri.
t °'~

1 1i
r(a:-)-f3-t-t–y)'' r~?.– 1~+)-)'

La formule (!!) se déduit de la formule (!) en permutant K et

On obtient la formule ()!!) en changeant, dans la formule (!), en

Y–ec, j3 en y–~3 et en multipliant par () –.r)T' Ennn, on obtient

la formule (IV). en changeant, dans (I), a en K+t–y, en t3+i–

'y en 2 –'y et muttiptiant par .r' remarquons que, si l'on prend,
comme nous l'avons supposé, l'argument de x compris entre –~ et

-)-!Tainsi que celui de (-.x), on aura

.y==(–.y!e~

Les relations (1). (11). (IIt), (IV) sont distinctes, et l'on peut en

déduire toutes les relations linéaires qui existent entre trois des six

intégrâtes. Ces relations sont au nombre de vingt; il y a lieu de remar-

quer plus particutierement celles dans )esqueHes Hgurent deux fonc-

tions d'un même groupe, qui permettent de passer du domaine d'un

point critique à un autre, et qui sont utiles pour l'intégration de t'équa-
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tiondinérentietie.Il existedouzerelationsde cetteespèce;danstes
huit autresentrenttroisfonctionsappartenantà troisgroupesdiffé-
rents.

P<ïr//f? .!K~fM/'6 </« ~/M~.

y, ,.r(f3ir(a+I-Y) l'(3)f(y-f3) J ,rIX+l-y)r(y-f3i+e(¡1+t

--Y)hl--
.v

fz) ,.rIa) r([3+I-Y) rra) r(y- y+e(x+,tr~~+i-Y)r~Y-_a).s.

Q,
r(Y+I-a-[3)' r(Y) r(f3+I-a)

~)~±-)~
r(ef+f3-+-[–y! r~–7; rfct-T-.–p)'

(5) ri~-)K' “ = iMil~J. rii=L~~e'Y

.r(~+. r(y). r.p)~"

(6)~±'-7)r~~=~~y)r(.
r~+~+t–y)'- t(s–y) ifp+t–e:)'"

'r('r~) r('–3)r(s+i-7) .rf~–~rfs+t–y)
(7)

~r(~ ~= -~–rt.
?~.<

(8) ,M?~)~

r([3+I-(z)'"

r(y+,6)~ r(a-y)
°"'

r(o:+F-p)

r(y)r(y-o:-p) r~)r(~+f3-y)
~)

< = rr~ + "r(.)r~–
?~

r(.)r~p) r(.r(.+p-y)
~~?~-

r(t-~)r(.-p), ?~r(~+.-y)r(s+.-y)~'

__r(~+!3-)-t–y)r(t–y) r(~+p-h[–y'~rfy–t)

r~+~'y:~r'('!3~T'~y) 'T~)'r ( ?"

r..7+t–<x–)3)r(i–y) r(y+ï-<x–6)r(y–))
(-) ~= –r(.)r(.-p). ?. + ~r{~)r(/–
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_Ii/~i'y u'~ l'(y)f(a-f3)

~~=;
?,

1 -t r 1, (3) r x;
1,

~=
r~ T~

(q) 9'- .él-YI1"ç¡'I+ -e(~Yi~i~s>
f(l-a)f(¡3+I-Y) y~ fh-f3:,l'(a+I-Y)'

(.5) ~= ~iL=L7~~±.– ~7lilL:- y).r~+ -~) .(ï-.).(15) Cf'3
7{'p'"

,w, "Y e 'Y',
r.r~-(-y)~ r(2-y;r~r~)

(.6) ï'P±. r(y,r;y)r~+.

~r(.r(~y)~ r~-y)r;y-f~

(~) = ~d~) ,“ + r~+p+.)r(.-p)r(p+,-y)r~) °~ -1-.u.

r(~+i-~r(.
z

1'(13+1-)1'\13)
e

_.r;+r-yir(.ij
p

c~),
r

-4-
f(I-;3)f(y-;3;

(,.) = r(y±'ÉLL~y)r(~p)
r(~-y)r(.+,-p) ~r.,

r(.r(y-p)r.+f3+.-yi r(~i-y)r(~)

~-r(y+i-p)r~+p-~r~+,) r~+p-y)r(.s+.(M~
.p~p~ r(3+i-'y)rfj3)"

Partie inférieure du ~/aM.

e-I_(~)T'(~+r-y)~=r(~)T(y-a) tY_ü;~iT~a+r-i)T(y-~),~
f.r

.=Ei~L.
( J

f(a+(3+I-Y)'- l'(y)
S~r+e

l'(a+I-[3)
~a~

'––– f(o:+¡3+,-y)," ryY), 1'([3+I-IZ)

(3) e(~ Y

r(Y+I.a')' 1 ('y) 1'([3+1-0:)"
~s.

“,
f(cr.+(3+I-Y)'- r(2~Y)

L.I
f(cr.+r-¡3)

––
(5)'

e(u--Y)7ci y C/ r
e(u--

r(a + 1 (3)

(6)~ .f(IZ+I-)l)f(¡3) r(cr.+I-y)T(I-IZ)
T(¡3)f(I-IZ)

r?r
~r~=~

1'1 1)7ri r 6~/ 1'1
r.<iri 1'

1". l'II'-
hr1

r(y+r-a.-(i)' r~2-%) y) L, ¡3 + 1 a )

g e('ir(~-a'T~y~ ~) (PoT(z-a)T(a+r-yi y)
(P-+ (x->zirll-i~)1-(a+z_y y)

0')w )~
.='
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r (2 1 fi r,2 2 1', cr. ¡3', (-I),i
~)-~=r~

1)1t/7'3 + e(Y-~ cQ,,
~·l) ~'`,,` Jj~I'(x~i-t- f)

(t;ï)'
r 1'11-y!r:a+I-¡3) I~i~

1'(y\r(l-y'fI7.+I-¡3\ = y), y;,

(161/q; I';t /~1 3-I-, 7.:'JI 17 r (1 C~,r~'+t-a.~e(~);;r~.

f,,y
r(..+~y)r(p-~ e~cxir~s+r(.+f3+.-y)r(.('?)

r(~7)r(~) r~+--yjr(~)

(.8)' ~=~(P-~ rf–o:jr'~–fx; i~'–,3)t!y–p)
CJ"

( r(y+.r{.+~r(.+.-p) _“, r(~-y)r(~~.9; <p,-
r(.-p)r(~-p)r(~+~+!-y)

e
r,~+.-y)r~)

?"'

,t'r{.r(~) _r(~)rfp_~ Y c~ho) (0,,= C(t-°'t i'(% x) 1~,a.+~+c-Y)
P ;;)2-

rlN+' /l I';[5/
( y (Q6.

r~-o:)r~-K)i~+~+f-y) r~+.-y)r(~)

15. On déduit les formules (5) et (6) des formules (3) et (4) en

permutant « et P.St dans la formule (4) on change en y–<x, en

y–~3, et que l'on multiplie par (t–a?)~ on obtient la formule (~);

enfin de cette dernière on tire la formule (8), en permutant K,

On obtient les formules (g) et (io) en éUminanty~ entre (2) et (3)

et entre (6) et (y); résolvant (g) et (ro) par rapport à et on

obtient (n)et(i~). Des formules (t) et (2) on déduit les formules (13)

et (17) en résotvant par rapporta~, et a y~-Si dans (t3) on changea

eno:-)-t–'y,pen~+i–Y.'yen2–'yetsi!'onmu)tiptiepara?'*Y,

onobtient(t4); des deux dernières on tire alors (t5)et.()6).

On tire de même (t8) de (17) en changeant Yen Y–<x,~ en'y–j3 et

en multipliant par (t –.r)~ puis de (ty) et (t8) on tire sans peine

(.9) et(20).

Ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer, les formules (g), (io),

(u), (ts) devront avoir lieu pour tout point du pian. !t en est de

même de la formule (r3), car, la fonction~, étant uniforme dans le

voisinage du point o, on peut supposer que le chemin suivi par la va-

riable coupe ta Ugne–'o––o. Mais les autres formules, pour un point

pris dans la partie inférieure du plan, seront différentes; la relation
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entre <p,,<?; <?~,par exempte, sera

j .r!6.r:x-i-~–
~r~

“ “
L~ “

i~~7! -y~r-u%e~

,)Jo -ua.

l(y; i!x-t-!–

Elle diftëre de la formule (') en ce que 77y est rem;)!acé par (–n;
toutes les autres formules, qui se déduisent de celle-là par des permu-
tations de lettres, se déduiront de la même manière des formules cor-

respondantes déjà établies pour un point pris dans la partie supérieure

du plan.

16. Considérons un chemin de forme arbitraire joignant deux points

quelconques M et M'du plan, et ne passant par aucun des points o et 1.

Si l'on part du point M avec une solution particulière de ('équation

différentieHe, cette solution se trouve définie tout le long du chemin

suivi par la variable, et l'on arrive au point J\r avec une intégraie déter-

minée. Les relations précédentes permettent de trouver effectivement

cette Intégrale quand on se donne le chemin qui joint les deux points Ai
et M'et la solution particulière avec laquelle on part du point M.

Supposons d'abord qu'on parte d'un point Afigurant unevaleur réelle

comprise entre a?==o et x= t et qu'on aille en un point M' du plan par
un chemin direct, ne coupant aucune des lignes–~ o, -i- t- +~0

Dans le voisinage du point A, l'intégrale pourra être représentée par

C~-t-C~, les constantes C, (7 ayant des valeurs convenables. Si le

point M' est dans l'espace E., on remplacera y~ par valeur en

fonction de o, et de y~, et l'on emploiera pour le calcul effectif de la

fonction le développement le plus convenable de chacune de ces fonc-

tions. De même, si le point M' est dans l'espace E;, on remplacera o,

par sa valeur en fonction de o~et de Se.

Si le point M'est en dehors de l'espace commun aux deux cerctes €“,

C), on pourra exprimer <p,, au moyen de 03 et de o,, mais en ayant
bien soin d'employer des formules différentes suivant que le point M'

est dans ta partie supérieure ou dans la partie inférieure du plan.

Supposons maintenant que, partant du même point A, on suive un

chemin quelconque aboutissant au point M' et ne passant par aucun
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Partons du point A avec une intégra)e particulière C~+-C''?2. et

décrivonsun tacetdans le sens direct autour du point critique ;r=o.

Pour voir commentse comportecette intégrale, il n'y a qu'à remplacer
?2 par

r~+p.+.t-~r; r~+i3+.-y~r(y-,)

r~-+, -y)T(ff+Ti-Y) r~)r(~
?"

Quand la variable décrit le lacet, !?, ne change pas, mais !?s se

changeen e~yg, de sorte que l'on revient au point de départ avec

t'intégrate

c..+c' Ci,
~~r(~r(~V-yr'

r 17 1

.[,],
r

que l'on peut écrire C,s, + C,p2

c. c + c' r(~+p+.-y)r(.-y)
r(~+<r(j5+.-y)~

C',==G'e~('

Si le lacetétait décrit dans le sens rétrograde, C<p,+C~~ se change-
rait en C, -)-C' tes constantesC,, C'~ayant les valeurs suivantes

~=c+c'~L~t~Ci
r(<x-~t–y)r(p+i–y)' Y)

C',=C'e-C-T)'

De même,par un lacet décrit autour du point .c==i,C<p,+C'<pase

changeenC~t–t-G't~:

C,=C~(T-

~I~<– T(y -) Ir 13)

des points o et f. Un pareil chemin se ramène, comme on sait, à une

suite de lacets décrits autour des points ~=o,~==< i dans un sens ou

dans l'autre, suivi du chemin direct allant de A en M' (~s-. 4).
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G. 5

On prendra le signe ± devantan~–M–p) suivant que te tacet

est décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde.
Si la variable décrit plusieurs lacets successivement, il y aura lieu

d'appliquer les formules plusieurs fois de suite, et l'on retombera fina-

lement dans le cas précédent.
Prenons enfin le cas généra) où t'en suit un chemin joignant deux

points quelconques du plan. On peut remplacer ce chemin par te che-

min direct allant de Men A, suivi d'un chemin déterminé allant de A

en M'. Pour être ramené au cas précédent, il suffira de déterminer avec

quelle intégrale on arrive au point A quand on suit le chemin direct

allant de M en A, ce qui se fait sans difficulté, d'après les explications

données pour le premier cas.

Considérons par exemple l'équation différentielle

c~'r T~\ <
[ – +

– –
– = o,

r/a:~ f/~

qui admet comme intégrate la série hypergéométrique

F~t f'~t. :) 2 "T

Supposons qu'on parte du point A avec cette solution et qu'on dé-

crive le contour fermé ABCDA(~g. 5), environnant les deux points o

Fi~.5.

et t. Ce contour se ramené à deux lacets décrits dans le sens rétrograde

autour des points.~ ==[, ;r==o; après un premier lacet, décrit autour

du point .r ==t, on reviendra au point de départ avec l'intégrate

r~r`r;i-J-N~
<ï- F( i, .r) + (. -'(Y–~) F f i':1'2' 1

i – a:~ i –
P"

après le second lacet, on aura une inté~raie qui pourra être représentéf
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dans les environs du point A par

CF[.)+C.F(.i-~),

C, C, ayant les valeurs suivantes

C=<r-~<T-+ sin(~7rsin~C-g-2nr(Y-xW)~S1t1(~-a)ystfi(%-r5)T(t-e_2xci(y-a-i~>)(I_-g-2~c:(i-Y))~
Stny7rstn(y–<x–p)~

C.== .(,<T––~).
r(y-~)r(y-p)

Faisons <x= f, ~==~, 'y==~, on trouve

B~i 5~t\ S~
C = e'~ +~~–e~=~- 6~,

E~\

C.=-~i-

17. Lorsque y, ou bien 'y–<x–p, ou <x–j3, est un nombreentier, on

n'a plus qu'une intégrale dans l'un des groupes; pour en trouver une

nouvelle, on emploiera le procédé suivant, d'un usage assez fréquent
en Mathématiques. Soient~~F(~,r),y,=F,(.r,) deux intégrales
distinctes d'une équation différentielle qui viennent se confondre pour
une valeur particulière de la constante r; on obtiendra une autre

intégrale en cherchant la limite pour /'==/ de l'expression

F(~F.(~r)-––––~–––––
A-–r,

qui est aussi une intégratede la même équation différentieUe, quelle

que soit ta valeur de r.

Supposons par exemple que y soit un nombre entier; on peut ad-

mettre qu'it est positif, car, s'il était négatif, on ferait la transformation

~==~T~.

Ïi y aura encore deux cas à distinguer suivant que 'y est égal ou su-

périeur a l'unité.

~e/m'erc< -y==f. Les deux intégrales

F(a:,p,y,.r) et ~TF(<x-)-t–y,p-t-r–y,~–y,~)

deviennent identiques pour -/==<. D'après ce qui vient d'être dit, on
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H timitf nnnf~–– ) f~ t'fvnfceonncherchera la limite pour y= i de l'expression

Cette limite n'est autre chose que

dans laquette on fait y==
La fonction étant susceptible de quatre formes différentes, i! en

résutte également quatre formes pour la nouvelle intégratc.
Soit

D'
<)· der; dc~,

(' A 1 ffi' dDésignons –~
-+-

-)-2-~
par ~<(~); soit A,~te coefRcient de .r'"

dans le déve)oppement deF(<x, y,-a?).On trouve sans peine

11l==+or;.

Bm== -t- ––– -h -t- –––––––
+ S -+- ,–– -(- ~–––––––

I<x ix-)-) (X-+-/M – t p p+' p+yK – )

-.(~

·

Si l'on prend <p<==(J–~)~'°'F(Y–<x,Y– p, 'y, .r), et si t'en appeHe,
comme tout a )'heure,A,n le coefficient du terme générât dans la série

F('y–c(,'y–y,.r), on aura pdur~,(.r) une nouvelle forme

~,t-+~

Chacune des deux autres expressions de donnera une expression

.y'"Yl''(!X-t- f – y, p -)- – y, 2 –y, – F(;x,j3, y,
'–7

logx
~<P) Je); <)p~

~+~
T + c)~ d; dy

<pt=F(o:, ~,y,~).

~(;r)=
AmB,

m=1

If t t t

-2

` m

~<(~)=~yA~B~)""(t-~)'P,
n~=+n

f t t )
B~== –– -t- ––- + -)- -–– -)-

––~ -+-+ ––,
t–fXex 2–<X /K–<Xex 1–p¡3 <K–p(3

-~(t+~+~-t-)- -L).7K/
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différente
de (x).

C'est ainsi
qu'on

trouvera

-c

~j(.c)=–iog['––.c;Fx,)–f,t-ft–-t:r~~AmB,K)
)

'j' ,n,

-c– j~j

O! -4- ) ( ;x + //t – )
;( – ) ( – ) /M –

B,,t= +
–

+ + -t- –, + -t- +
0; 0:-<-f i 6t-)-~t–< 1 t–~ 3–p W–p

– 2
(

t
-t- -t- +.+-).

De même

~,(a-)=–tog{f–~i(t–)~Fp, <– !,––)+(t–.f)"['A,MB,M––j ?

tM=t

pi'P 4- <).f~ +
m –

!)(t – c:'(a
–

xL ..(M
–

<x)
A~-

–––––––––––––(1.3.–––––––––––––'

~=~+~+-"+~+-+~~ ~+"'+~13 13 + 1
¡3 rn m --1 1 0: 1 ¡3 m ¡3

-.(.+~+~). )

QueUe que
soit

t'expression que
)'on adopte pour~,(a"),je désigne

par Q !a nouvelle
intégrate

Q=<p,tog(.c)+~,(~).

Cette nouveUe intégrale sera, comme les
précédentes,

uniforme dans

toute l'étendue du
plan, pourvu que le

chemin suivi
par

)a variable ne

coupe aucune des lignes –oc –– o, < –– + oo

Le même
procédé, qui permet

de trouver une nouvelle
intégrale,

permet
aussi de trouver les relations linéaires entre cette

intégrale

particu!iëre
et les

intégrâtes déjà connues.
Supposons, pour

iixer les

idées, que!as0mme<x+~
ne soit

pas
nulle ni

égale
à un nombre en-

tier
négatif;

donnons à
y

une valeur un
peu

différente de l'unité. On

connaît les trois intégrâtes

~F[~,y,~), ~TF(~+t-y,~+!-y,y,.c),

~1-~ -f/F(a:+-p+t--y,),
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entre lesquellesexiste la rotation

r~+ .s ~–– 7_ r~ -+- – y)~_7_T~
<p~ '7-7 'J + 'l,

~ryjY~ 'r~r~;

Remplaçonsdans cette relation y., par a~+('–)Q, et faisons

tendre vers l'unité; y) et ~2 se réduisent n~iF(<x.j5, [,.r) et

F((X,j-i, c<+ i – a?),tandis que Q<devientégal à Q. Il s'agit de voir

ce que deviennentles coefficientsde et de Q, dans la mêmehypo-
thèse

1(a-( +r-7j '<' ',p' '(. .'0, .1,
~=r(.)T(~~
T

( ) \P ( /) ,lP+I-Y!'
,r

r(<=<+(3+i-y)
-–rr.)T~–

Faisons tendre Yvers l'unité le coefficient de Q se réduit à

– –~–– quant au coefficientde o,, le premier facteur a pour li-
r(a)T(R)

mite rr~T~-w' Le secondfacteurpeut s'écriremite
~r(~~T(~1.

Le secondfacteurpeut s'écrire

r~-y)r(~r~)-r(~r(~+.~y)r(~+.
i-y

On aura sa limite en prenant la dérivéedu numérateur pour y==i,

et changeant le signe. Cettelimite sera

~r'(i:)r(~)r(p)-r(~)r'(p)-r(~r'~).

Onaura donc

fF(~,p,~+f3,t-)

(..)
_r(~+~r r~_r'(~ ,¡:;

r' r;.+~ Q.
( -r(~r(!3)L" r~) r(~J' r~)r~)~-

DeM.r:e/Mec~.– Supposons~supérieur à t'unité, y==a+yK, métant

un entier qui peut être nul. Voyonsd'abord ce que devient la série

F(~-t-t–y, P+!– 2–y, .c) lorsque' supposé d'abord un peu
différentde2 + /K, tend verscette valeur.Écrivonsles premiers termes
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I~" .·
de cette série

-t- ) – -i- – X--(- t – -i- –y -+-) – y + ?. – yJ1x.-+--7" ,x -1'-
'–y; ..2.2–(3–j

+ ~±i~.ZL~±J'L:i~l~Z:l±~r:i~~ -<+. -c-m_C'm. ,x. +
!.2.H-t-)(~.–)'j3–w-(-t–yn/x-–

Lorsque y tend vers la valeur M+2, les termes en

conservent des vateurs finies. Mais le tertne en .r' devient infiniment

grand, à moins que l'un des facteurs du numérateur ne devienne uut;

pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'un des nombres &ou

ait l'une des valeurs i, 2, 3, .K-w. Si cette circonstance se présente,

tous les autres termes conserveront égaiement des valeurs finies pour

'~= 2-+-/M,et nous aurons encore une intégrale. Cette intégrale est uni-

forme dans le voisinage de l'origine qu'elle admet comme pôle, ce qui

prouve qu'elle est différente de l'intégrale F(o:, y, .r).

L'ensemble des termes à partir du terme en a?'"pourra s'écrire

C F ( w -+- 2, .t.- ) .c"

Quant à l'ensemble des termes précédents, on peut de même les rem-

placer par

C)Ff<X,0!+!–y,Ct-t-t–j3, L~

de sorte qu'en multipliant par ~l'intégrale deviendra

Cr~F~+'-y,~+i-{3.~+CF(a:y,.c).

Prenons, par exemple, l'équation différentielle

<~x (1.x j Ixy' +2 ztlxT z~" 0
~('+~+-~=0,

que l'on obtient en faisant dans l'équation générale

;X==t,~=–?.,y=3.

ËHeadmetcommeintégralesy== -et~= f–a?+
,-)

de sorte que
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l'intégrale générale sera

~=-' -+- C~{ –
-)-–)-3~

I) est remarquer que, lorsque lacirconstance qui vientd'étresignatée
se présente, l'origine n'est pas un point critique pour l'intégrate gène-

raie, mais peut être un pôle.
Cecas exceptionnel écarté, on voit que la série

F(o;+t–y,t-t–y,a–y,~)

présente des termes qui grandissent indéfiniment quand on fait tendre

y vers la valeur 2+M.

Nous prendrons la fonction

.ïF(~ +-1– y, + t – y, 2 – y, .r) (M-+- ?. – y1,

qui est aussi une intégrale de l'équation différentielle, quelle que soit

la valeur de

Cherchons la limite de cette intégrale lorsqu'on fait tendre vers la

valeur /M+2

(/7! -+- – y) F(o:-t- – y, p -<-f – y, 2 – y, ~)

,r (a:+'–7)0-t-'–y! t=/K-)-2–y~t +-~–––<LLL~-)-
](m+ L1+ '(a-7)y)-

x+
J

Le premier terme de la série entre parenthèses qui devient infini est

(a: -(- !–y)(x+ 2 – y).(6f-+- w4- t– y)(~+ – yj.. ~( jS M-)- t –y)

) .2.(/M +t)(z –yj(3 – yj.m-i-t – y) t/H -t-a– y;

Faisons tendre 'y vers la valeur m+ 2; les termes en x, .r~

deviennent nuls, mais les termes suivants conservent des valeurs finies.

Le terme en a?' par exemple, devient

[<x–/M– ~(a:– M)(a;– /)!.+t).(et – t) ((3– w.– t).3 – t)

j'.z.n.(rn+tu-nzlv-rre+y(-nz+z'y; _m~,1.2.M. (M+ ')(– M:)(– f)<+t) j– m-)-?.).– )

La série tend donc vers

~)(~).)r,, y
(–t)"t.3.m.).?.(~+.)

r.p,y,.rj.
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Si donc nous considérons t'intégrate

f–)"M.t.?.iM-t-fM-t-a–y'.
1" r. F

i) rïr~ 3- 3- i F -y. 3 -+-, ==F,,

cette intégrale viendra se confondre avec t'intégrate F(<x,p,-y,.c)

lorsque-y prendra la valeur 2-+-/M.On obtiendra une nouvelle inté-

grale en cherchant la valeur limite pour -y =2 + /Mde l'expression

F.F(~f3,
a -t-/K– y

On trouve, comme plus haut, pour cette intégrate,

“ JF JF
+

~F

)og~t(.,3,+~+~,
o l ¡, 5e d ~3 Oy

dans laquelle on donne a ta valeur 2+/M.

On pourra ensuite exprimer cette nouvelle intégrate au moyen des

intégrâtes déjà connues !p,et p~ par le procédé employé plus haut.
On opérera absolument de la même manière si-y–<x–6 ou a:–6

est un nombre entier.

18. Je terminerai par l'application de la théorie générale à l'exemple
suivant

i(..
c!-w.

'(.
dy t

(.)' ~(t-+(,~o.~)~=o,ix-72 1dx

que l'on obtient en prenant <x=~==~ et 'y=i. Cette équation se pré-
sente dans la théorie des fonctions elliptiques, quand on veut définir

tafonction complète de première espèce

r'

~)(t-)

comme fonction du modute pour les valeurs imaginaires de ce mo-

dule. Elle a été étudiée à ce point de vue par M. Fuchs (' ), puis direc-

tement par M. Tannery. Les résultats qu'ils ont obtenus se déduisent

(*)./W<M/07'C/M<'f/<'jt.7),p'.gt.
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sansdifficutté du cas généra!. J'emploierai, {)ou)'cet e\en)p!c, !cs no-

tations de ~LTannerv.

L'équation ()/ admet une intégrate uniforme dans toute l'étendue

du plan, pourvu que le chemin suivi par la variabte ne coupe pas la

ligne indéfinie [ -r-'x:. Nous la désignerons par P. A t'iuterienr

ducerc)e(~,ona a
"+>,

.t r~ 'f.5.w–p
P==L<(~)=.~

,J111:.=1
Soit.

'(-cj~=F(.i,a.

Dans l'espace E, on aura de même

p=-e~
~t–.C'

'y étant éga! à on aura une nouve!teintégra)e contenant un loga-
rithme nous la désignerons par Q. Cette intégrate sera uniforme dans

toute l'étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne

coupe aucune des lignes –x:––o, +1-––+co A t'intéricur du

cercle Co, on a, en posant

.Lf.c== ––r-,–––––~L 2./j.b.2/M J/=i

~==[-)-~+~-+-+-–––J_,
~llt
=

L -f' S1'.
3/H–f

·
?. /7A

Q:=:d/(.r)-+-o(;)*no~.r;

de même,dans l'espace E~

Q
= ~=L( ) [,0~ )og(. ~:] + 4 d, f~–.X' – –

L'équation (') ne changeant pas de forme par le changement de x

en i – .r, elle admettra deux autres intégraies P' et Q', uniformes dans

tout le plan a la même condition que les précédentes.
Dans te cercle Co,on aura

P'=o(t–~),

Q'=b~~–.i;))og(!–.T'4~'–
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dans t'espace E,, on aura de même

P~=
,(~),

P

t i /~–t\~ .–t\<
Q =

'-= ? (" 'og~] + 4 -– w~A't1 /)

Ces quatre intégrales suffisent pour exprimer une intégrale quel-

conque dans toute t'étendue du plan. Pour avoir les relations linéaires

qui existent entre ces intégrâtes faisons, dans la formule (aj), <x==~,

= == on trouve

ou bien

et de même

On peut résoudre soit par rapport à P et Q, soit par rapport à P' et à

Q'. On en tire

TT 7C

~'– '6)og~ p
4 'o~a

(M)

'TC

(~L~
p~4'0g?p, 'Q'~

Ce sont les relations trouvées directement par M. Tannery (').
Ces formules suffisent pour intégrer l'équation (i)', ainsi qu'on t'a

vu plus haut pour le cas général. Je prendrai, comme application,

l'exemple traité dans te Mémoire déjà cité.

Je suppose qu'ou parte d'un points (~g~.6) très voisin du point a?==a2

et dans la partie supérieure du plan, et qu'on décrive le contour d'une

(') ~M~ ~eM'co/e7Vn/K~e.H<pe/M<e,2' série,t. VHI,p. t~'i.

-]-~
IIJ

7r 1':

p~4jog.p_~TT TT

p 4'og2Kp'
i n'

T 'TC

p~4'o~p_

~-–––~–––

K 7T'

Q
!6)0g~

P, 4'Og-
Q'.

Q-–––––~––––p~Q.
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aire fermée, comprenant les deux points o et j. Cechemin peut se ra-

mener au chemin 6tMA,A étant un point du la droite o-t, par exemple
le point .c=j, suivi de deux lacets décrits successivement dans le

sens direct autour des points x o et et du chemin AMe<.

f.'i({.C.

Partons du point o:avec l'intégrale P'; nous arrivons au point A avec

la même intégrate. Pour suivre sa variation lorsqu'on décrit le lacet u,

il n'y a qu'à remplacer P' par sa valeur en fonction de P et de Q

p-=i'~p_iQ.TT 77

Après avoir décrit !e lacet o, P reprend sa valeur initiale, mais Q se

change en Q-)- 27:!?, de sorte que P' devient

P'P.

Demême, pour voir comment cette intégrate se comporte quand on

décrit le lacet i, remplaçons P par

4'0~.Trp, '?r Q,~7r 7r

P' ne change pas, mais Q' se change en Q'-t-2?:!P', de sorte que
P'- 2:'P se change en

3p,- 2i P.–3P'-2!'P.

On reviendra donc au point <xavec l'intégrale

3~+8~0~. p. ~.<Q.7! 1-L

Si l'on part du point <xavec t'intégraie Q', on arrivera au point A avec

t'intégraie
l'intégrale t6J0~2–~

4~0g~––––rr––––~
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Apres te tacet o, t'intégrate sera représentée par

"p.p
L'

ou, ce
(Illi

revient au même, par

<K~og')',
ou encore parou 1),Il~

(V p'

Après le taceti, on aura

,7:-)-8/iog' 2/7:,r-(-8<iog'2 –32.ONi~?.
(J ~––. –––––––––––––––––––'–– p

c'est-à-dire

.8~ p' ~+S<'os~

On reviendra au point tx avec cette intégra)e.
La même équation (t)'admet aussi deux autres intégrales partieu-

fiëres, xlui sont susceptibles de développements en série, analogues aux

précédents.
On a d'abord t'intégrate

<
f

qui est uniiorme dans toute retendue du plan, pourvu que te chemin

suivi par la variable ne coupe pas la ligne o –– -)- se Je la désignerai

par P".
Pour trouver une autre intégrale, supposons d'abord y =: il K= et

un peu difTérent de ?. L'équation différentiette admettra les deux

intégrâtes

F
(~ )'

(- -~) F
(~,

.S, +
-).

L'expression

~P~
~p"
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sera aussi une intégrate. La limite de cette expression quand ~=-~

nous donnera une nouvelle intégrafe Q"

y-r-?(~) ,– .)-

On a de même

Q-j~4~.1j}

Q" est uniforme dans toute l'étendue du plan, à la même condition que

l'intégrale précédente P".

Pour toute valeur de x figurée par un point situé dans la partie su-

périeure du plan, on a les relations

tp~4'og~

(~ i

~=~t'Q'
TT 7:

De même, pour toute valeur de x figurée par un point situé dans

la partie inférieure du plan,

(P=~~P"Q",

\4
<p'= !L±LiLi~p"– in"

Les formules précédentes ont été établies, comme la formule (21),
en partant des relations (f3) et (i~), qui ont lieu dans le cas généra).

LBe/MaryMe.– Les formules (~3) et (2~) P~issent en désaccord

avec les formules données parM.Tannery(/oc.c: p. 188). Cela tient

à ce que les fonctions P" et Q" ne sont pas tout à fait les mêmes que
celles qu'il désigne de la même manière. Au lieu du système d'inté-

grales?* et Q", considérons le système suivant,

P"=?(~~~-c

~=)-'?(~~+4~(~)!'
y~'L

\-c/J

où l'on suppose l'argument de ~compris entre –n et -t-n.
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On trouve aisémentque l'on a, dans la partie supérieure du plan,

p"==/r,, <r-~ -~i'

et, en portant ces valeurs de P"et de Q" dans la seconde des for--

mules(33). on arrive à la relation

p~4'<p~i~~
n TC

qui est identique avec la relation obtenue par M.Tannery.

19. Les formules de passage établies plus haut suffisent pour re-

connaître si l'équation différentielle admet une intégrale algébrique

ou si l'intégrale généraleest algébrique. La questiona déjà été traitée

par M.Schwarz(Journal de Crelle,t. 73, p. 292). qui, en se servantde

l'équation différentielledu troisième ordre à laquelle satisfait le rap-

port de deux intégrâtes particulières de l'équation (t) et des surfaces

de Riemann,a été ramené à un problème de Géométriesphérique où

se présentent les polyèdres réguliers. Depuis tors, M.K)ein a consi-

déré le cas plus généra! d'une équation linéaire du second ordre à

coefficientsrationnels. J'arrive aux mêmes résultats que M. gcbwarz

par des considérationstout à fait élémentaires.

Si l'équation (t) possèdeune seule intégrale algébrique, cette inté-

grale devrase reproduire, à un facteur constant près, quand on tourne

autour d'un point cntiqme.Baasie cbmatnedu point o, elle sera re-

présentée par l'une des intégrales <ps;de même, dans le domaine

du point x ==i elle coïncidera, à un facteur près, avecl'une des inté-

grales Œe- Reportons-nousaux relationsqui ont lieu entre cesquatre

intégrales on voit que cela ne pourra avoir lieu que si l'un des

nombresa, 6, 'y–<x, 'y– est un nombre entier. Dans chacunde ces

cas, l'une des séries hypergéométriques qui expriment l'intégrale

généralen'aura plus qu'un nombre limitéde termes. Soit, par exemple,

'y–o:=–/M; l'équation(t) admet commeintégrale

(t–.c)Y-~P,

P étant une fonctionentière dea?; pour que cette intégrale soit algé-

brique il faut, en outre, quej3 soit un nombre réel et rationnel.
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Si l'équation (t) admet plus d'une intégrale algébrique, l'intégrale

générale sera elle-même algébrique. Nous allons nous proposer de

trouver tous les cas où il en est ainsi. Nous pouvons exclure de notre

recherche les cas où l'un des nombres 1 <x– serait un nombre

entier. On a vu, en effet, que dans ces cas il existait un logarithme
dans l'intégrale complète dans le domaine de l'un des points critiques;
comme cas exceptionnel, ce logarithme peut disparaître, mais alors le

point considéré n'est plus un point de ramification pour l'intégrale

générale, et il suffit d'examiner comment se comporte une intégrale
dans le voisinage de l'autre point critique pour être fixé sur sa nature.

On voit, de pius, que les trois nombres <x.j3, -ydoivent être réels et

rationnels; sans quoi il existe, dans le domaine de l'un des points cri-

tiques, une intégrale qui prend une infinité de valeurs.

Cela posé, soient~ et y;; deux intégrales particulières linéairement

distinctes, uniformes dans toute l'étendue du plan, pourvu que le che-

min suivi par ta variable ne coupe aucune des lignes –<c––o,

t ––––-t- CC

On part d'un point quelconque A du plan avec une intégrale

e/t-c~sj, et l'on décrit un chemin fermé quelconque, assujetti seule-

ment à ne passer par aucun des points o et i. On revient.au point de

départ avec une intégrale C~-t-C~. Si cette intégrale est une fonc-

tion algébrique de a?, tes coefficients C, C' n'admettront qu'un nombre

limité de valeurs, quel que soit le chemin suivi. En particulier, le rap-
~C'

port– n'admettra qu'un nombre limité de valeurs. J'ajoute que, si cela

a lieu, quels que soient les coefficients primitifs c, c', l'intégrale géné-
rale est algébrique.

Considérons, en effet, la dérivée logarithmique de t'intégraie précé-
dente on peut la représenter par

C~
c/.+c'c~

2

CT")-+-C'T'2
+

C'
y2.r'+~

C'
Le

rapport
n'admettant qu'un nombre limité de valeurs, il en est de

même de cette dérivée logarithmique; comme d'ailleurs elle ne pré-
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sente d'autres points singuiiers que des points critiques et des pô)es.
il suit de là qu'elle sera une fonction aigébriquc de ;r.

Cela étant vrai pour une intégrate quelconque, soient z, et deux

intégrâtes de l'équation ()). On a entre elles la reiation

~.jZ', 3~== H~Yt .t- T-'<

qui peut aussi s'écrire

~(~
~\=: H.Tf.Y-

t
.{J,I

\=~
r,

__H~()–~)T~?-~

fl –

Le produit de deuxintégrâtes queteonques s~est donc une fonction

algébrique de .r. Si z, et s.~sont deux intégrâtes, Z, et z,-+-z~ seront

aussi deux intégrales. Le produit s~+.z,Zg, et par suite 2,, sera une

fonction algébrique de la variable.

Tout chemin fermé partant d'un point A et revenant à ce point pou-

vant se ramener à une suite de lacets décrits autour des points ;r = o,

.c ==j, nous sommesdonc amenés a étudier comment le rapport précé-

dent se comporte quand on décrit un de ces lacets. Nous prendrons,

pour y, et ys' les intégrales et nous partons d'un point A avec

l'intégrale C~)-G~, et nous décrivons un tacet autour du point o,

dans le sens direct; nous avons vu plus haut (n° 16) qu'on revenait au

point A avec t'intégra)eC,'p,-+-C',<p.

c.=c+c'~±~CI('1
r a

+
+ ('

r
1 ~_T~, Y)IJ

1 -h-
–

y.. 1 ;:J < –

c',=c' v.

Soient p la valeurinitiale du rapport lavaleur finale; on aura

,(~).
1ri''O~r rr'\17.+I-ï)[i~+,-y) e:y->t

Posons
/r~+p+.-y)r;7)_
1, ".i'

n'
i'<–) r~-+-f–t

~(~Yi'~K.
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7

La formule précédente s'écrira

(A) ~-a==K;p-«).

Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on aurait, au contraire,

(A)' p'-a~~p-a).

Faisons maintenant décrire à ta variable un tacët dans le sens direct

autour du point critique ,r=t; t'intégrate C~+C'a);: se change en

C,<p,-t-C'~

C)=Ce~'<ï

c~c~

En désignant, comme toujours, par p et p' la vateur initiale et la valeur

finale du même rapport, on aura

1. l~Y- il~r-J~)
~'LrL~"I:~"p P

e .1tI(Y
T(y-~)r(y-{3)\ <<Y-<

Posons

~r(y-j_
r('y-~)r(y-p)-

g-(Y-x-) =: K.

La relation entre p et p' pourra s'écrire

~=K'(~

Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on trouverait de même

(B)'
(i~).\p 7 \p

Le probtëmequ'il s'agit de résoudre pourra se formuler ainsi

Étant donnée une suite de ~M~/K:'<e'~<e//e~~Mechacune se Jet/M~de la

/?rece'Je/ë par /'M/!e Je~yor/MM/e~(A), (A)', (B), (B)', Ja/M ~Me/ycas

arr!ce/'a-<-OM un noM&re/{/K: Je ~Man~y J~ë'ren< ~o/'Jre dans
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lequel on applique ces formules .?McccMt~e/He~restant absolument ar~t-

traire?

La méthode géométrique m'a paru la plus propre à conduire simple-
ment au résuttat.

20. Soient tracés dans un plan (y~. ) deux axes de coordonnées

rectangulaires 0~, 0~. Je figure, comme à l'ordinaire, la quantité

Pig.

p== + par le point dont les coordonnéessont et '<: soient A et B

les points qui figurent les quantités a, b (ces points sont situés sur

l'axe 0~).
Soient M le point qui figure la valeur initiale de p, M' le point qui

figure la valeur dep', obtenue en faisant décrire a la variable un lacet

dans le sens direct autour du point critique x = o

~=K(p-~).

La quantité p a sera figurée par l'extrémité d'un segment mené

par l'origine, égal et parallèleau segmentAM; si l'on fait tourner ce

segment d'un angle Mautour du point A, Métant égal a 2n'('y–i),
on obtient le segment AM',dont l'extrémité M'figure précisémentla

quantité~ Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on tomberait

sur le point M' obtenu en faisant tourner le segment AM autour du

point A, maisen sens inverse. La variabledécrivant une suite de lacets

autour du point 0, les diversesvaleursde p serontngurées par les som-

metsd'un polygonerégulier inscrit dans la circonférencede rayonAM,

l'un des sommetsétant précisément le point M.
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Supposons maintenant (~. 8) que la variable décrive un lacet au-

tour du point critique x –t. Soit M le point qui figure la valeur ini-

)<8 ~L

tiale de o: sera figuré par le point M,,
–

& par l'extrémité d'un

segment mené par l'origine, égal et parallèle à BM,, etK'(-–&) par

l'extrémité d'un segment égal et parallèle au segment BM' qui n'est

autre que le segment BM,, que l'on a fait tourner d'un angle

M'=2)r(o!+p–'y) autour du point B. Par suite, le point M, figure la

quantité et le point M'la quantité p'.

Faisons décrire à la variable plusieurs lacets successifs autour du

point .r=t; le point viendra coïncider avec les sommets d'un poly-

gone régulier inscrit dans une circonférence de centre B; le point p

lui-même restera sur une circonférence transformée par rayons vecteurs

réciproques de la précédente, avec l'origine pour pôle de transformation

et l'unité pour module. Si l'on applique cette transformation à toutes

les circonférences avant pour centre le point B, on obtient évidemment

un faisceau de circonférences passant par deux points fixes imagi-

naires. Il est aisé d'avoir les points-cercles de ce faisceau on a d'abord

l'origine, qui correspond au cercle de rayon infini ayant pour centre

le point B, et le point C= provenant du cercle de rayon nul.

Toutes les circonférences du faisceau seront conjuguées par rapport

à ces deux points, qui sont deux points doubles de la transformation

homographique

i_&==K'('i~
P \P
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Avant d'aller plus loin, je démontrerai le théorème suivant de Géo-

métrie, qui sera utile pour transformer t'énoncé du problème:

j&a~ donnée une circonférenceet n points sur cette circonférence A, B,

C, L tellement disposésque, si l'on fait une :e/'MOM e/<?n<x~DOM/'

pâle M/ï/M~ 0 ~M/a/ /M/~o~~ correspondants A', B', C', L' ~OM/~

les ~o/M/Me/.td'un polygone re'g'M/<er,soit 0' le point conjugué du point 0

par rapport à la c/A'co/6/e/ïce, tous lespoints de la circonférence décrile

sur 00~ comme ~a/Me7/'edans un plan perpendiculaire au plan de la

~~M/'e/OMM~n~de la /M~e~o~r:W~Me le point 0.

'K-U-

Soit S un point de cette circonférence. D'après une propriété élé-

mentaire de l'inversion,

A'R'–– P
"OA.OB'

Aï< p 1.
~SA~B~"

Donc
A,B, _/P.\ OA OBAIBI

-(P)x
OA X S13~

A'B'P/~SA~SB'

CI d
SA SB

J .1 1.Chacun des rapports nR~ constant; donc i! en est de même

de .~–' Si le polygone A'B'C'D'E'F' a ses côtés égaux, il en sera de

même du polygone A~B~C~B~E~F,, c. Q. F. D.

Revenons à la question proposée et considérons la circonférence dé-

crite sur OC(fig. to) comme diamètre dans un plan perpendiculaire a
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celui de la (tgure soient S et S'tes points de rencontre de cette orconfe-

rence ~vec la pet'pendt<:u):ti)'eetevée p:n' le point A~u pion de )a n~ure.

Concevons la sp)ië)'e décrite sur SS'comme diamètre, et (aisonsune e

projection sur cette spttëre, en prenant ie point S pour point de vue.

)'i~o.

Toutes les circonférences ayant leur centre en A se projettent sui-

vant des circonférences ayant pour pôles les deux points S, S'; quant

aux circonférences conjuguées par rapport aux deux points 0 etC, e!!es

ont pour projections des circonférences ayant PP' pour axe. H résulte

de ce qui précède qu'étant donné sur la surface de la sphère un point m

figurant une valeur de p, on trouvera le point m' figurant une nouvelle

valeur de p en faisant tourner le point m d'un ang!e M autour de SS'

ou d'un angle M' autour de PP'. Cela est évident pour t'axe SS'; quant
à l'axe PP', itsufut de remarquer que, étant donnés dans le plan deux

points M, M' figurant deux valeurs de~p, dont l'une se déduit de l'autre

par l'une des formules (B), (B)', si t'on fait uneinversion avec le point

0 pour pô)e, l'angle M,BM'~est éga) à M', et, d'après le théorème

précédent, )'angté7Kp7K'doit avoir la même valeur, p désignant le pied
de la perpendiculaire abaissée de msur l'axe PP.

On peut donc rempiacer l'énoncé du problème par le suivant

E/a/:< donnés deux diamètres SS'PP' dans une sphère et une suite de

points sur la surface, se succedant d'après une loi telle qu'on passe de

/'M/t oMe/con~Me<:M~MK~Tï~en ~yaMa~K tourner ~'H~ angle M autour

de SS' ou d'un angle M'aM/OM/'de PP', dans quels cas aboutira-t-on à un

nombre limité de points, l'ordre dans lequel on applique ces construc-

tions restant absolument arbitraire?

Tout dépend évidemment de l'ordre de symétrie des axes PP', SS' et

de )'ang)eVdeces deux axes.
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symétrie d'ordre et PP' d'ordre q'.

Remarque. Lorsqu'on diminue ouqu'on augmente la valeur de l'un

des nombres a, j3 ,yd'un nombre quelconque d'unités, q et q' nechangentt

pas, ni cosV. On pourra donc supposer !–y et 'y–x–j3 compris
entre o, et i; on pourra ensuite ramener 6:–j3 à être compris entre
– i et -t- i; mais, comme il y a symétrie entre les éléments a et j3, on

pourra supposer aussi (x–j3 compris entre o et i. C'est ce que nous

ferons pour la suite.

21. La représentation géométrique sur la sphère n'est possible que

si te point Aest compris entre les points 0 et C, ou, ce qui revient au

sin(,'–o!)~sin(y–S)7r
meme,st!eproduitao=––'––––––5~– est compris entre o

S)n~Stn(y–<x–p)7r n

et i. Dans le cas contraire, on peut démontrer directement que le rap-

porta peut prendre une infinité de valeurs en chaque point du plan. Je

m'appuierai, pour cela, sur les remarques suivantes

1. Il existe un cercle ayant son centre en A et conjugué par rapport

au segment OC.Si le point M,qui figure la valeur initiale de p, est sur ce

Soient

~f- '?-~'-71 -P-q'

Les fractions~ et étant supposées irréductibles, SS' sera axe (le
q q,

Quant à l'angle V, la ngure précédente donne

V=~AO~,

OA
=

OA
/UAcosAOS==–==: –––.––- == t/ –,COSAOS

OS ~QAx OC V OC

=
OA

i.
ces V:= ,.– – < = a a6 – <.

Remplaçons a et b par leurs valeurs, il vient

~,y 'i~P+i-7'r(.-y) r(y =,- ~r(y) -rcos
r~+.-y)r~+.-Y)-r(y-~r(y-p)

cosv=.cos =
sn))'~s!H(y–a:–p)n n

1.
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cercle, tous les autres points que t'on en déduit sont situés sur le même

cercle. Si le point M est extérieur ou intérieur à ce cercle, ceux que
l'on en déduit seront eux-mêmes tous extérieurs ou tous intérieurs.

II. Supposons que nous ayons pris pour origine le point A; appelons

t'i(;.n.1.

z et z' lesquantités qui sontfiguréespar les pointsMet M'dans le nou-
veausystème.Pour la première transformation,on a

~=/fz;

pour la seconde, est Héea z par une relation

az -+-6
f~ -)-<

a ==a: + c = 6:' -t- ~<,

6==y-t-~t, ~=/-)-<

Cherchonsle lieu despointsz tels que mod. =mod.z,

mod.((tz-)- &)mod.=––~–––
mod.(c~ -)- ~)

az-)-<)=(c<~–+y]+/(p~+~+g),

n)od.(az + &)== ~(~ -)- p~~)(~-3_j~_ +~ -)- >

mod.(e~-)-</)=\/(c~)- ~)(.~+~-+-"t'-c-t-M~)-7

Le lieu cherchéaura pour équation

~~+~)(~+~)+/M~-t-~+~=(o:+P'~(.c2+~)~+(~+~~+~')~2+~).

C'est une courbedu quatrième ordre, ayant pour pointsdoublesles
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points circulaires a t'innni. ~iais la circonférence de centre A (y~. f '),

conjuguée au segment OC, fait évidemment partie du lieu; connue les

points 0 et C lui appartiennent égatetncnt, cette courbe du quatrième
ordre se compose de deux circonférences, la circonférence (A) et une

autre circonférence passant par les deux points 0 et C.

Si le point M qui figure la valeur de s est extérieur ou intérieur

aux deux circonférences, on aura

mod.z'<;mod..z;

mais, si ce point est extérieur à l'une, intérieur à l'autre, on aura

mod.> mod.2.

Cela posé, soit M le point qui ûgure la valeur initiale de p, que je

suppose extérieur aux deux circonférences (A), (A)'. Appliquons au

point 1Mta seconde transformation autant de fois qu'elle nous donne

des points différents; nous aurons un certain nombre de points sur une

circonférence conjuguée au segment OC. Soit M, celui de ces points qui
est le plus t'approché du point A; le point M, est forcément dans le

cercle A', et Ton a AM)<~AM. Appliquons maintenant au point M, la

première transformation, de façon à obtenir un point Ma extérieur au

cercie A'; on aura AMa=ÀM,. Au point Maappliquons la première

transformation; nous en déduirons, comme tout à l'heure, un point M,

plus rapproché de A que le point M2' et ainsi de suite. On a ainsi une

séri& de pointsM, M,, M~ M,, se succédant d'après une loi telle
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loi telle qu'on ne retombe jamais.sur un point déjà trouve et qu'on

puisse continuer indéfiniment. Le rapport peut. donc prendre une

infinité de vateurs.

~2. La question de Géométrie spbérique à laquelle nous sommes

conduits et qui est identique, comme on le verra tout à t'beure, avec la

question à laquelle M. Schwarx a été ramené, a été résolue par Stei-

ner('). On peut aussi déduire la solution d'un Mémoire de M. Jor-

dan (2) sur les polyèdres eutériens.

JI y a deux cas particuliers où la solution s'aperçoit immédiatement:

i" Si l'on a deux axes de symétrie binaire, ces deux axes devront

faire entre eux un angle commensurable avec 277.

2° Si l'on a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie d'ordre

K perpendiculaire au premier, on aboutira toujours à un nombre limité

de points.
Écartons ces deux cas particuliers et supposons que nous ayons deux

axes de symétrie PP', SS', dont l'un PP' est d'ordre K(K~3). Les répé-
titions par symétrie de t'axe PP',seront axes de symétrie d'ordre K de

la figure formée par les répétitions symétriques d'un point M de la

sphère; ces répétitions symétriques devront être en nombre limité: ce

qui revient à étudier la figure formée en prenant pour point de départ
le point P lui-même. On démontre sans beaucoup de difficulté que,
si l'on est conduità un nombre limité de points, ces points sont les som-

mets d'un potyëdre régulier.
Les axes PP', SS' devront donc être disposés comme les axes de symé-

tried'un polyèdre régulier ayantl'un de ses sommets en P. JIest évident

que le plan des deux axes sera pour ce polyèdreun plan de symétrie. Cette

condition nécessaire est suffisante. Imaginons, en effet, ce polyèdre ré-

gulier et considérons les polygones sphériques réguliers découpés sur la

sphère par les pyramides ayant leur sommet au centre de la sphère et

pour bases les faces de ce polyèdre. Les répétitions par symétrie de l'un

de ces polygones conduiront toujours à un polygone analogue; comme,

d'ailleurs, un de ces polygones ne peut coïncider avec tui-méme que
_n'

(i) ./oM7;~~eC/'c//e,t. XVIII,p. ?.<)5.
m.w/ t. LXVt,p.M.
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d'un nombre limité de manières, il s'ensuit que les répétitions symé-

triques d'un point seront en nombre limité.

Appliquons cela à quelques exemples.

Exemple
~o.

On a deux axes de symétrie binaire

cosV~ acosTMCOSTrp– t ==cos2<x7r.

It suffit que <xsoit commensurable. On peut le vérifier directement.

L'équation dinerentiette est ici

.J~ /r \</r “t – .r ) –– -t- – .-r – !x~r ==o,t/.E~ \Tt lIx

< ,rV
2

2 =9..C f –a- -7- –
-T- ':<X~ =:0.

'c.c~ <f '\<r/ M~

On en tire

~(~r]=~

Jr ;x <c

~~T~ ~~(t–.t-)'

aresin-=~arcsin~+A.

Si c:est commensurable, on en déduit une relation aigébrique entre y

et .r.

Exemple II. – Prenons encore l'exemple traité par M. Schwarz:

y-§. ~=-~ P=~ l~

7-~=~. 7-~ y-o:–P==~.

On a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie ternaire. Leur

angle est donné par la formule

37r 57T
2sin -stn –

/t t~ t
I

·cosV==–––-–––––t==-–-

sin

C'est précisément l'angle que fait la hauteur dans un tétraèdre régulier



SCfi ).'Ë'JL'AT)OX UtHKHK~nKL), L!~ËAt)<t;, ETC. ~<)

avec la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées. L'inté-

grate générale est donc algébrique.

23. Les résultats précédents peuvent être mis sous une forme un peu

différente, qui met mieux en évidence leur identité avec les résultats

obtenus par M. Scbwarz. Supposons que l'on ait d'abord ramené,

comme on l'a exptiqué plus haut, les trois nombres i–'y,'y-c'–~

0!–~ a être compris entre o et r, et désignons par )., v les trois

nombres positifs et moindres que l'unité ainsi obtenus

=t y,

p.==y a: p,

i/ == K –
p.

Nous allons établir quets sont les systèmes de valeurs de ces trois

nombrestêts que l'intégrale soit algébrique.
Soient toujours SS' et PP' (y?~. 13) les deux axes de symétrie.

Construisons un triangte SPQ ayant pour base SP et pour ang)es

PSQ==(t --y)?7, SPQ=(y -a; –~)~. Évaluons t'angte en Q

cosQ =-=sinPsinScos(SP) – cosPcosS,

cosQ=stny7rstn(y–fx–6)7r–. ,–––––aT-– ]L stnyKsm(~–o:–p)7r ïr J

-+-cosy7rcos(y–af–Sj'n',

ou, en réduisant,

cosQ==cos(<x–j3)Tr.

L'ang)e Q est compris entre oet n; d'ailleurs, on suppose <x – com-
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pris entre oct'.O" aura, par conséquent,

Les trois angles du triangle SPQ sont dont

Quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire ce triangle?

Dans le cas particulier où -y= <x-t-)3==o, les angles S et P sont

droits; le point Q est un des pôles du grand cercle SPS'P'. Si l'on con-

struit une double pyramide ayant pour sommets les pôles Q, Q' et pour

base le potygone régulier dont S et P sont deux sommets, les trois plans

du trièdre SPQ seront trois plans de symétrie pour cette double pyra-

mide. Si l'axe SS' est un axe binaire et si l'arc SP est éga) à un qua-

drant, les trois plans du trièdre seront encore trois plans de symétrie

pour une double pyramide dont les sommets seront les points P et P'

et dont la base sera dans le plan SQS'Q'.

Ces cas singuliers examinés, voyons ce qui se passe dans le cas géné-

ral, en supposant qu'il existe un polyèdre régulier admettant les axes

de symétrie SS' et PP' et ayant un sommet en P. Les trois plans OSP,

OPQ, OQS seront trois plans de symétrie pour ce polyèdre; il est

d'abord évident que OPS est un plan de symétrie, comme on l'a déjà

fait remarquer. Le point P", symétrique de P par rapport au plan OSQ,

est un des sommetsde ce polyèdre; comme on peut partir du point?"

aulieu du point P pour trouver les sommets de ce polyèdre, il est clair

que la figure admet OSQ pour plan de symétrie. Elle admet aussi OQP;

en effet, le point S" sera l'extrémité d'un axe de symétrie de même

ordre que SS'; si nous remplaçons l'axe OS par l'axe OS", nous for-

mons évidemment ta même figure. Donc OQP est un plan de symé-

trie.

Ainsi, les trois faces du triangle PQS devront être trois plans de

symétrie d'un polyèdre régulier. La réciproque est aisée à démontrer;

en effet, tout corps admettant ces trois plans de symétrie OPS, OSQ,

OQP admettra aussi OSP"comme plan de symétrie. Si l'on prend le

Q~X–

S

t' V.77,

Q~
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corps symétrique du prenuer par rapport au pian OSQ, puis iesymé-

triquede cenouveaucorps par rapportau plan OSP", il coincidcra encore

avec tui-memc; mais ces deux opérations reviennent a faire tourner ie

corps d'un angte PSP 2(t '/)n autour de OS. Donc OS est un axe

de symétrie pour ce corps.

En résume, pour que t'intégrate générale soit aigébrique, il faut et

il suHitque les trois plans du triëdreOSPQ soient les trois ptans de

symétrie d'une doubte pyramide ou d'un potyedre régutier.

Il faudra d'abord que les trois angles ).7r,~-Tr,~n soient les ang)es

d'un triangte spherique, ce qui exige que t'en ait

r

-r- f ,> M

U. -i- ) -i-

-i- M.

Ces conditions équivalent a la condition trouvée précédemment que

s.sin(_y_ compris entre o etsi~(y-- .CI.)Trsin(y duit être compris entre o et 1.
su)y7rs<n~–c<–p;~

Il revient évidemment au même de considérer )e triangle PQS ou

l'un des triangles PQS', QP'S', QSP'; les angtes de ces triangtes ont les

valeurs suivantes

PQS. /.7- MK ~7-

PQS' ('- "-)~ ('-K)7T

~P'QS. ~–)7: t~ ('–

P'QS' ()-.A)T- f!7: f7T

On choisira celui de ces triangles pour teque) )a somme des ang)es est

!a plus petite. Soient). ~/7r,~n les angtes de ce triangte et soient ).

u", v" tes nombres/ f' rangés p ar ororc de grandeur décroissante.

Le Tableau suivant donne les systèmes de valeurs de X",p. tels que

l'intégrate générale soit aigébriquc
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24. On a écarté le cas intermédiaire où le cercle décrit sur OC

comme diamètre est tangent à la perpendiculaire SS', c'est-à-dire le

cas où les deux transformations homographiques

~A) p'K(p-a),

(B)
~(~~)

ont un point double commun. Les points doubles de la première sont

le pointa = a et le point ~===0, ceux de la seconde sont S ==o, ~==

Si l'on se reporte aux valeurs de a et de b, qui peuvent être nulles,

mais non infinies, on voit qu'il peut arriver de trois manieras diffé-

rentes que les deux transformations bomographiques aient un point

double commun

t° a=o; il en sera ainsi lorsque l'un des nombres oc-t-t–y,

P -t-1 – *ysera un entier négatif ou nul.

2" &==o; c'est ce qui arrivera si – Kou – ? est nul ou égal à un

entier négatif.

M*.

i a Pyramides doubtes.

H
'i Tétraèdre.

m. ~)

IV

't Cube et. octaèdre.
v" f f)

VL. k

VIL. .,F

vm. § s

IX. 1
i

Xl.
Dodécaèdre et icosaèdre.

X.1. .) -j

AU. a “

XIU.

XIV

AV. 1
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3" ab = f; cette condition donne

sinf'/ x)rsin(y – ,3)77' sinynstnjy – x 3)7r

ou bien

COS (~–3~7- COS (
Ct + S 7T,

d'où

(x-- S)±(o;–Sj~M:

l'un des nombres <xou devra être un nombre entier.

Pour voir ce qui se passe dans chacun de ces cas, supposons le point

double commun rejeté à l'infini; les transformations homographiques

seront définies par les formules

3'– .Zo'=K(z – Zo),

.z'– –: K'(z– Z)'

les points z,, z, étant les deux autres points doubles. Elles donnent

lieu a une construction géométrique fort simple étant donné dans le

plan un point M qui figure une valeur de z, on trouvera le point M'

figurant la valeur de z' en faisant tourner le rayon z.M d'un angle M

autour de zo, ou le rayon z,M d'un angle M'autour de z,. Partant d'un

point quelconque du plan, il est clair qu'on peut appliquer ces con-

structions successivement dans un ordre tel qu'on ne retombe jamais

sur un point déjà trouvé; par exemple, on s'arrangera de façon que la

distance ,z.M n'aille jamais en décroissant. It y a exception pour le

point double commun, qui coïncide toujours avec lui-même.

Il y aura donc une intégrale particulière dont la dérivée logarith-

mique n'admet qu'une seule valeur en chaque point du plan; cette

dérivée logarithmique est une fraction rationnelle. Dans l'hypothèse

adoptée où les nombres <x.p, sont réels et rationnels, l'intégrale par-

ticulière correspondante sera une fonction algébrique. On voit, de plus.

qu'il n'en existera pas d'autre.

Il faut pourtant remarquer que cela cesserait d'être vrai si les deux

autres points doubles étaient les mêmes; dans ce cas, toutes les inté-

grales seraient algébriques. C'est ce qui arriverait si l'on avait à la fois

a = o, b = o.
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Son,narcx(;n)p)c,réquationdiuurentietJ('

.x o y m,X
f/C- <t'

',) 0,

X: 7

E)!e admet. uneintégrateparticuticf'e atgébrique – maistinté-

grate générale
C <7arcsin~.t'

\c

est une fonction /aM~ce/ï~<e.

Prenons au contraire t'équation différentielle

c~r 2~ yw– .t7 -,–,-r- -r- + -J'
3/a~

~~–~ ?- 7=~.

On a n !a fuis c:=o, ~==0; ('équation admet les deux intégrâtes

particuHëres
6x .~r

1[
1 6ft-.t-r)

de sorte que t'intégrale genérate est aigébrique.

25. Ona supposé, (ians cequi précède, que les deux intégrâtes <?, et

<?~étaient distinctes, c'est-à-dire qu'aucun des deux nombres <x,j3

n'était nu) ni éga! a un entier négatif. Si cette circonstance se présente,

on remptaçera y~ par une autre intégrale, <?;par exempte, et, en opé-

rant comme plus haut, on sera conduit à considérer deux transforma-

tions hcmographiques. Ces deux transformations homographiques au-

ront un point double commun, puisque l'équation (r) admet comme

Intégrate une fonction entière, dont la dérivée logarithmique est une

fraction rationnelle. Si les deux autres points doubles sont difTérents

(ce qui aura lieu, en générât), il n'existera pas d'autre intégrate algé-

brique. Mais, si les deux autres points doubles coïncident, rintégrate

généraie sera a)gébrique. Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que, l'un

des éléments<x, j3 étant nul ou égal à un entier négatif, l'autre élément

sditégal a un nombreentier positif.
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admet deux intégrâtes particulières algébriques, et, par suite, t'inté-

grate générateest atgéitrique:

1; Les Mémoires de Gauss et de Kummer sur la série hypergéomé-

trique contiennent un grand nombre de formules qui ne rentrent pas
dans les formules données plus haut et qui n'ont lieu que lorsque les

étéments<x, satisfont à certaines conditions. Le type générât de

ces formules est le suivant

;e- ~()
–

x')--? t-'(~, ~,Y, = ~(' – <)~ F(z'. ;3',y'. <),

t étant une fonction algébrique de .r.

La fonction .~(t–~)'(t–/)~F(~,j'3'<) est alors une inté-

grale de l'équation différen)ie!)e

(') t ~(.[/-(~t ?+.).rj~r=o;

de sorte que l'on est ramené à rechercher dans quels cas t'équa-

tion (t) admet des intégrâtes de la forme précédente. Telle est, ou a

peu près, la voie suivie par Kummer; mais il n'indique aucun moyen

de irouver tous les cas ou il existe de parcittes intégrâtes. C'est ce que

je me suis propose de faire dans ta seconde Partie de ce travail.

Ainsi t'équntiondifïerentiette

.x
<

y ,</)' J y~ u,.t'f-.T -,– -,–?.)'==",

y rt, ~:J.It ( t

-r C ( /{.r -)- – ) -t- (~'A'~ ( f – xr = !¡ x + (, x' 1 x)

SECONDEPARTtE.

clx- L p rl.z~
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2. Je me placerai pour cela à un point de vue un peu différent. Dési-

gnons, avec Riemann, par P(.r) une fonction non uniforme de la va-

riable .y, jouissant des propriétés suivantes

<° EHe n'admet dans toute l'étendue du plan ou de la sphère que
trois points critiques, les points o, ce elle est holomorphe dans

toute région du plan à contour simple, ne renfermant aucun des points o

et f.

2" Entre trois branches quelconques de cette fonction P', P", P' il

existe une relation linéaire et homogène à coetRcients constants

C'P' C"P"-h(7"t""== o.

3" Chacune des branches de la fonction )"este finie pour a?=o,

x = t, et aussi pour .c==co quand on la multiplie par une puissance
convenable de x ou de – x.

Riemann a démontré, dans un de ses Mémoires, que certaines

branches de la fonction P pouvaient s'exprimer par des produits tels

que .r~() –.c)"~F(<x, y, x). On peut aujourd'hui le démontrer plus

simplement. H résulte en en'et d'un théorème donné par M.Tannery (')

que les diverses branches de la fonction P sont des intégrâtes d'une

équation dinerentielte linéaire du second ordre à coefncients uniformes,

n'admettant d'autre point critique que les points o, i, oc toutes ces

intégrâtes étant d'ailleurs régulières dans le voisinage d'un point cri-

tique. Ainsi que l'a montré M. Fuchs, cette équation sera de la forme

//sp ,/p
(2) ~(.c)~+)'(/-+-M~].c(.t-)–A~-T-B.c-T-C)P=o.J, <M~ J dx ~p 13x+ < o.

On passe de t'équation (i) a l'équation (2) en posant

~=: .y/'(t – .c)?P;

A, 13,C, /Msont donnés par les formules

g
i /=2/)-i-y, w=2~-a:~f5-i-)-y,

A=(~+~-+-a:;(~–r-p),
~) C=~y), A+B-C~+~+P-y).

(!) ~M/r~ .<c/t'/<<M<t'cM/e~Vo/w;/f'.t7~e/ïM<c,~erie, t.tV, p. )3o.
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Inversement, on passera de t'équation (2) à )'équation (t) en posant

P==.r"~() –.r)"~v; seront déterminés en fonction de A,

B, C. m par les formules (3). Le théorème de Riemann est (té)nontré

par là même.

[~OMr<2c~< de <t/' la fonction P, il faut o/o«~ condition ~<-

vante si P', P" sont deux &raMcAc.tlinéairement distinctes, le ~e/<?/

/M!<xn<
P' )'"

t) ~P' ~P

f/<-

devra être ~i~re~t de zéro pour tout point du plan autre y Me/MpM/ o

et t. Si en effet ce déterminant était nul pour .r==a, le ~o/T; =-<x

serait pour l'équation ~~e'e& M~/)0:< A APPARENCES[NCDL!KKE.

Considérons, par exemple, les t'ra/~ de /'e'~Ma<:o~( ) ); il est clair

qu'elles satisfont aux conditions qui servent à f~/nr la yo/<c~o~P. Si

l'on multiplie toutes ces t/~e'~T'a/e~/Mtrle ~Me (a"– 2). il en est de

/M~e, au premier abord, des /:OK~ fonctions ainsi obtenues. Cepen-

dant, elles satisfont à l'équation différentielle linéaire

~(,)(~)~ rix=

-<-[y–(<x+P+')~](-~–?-)–?~('-~)–?.)

+ ?.~(f – ~)+ [~ + j3 t)~–- ~](~ 2]-- 6f~(.;r – 9.)'~z =. 0,

qui n'est pas comprisedans la forme(2). ~TaMle déterminant D est

demment nul pour le~o:K .y= a. jJ

Remarquons qu'étant donné un système de valeurs pour A, R, C. 1.

M. il en résulte quatre systèmes de valeurs pour p, y. o;. p. y; i'équa-
tion (2), et par suite l'équation (t), admet donc quatre intégrales de la

forme ~(i –.r)~F(<x, p, y, ~c) résultat bien connu.

Soit maintenant t une nouvelle variable liée à par la relation

.K==:'s(<);si, relativement la fonction P satisfait aux mêmes con-

ditions que relativement à x, quand on fera dans t'équation (2) le

changement de variable .x'='?(<). on devra trouver une équation dif-
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fér<;ntieHc(/t),annfoguc à l'équation'2,

(4) ~(.[/<!< .B~-<.y)P~\.J. -,1' -+111 (' 1.- <ll
l-u :=::0.

Il est clair-que le problème traité par Kummer rentre dans celui-ci

si, en effet, l'équation (i) admet une itttcgr.de

A'f–t-j'y'

l'équation (2) admettra t'integratc

< /F(~<). j.

Si donc dans l'équation (2) on fait le changement de variab)e.r== ?(~).

on devra obtenu' uneequation dif!erent)et)e telle que l'équation (~).

La question qui se pose est donc h suivante

j!?eco~/ï6M/<?pour quelles valeurs des constantes A, B, C, l, /K il existe

des changements de variable ;r== s(/) par lesquels /'eyMa~'o/! (2) ne

change de forme, A, B, C, l, m étant /7!/)/ac~ M'/7!6/Me/ par <~

constantes nouvellesA', B', C', l',

Quand on aura trouvé les conditions auxquelles doivent satisfaire les

coefficients A, B, C, l, m, les relations (3) donneront les conditions

que doivent remplir les éléments e<, 'y eux-mêmes.

3. Dans l'équation (2), faisons le changement de variable a? =~(~

ou a, en désignant para?' et .r" les dérivées de x par rapport à t,

~P

dP t/

<

~Pt~ “</?
~P_7~ ~j~
< A'

de sorte que la nôuvetle équation différentielle sera

~pIl
r/-f/+~~ j n ) p <,:1-,2((- .[.1-

x. rzlt .x- (;z. _E_l:~p u.
~2 l. j~<

Supposons .remplacés p.)r leurs valeurs en fonction de
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Pour que [a nouvelle équation ait ta forme voulue, il que t'en

ait
s

_LL~,

~~(A~~+!{~-T< 'A'~+t!'<-(~'

L6)
/H~ /H',<

~C'(!–~) /~t–'<; 1

Cette dernière équation peut être intégrée une fois, caretb; n'est autre

que

~L~(.]-~L(.L~j.clt dt clt

On pourra donc remp)acer le système des équations (5) et (G) par un

système formé de deux équations différentiettes du ordre

~A~~+ H.e+<; t/){'<+<J'
~~–~) <(t–<;

î )
K</<

~([~–.r)"' –

Les constantes A, B', C', /M', K sont arbitraires; il s'agit de voir

dans quels cas on peut les déterminer de façon que les équations (5) et

(~) aient une intégrale commune.

4. On aperçoit sans peine cinq transformations qui réussissent dans

tous tes cas, quelles que soient les valeurs de A, B, C, m; ce sont les

suivantes:

t ) < < – i
~'=:<, ~) ~-==–––, .r=: ,––; .= –.–.

Ce résultat est d'aiHeurs évident si !'on se reporte a la définition de !a

fonction P. Si une fonction multiforme vérifié les conditions exigées

quand on prend pour variable, il est clair qu'e))e les vérifiera aussi

quand on prendra l'une quelconque des vartabics i –a?, ~–,

'––) car les valeurs de ['une d'eHes, pour les vateurs u, ), =c attri-

buées a .r. sont aussi o, t, ce dans un certain ordre. H résulte de là

une méthode très simple pour retrouver les vingt-quatre intégrâtes de
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Kummer, lorsque les éléments x, j9, y sont quelconques. Je ne m'y
arrêterai pas.

t'ajoute qu'il ne peut exister de transformation du premier degré

par rapport aux deux variables, différente de celles-là. Considérons

la transformation .T -=
-––

Si !es valeurs de qui correspondent

aux valeurs o, r, Te attribuées à sont aussi o, r, dans un certain

ordre, la transformation sera l'une des précédentes. Supposons, au

contraire, que pour.r=='o. par exemple, t prenne une valeur finie

difrérente de o et de t (jig. '4)- Faisons décrire à la variable x un

petit lacet entourant t'origine le point t décrira un petit lacet entou-

rant le point Après un pareil chemin, une intégraie quelconque de

l'équation (4) reviendra à sa valeur initiale le point -r==one serait

donc pas tui-méme un point critique pour t'équation (2), ce qui est

contre l'hypothèse.
On voit de plus que, si pour des valeurs convenables de A, B, C,

m on peut faire la transformation .c ==s(~), on pourra, pour les mêmes

valeurs des constantes, faire les cinq autres transformations

~=?(,),
~=p(~), ~o~– ~.(~~j,

Dela forme des équations (5) et (y) on peut encore déduire d'autres

conséquences. Si pour des valeurs de A. B, C, l, m on peut faire deux

transformations différentes ;r==<p(~).;r== '~(/), pour des valeurs con-

venables des mêmes constantes on pourra faire la transformation

~(;r)=:~(~), Ainsi, d'une transformation ;r=o(<) on pourra déduire

toutes celles que l'on obtient soit en remplaçant x par i–.r, x
1 x 1

1., I I–!–. –~–) soit en remplaçant par '–<. –'–, –~–,i––t /,––t'
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–,–! soit en faisant les deux opér-itions simultanément, ce qui fait

en tout trente-six transformations, pouvant d'ailleurs n'être pas toutes

différentes. Nous déterminerons en même temps toutes ces transfor-

mations, ainsi que les transformations inverses.

5. Si les équations (5) et (~) admettent une intégrale commune, cette

intégrale vérifiera aussi l'équation obtenue en divisant ces deux équa-

tions membre à membre

\/A;~+ B~+C~)"' ~K\/A'i7~ ~) -<

Prenons la dérivée logarithmique; il vient

aA-c-t-BB /M– t

a(A~)-B.c-t-C; .r–)J1

r ?.A'<-i-B'BI ~-1

rL~A'7~-t-B')-€') < < i

Remplaçons ~.ret par des quantités proportionnelles tfrées de

l'équation (5) et élevons au carré; it vient finalement

j(aA.c-t- B)~(.r –t) -(-2 (A~t- B-c-<-C)[(/–! )(-c– ') :/)t !j!~

~(A~hB~-hC)~

~~j i(zA~-t- B')<(~ -))-+- a(A'B~-+-€')[(/)(< -t) [~t)/]~
=

~~2~(,

Si cette relation n'est pas une identité, on voit que x sera lié a par

une équation algébrique qui sera au plus du sixième degré par rapport

a chacune des variables.

La relation (8) sera une identité si les deux membres sont nuls ou

s'ils se réduisent à des quantités constantes et égales.
t° Pour que les deux membres de l'équation (8) soient identique-

ment nuls, il faut et il suffit que

~A~FB.c -t-C~(' – .f)' et.t ~A'i-B~-(-C~() /)'

se réduisent à des constantes; A~+ Bx C= o ne devra admettre

d'autre racine que o et i, et, de même, A't- B~ <-C'==o. Tontes les



y~ i:. <,ot;~SAT.

<'ombin:)isonspossibles sonL résumées dans [eT:)h!(;:)uci-dessous

t~C!)~. ?''f'S. '{'ns.cns. ~(-.T.. 6'CHS.

A+.B~o, A==~, A- ~~C, A~< H==o,

C=~o, <;=-«, !i-)-(;=..<, !:–r o. Hr=:o, C--=o,

/=/7?=.i, /=::), /),/t;=r: /r:r),==0, /:=;H==), /(), ;)<==;.

~=±~ /.=±:~ ~.==±~, ~=±t, y~±t, ).=±t, >

~.==±~ ~~±: ~=±:~ /±~, ~±~ ~=±y.

On a inscrit, au-dessous les conditions correspondantes que doivent

remptir les éléments <x,j6. y; )., p., v désignent respectivement, les quan-
tités t –y, y–o:– ~–t<:

~7. M=y-o;-3,

On aura pour A', B', C', m' des conditions identiques. Dans cha-

cun de ces cas, les équations (5) et (y) se réduisent à une seule et l'on

peut faire une infinité de changements de variable qui n'altèrent pas
la forme de l'équation (2). Par exemple, si l'on a A+B~o, C==o,

/==/M==~, il suttira de prendre pour x une intégraJe de l'une des

équations différentielles suivantes, où K est arbitraire

K~< f/ KfZ< Kdt

~.t'{)–) ~/(i–<) ~y()–.r) (t–/)\/7 v.–j <t–<

_KJ~ K~ ~r K~/

:~()–a-) ~.z',j–.<) '< t
~/j,– ~'–<)

Il est aisé de s'assurer que. dans tous ces cas, l'intégrale générate de

t'équation (/)), et par suite de Féquation (2), s'exprime au moyen de

fonctions étémentaires. Je remarque d'abord qu'on peut ramener le

deuxième et le troisième cas au premier en changeant en ou< x-_t

en x de même, le cinquième et le sixième cas se ramènent au qna-

triëme par )ecbangf'ment dc~ren–– ou en f– Il reste a consi
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dérer les deux équations

.~PP .</P
xli--x,%clx~ ~-(;-xi~!x+At'=--o,~( f – )–– -t- – j –– -+-À).'=: 0,'(/~

,~p P </p

L'tnt.égrate générale de la première équutton est, comntc on l'a dej:)

vu,
P – –

Carcsin .– ==t/Aarcsint/.c-i-Ça.
L)

Quant à la seconde, l'intégrale génerate est

P==C~T'-)-C2~

r désignante–A. Comme cas particulier, si A était nul, t'integrate

générale serait

P = C, + C2L(x).

2° Il peut arriver que les deux membres de l'équation (8) se ré-

duisent à des constantes; il faudra pour cela que Aa~-t-B~c+C ad-

mette comme facteur double x ou ;r–i ou se réduise à une constante.

On a inscrit ci-dessous toutes les combinaisons possibles

i* cas. '2'cas. 3"cas.

B 0, A=C, A=o,

C~=o, B 2A 0, B =0,

== 0, /M == 0, -)- /M = 2,

On trouve ponr<x, ~3, 'y tes mêmes conditions que dans les trois

derniers cas examinés.

Supposons, par exemple, A==C,B–2A=io,yM~o; on pourra
faire l'une quelconque des transformations

~==K, ~=K,(i-< ~=K/Y~Y',x~K,t't, x_K,(r-t;~t,
x=Ii, 1

où K, et n sont arbitraires. On voit sans peine que t'intégrate générale
de t'équation (2) est encorede la forme

L ~P=~G,)-:G3~
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En résumé, lorsque l'équation (8) se réduit a une identité, on peut

effectuer sur l'équation (2) une infinité de changements de variable quii

n'altèrent pas iaforfne de cette équation, et l'on pourrait en déduire

mu; infinité de relations rentrant dans le type des formules de Kummer.

A)aisil.est a remarquer que toutes ces relations auraient lieu entre des

fonctions qui s'expriment au moyen des fonctions élémentaires, expo-

nentielles, circulaires ou logarithmiques.

6. J'écarte donc ces cas particuliers et je suppose que l'équation (8)
ne se réduit pas à une identité; s'il existe une intégrale commune aux

deux équations (5) et (y), sera une fonction algébrique de t au plus
du sixième degré par rapport a x et à t. Ce n'est donc que parmi les

fonctions atgébriques que nous avons à chercher des fonctions qui

puissent servir à la transformation de l'équation (2). Nous détermine-

rons d'abord les transformations rationnelles; on démontrera plus loin

que toutes les autres se ramènent à celles-là.

Soit a?== une transformation rationnelle; R et S sont deux poly-

nômes d'un degré au plus égal au sixième, et l'un au moins d'un degré

supérieur au premier. Parmi les valeurs de qui correspondent aux

valeurs o, i, ce attribuées à ;r, il y en aura au moins une qui sera-dif-

férente de o, t, os Supposons, par exemple, que pour ;r=o on ait

<==o, pour~==c ,~==i. Alors R sera égal à K~, S a K'()– Les

valeurs de t qui correspondent à .c==t sont les racines de l'équation
Kf– K/(l–~==0. L'un au moins des nombres r, étant supérieur à

l'unité, le premier membre de cette équation ne se réduit pas à une con-

stante d'ailleurs elle n'admet comme racine ni o ni i. Il y a, par consé-

quent, des valeurs finies de t correspondant a~==iqui ne sont ni o ni i

Je suppose donc que poura?=o, par exemple, t prenne une valeur

finie qui n'est ni zéro ni l'unité. Le point a?=o sera un point cri-

tique pour la valeur de t, qui devient égale à En effet, faisons décrire

à la variable un petit lacet autour de l'origine (~g-. )/)); si t était

une fonction bolomorphe de x dans le voisinage du point a?==o, cette

variable reviendrait a sa valeur initiale après avoir décrit un petit lacet

autour du point On en conclurait comme plus haut que l'origine
n'est pas un point critique pour l'équation diuercntielle(2).
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1
Il faudra par conséquent que ptusicursvatcursde t (te\'ienncntéga!cs

a pour.r-=o; soitn leur nombre. On aura

~(~-<(/i,

f(t) étant une fonction rationnelle de .<qui n'est ni nulle ni infinie

pour<=~. On aura de même

~=(~~)-(<),~t=(t t,)II-'f¡(t),

/,(~) jouissant des mêmes propriétés que f(t) relativement au point

D'ailleurs, d'après l'équation (5),

~(i–~) ~A~<~)-M'<'+C'

J<<(.–<) ~A~+'t!tI"C'

Le quotient est différent de zéro pour Si aucun des
l~i 1)

deux trinômes A~+B'/+C/,A~-)-B;r+C n'est nul pour a;~o,

~==< on aura

~=~ctt

~(<) étant une fonction uniforme de dans le voisinage du point et

différente de zéro pour <==~ ce qui est évidemment absurde. Si

A~-t-B~-)-C'était nul pour~-=~ sansqueCfùt nul, on aurait

dx'-(t-t,~a+z~'(t~ ) ou cix'~=~) ou
~==(<-<.)-t~(<),

~(~) ayant la même signification que plus haut, ce qui est encore im-

possible.
D'où t'en conclut que

Si, pour .~=~-0, t prend une M<ï/eM/'y?~c différente de ~e/'oet r/e

l'unite, ~yaM~<xque le coefficientC soit nul.

7. Reste a trouver les valeurs que peut prendre le nombre entier

Plusieurs suppositions sont a examiner:
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/f/~tC/'e A~O~/M~C

On aura

D'ailleurs

JI faudra donc que

7)eu.r/e~e ~po/A~e

On aurait

=~(0, dou ?=1.

Donc cette hypothèse est a rejeter.

y/'o~Me A~po~e~e

On aura

y ~-t-t
\T" <. M-)-'1

–==(<–<,) ~(<), d'ou ––==7t–i, /;=~3.3
dt

t t, 'j' t, ,ou
2.

Tl l, Il

Quatrièmehypothèse

On aura

La transformation étant supposée rationneUe, cette hypothèse est â

rejeter.

A'iB'~+C'o, B;o.

~=~(<)=(<-<.)~~).
c!t ~'x`~~t~(t-'t'~2~`t~.

dx
fi~~(<-<.)-(<).

m
=/t–t, dou K==2.
a

A'B'+C'~o, o, B = o.

dx .;< n=i.

A'~+B'C'=o, zA'/t-t-B'~o, B~o.

A'~+B'<<-C'=o, zA'+B'~o, B= o.

dx
(.

i
,1.1) d'où 2-~=(<–<,)~(<),

d'OU 7!=~.
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C/M<yutcY/!e/~o//<M'e

A'<'f-t-B'i-C'==o, 2A'<, t-B'==o, B~o.

On aura

d'où l'on tire

S'/ay~e hypothèse

A'~+B'<t-C'=o, 3A'<,+B'=-o, B==o.

On aura

Lesseules valeurs admissibtes pou)' )e nombre entier n sont, par con-

séquent 2, 3, /t.

On obtiendra les valeurs correspondantes de en remarquant que le

</a?

rapport–~ doit rester fini pour x = o, <==~, ce qui exige que t'en

– t
ait = ––

n

8. On prouverait de mêmeque, si t prend une vateur différente de o,

f,oo poura?=i ou pour .c=oo, on devra avoir A-<-B+C=o dans

le premier cas et A=o dans le second. Il suffit, pour le voir, de chan-

ger x en ] x ou en En écartant le cas singulier où l'on aurait à la

fois A~=o, B=o, C==o, on voit que, si l'on attribue à x les valeurs o,

r, ce il y aura au moins une de ces valeurs pour laquelle aucune des

valeurs de ne sera différente de o, oc Nous supposerons que c'est

pour la valeur .c==oc nous supposerons en outre que, pour .-r=o, <

prend une valeur finie différente de o et de r on aura toujours

G = o. Il y aura deuxcas à distinguer, suivant que parmi les valeurs de

correspondant a a? ==r il y en a, ou non, qui ne soient pas o, ce

dx ~+j
~<f"~(<

M
+<==?– K=~.

2

<7-r
d'où n=2.

–=:(<-<,)~(<),
d'où ?~2.
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La transformation aura Fune des formes suivantes

(~) ;);H"~i)–

(<) x :{"

(c) .c--H"~–

(' ~==:K".

(e) ~==- R"
(;_j;

!/)

H"tt
(~) ~=~~

R"
A' ~=; –

~)
~r7p

R désigne une fonction entière, au plus du troisième degré, qui n'ad-

met aucun facteur double, et qui n'est nulle ni pour ==o, ni pour
<= n est un des nombres 2, 3, 4; et~~ont des nombres entiers

positifs.
On peut réduire ces transformations à un moindre nombre. Ainsi

l'on peut supprimer les formes (c), ( f), (A), qui se ramènent aux formes

(~)' (~)' (b) par le changement de t en i – <. Prenons encore la trans-

formation~); soit te degré du numérateur.

Si r'~v, par le changement de <
en

se change en
-J~ ou en

R~ et l'on est ramené à la forme (&)ou à la forme (~). Si~>A-, on
1-1 n zz

changera <
en

se change en et t'en est ramené à la

forme(t). Prenons de même la forme (e); soit le degré du numéra-

leur. Si~~y, changeons~en~sechangeen

P"/r
p, Ir

(T-.='7j~=-r~

et l'on retombe sur la forme (~) ou ta forme (&). Si ~> on changera
t P' P"

~7' rFI~<?--T(~
transformation est ra-

menée a ta forme (:).



SL)t<L'AH<)X)))H.U-:M'fKf,H':LtXF..U)! KH:.
~()

On peut donc se borner à considérer ies quatre formes suivantes

(~) ~(<<j', f,

(~) A'<

(~) ~R",

-r.

<~t–<j~ ~.c'

9. Nous allons maintenant calculer ef}'cctivement les coefncicnts

inconnus qui entrent dans ces transformations. Supposons d'abord que

pour a?=;)aucune vateur de t ne soit diuérente de o, f, oo Si la trans-

formation a la forme (a), tes valeurs de t pour .r )sont données par

l'équationn

iW'(f– <)'– [.o.

Il est clair que cette équation n'admet pour racine ni ~= o, ni ~==),
et que le premier membre ne se réduit pas à une constante. Prenons de

même la-forme (&); l'équation R"~ -t =o ne devra admettre d'autre

racine que t ==). Donc on aura

lW':==i-H(i–/)'

Or le premier membre admet des facteurs multiples, tandis que te

second n'en admet pas; t'é~aiité est impossible.
Si t'en a ta forme (<~), l'équation R"–f==o ne devra admettre

d'autre racine que o et t, ce qui exige que n soit éga! a et que R

soit du premier degré. On trouve sans peine qu'il faut prendre
R= 2t– ), d'où résulte la transformation

.r =['2<– ))~.

Pour que la forme (:') convienne, il faudra de même que R"– ~(t–~
se réduise a une constante H. L'équation R"–H=o ne devra admettre

comme racines que ~=o et <==t. On retombe ainsi dans le cas précé-
dent, ce qui fournit la transformation

~(~
"-47(7~7)x-tlt-I).

Pour que ces transformations puissent être effectuées,, il faut que
)'on ait C==o, ~==~. On trouvera ci-après le Tableau des transfor-

mations que t'on en dédutt par le procédé indiqué plus haut, ainsi
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(1t,ie(les trinsloi-ii-t.~itionsiiivei~ses.On ~i illis (,ôti~les (.lueque ()estTansform:)tions inverses. On a mis côte les conditions que

doivcntrempii)')e.sconstnnt.esA,H,C.Met)ese)e!uentse<,p.'y

eux-mêmes;)., v ont. ta même signification que plus haut.

~?;
-~7Ï' (~

–
j,, !9<–)~ '2–<~ ')–<~

-t~ ;H.x' –, .:t'-=
A–– 4<~–t; -h'–~ 4~

A+n+C=::O,\ 1III.x=_
_4 t ( ~4ft-l)

-4/
iUJ.–t~t–f;, .– -~–i~
<

j, i fr-
~IV.. x 1 x-- x-

~=±.. (~~ ~-47(.<)' ""4r~')'

A=". (y ~=_ ~-(' ~Vx
(~ \</

r

–
jt.r, x

4<!<–t~ X
4i'–

x = 4<
vi.. ~=- .y=: x

~–~2. 1. (2<–t~ ~–~j' ~r

2

1+

a
.jt~

A+B==o, VIL. 2

A7B;I~O,

VII,.

)-t-~–~ ~<–)-t/< \i-–t

–
,x

3~!–< _t
x-

3~–t ..i
x-

2\/<t.

vn..

~)'<i. 4~(<)d ( ) 4'< 4~

3 22 Tt\ t

~;==–––––=t ~==––––––––– .c==:––

_i-
r+~ t t i+~< t

B -)- L == o, IX.

[ + t 1 +

l,+zn2 -2, x
'H/t–<

X = 2~f–I
J

=, X
T~<

– i-)-t–~ ~<–f-i-~ ~'<+\/<–)

-¡

t-t~ · t lt

x.=,E' ~I-
(~+<)- ~+v't- ('+v<r

_7–i 1 _t–<–) 1

A-C=o, XI.
~I

~?'
t

A C 0, X,.

!t-~ ~j!
~t-m=3, r.e=––r==~? f .c=–––-====) ~==–––

)-t-~t-< t ~<+~–I ~<–t+~<

~=~' /r,+~Y
=

~+~~<Y
'=

/.+V~Y
=I.=+v.

X1L. ~-= –==:–J!a;=–=-.)) A-=––
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Les transformations VII, IX, XI sont les inverses des transformations

rationnelles. Quant aux transformations VHI, X, XH, on les ohtient en

combinant, comme on l'a déjà expliqué, les transformations 1et H. 0))

peut aussi les obtenir en combinant H) et IV ou V et VI.

Le Tableau précédent renferme toutes les transformations signalées

par Kummer, dans le cas où deux des trois éléments e<, y sont arbi-

traires.

10. Supposons maintenant que, pour~ plusieurs des vatcurs

de t soient différentes de o, r. Te on aura a la fois

C=o, A+Br-o.

Examinons quelles sont les formes de la transformation qui peuvent
convenir.

Soit

a-=R"~(r–

Les valeurs de pour .r==i sont données par t'équaiion

H"~(i–<)'-t==o.

Cette équation n'admettant comme racine ni o ni t. il faudra que l'on

ait

R"<(l–<)~=rt+S"

S une fonction entière de même nature que R; n et n' sont un des

nombres 2, 3, 4; r et sont des entiers positifs. Remarquons, en outre,

que chacun des membres de cette égalité doit être d'un degré infé-

rieur ou, au plus, égat au sixième, et que l'on ne peut supposer

/ï=7:'==2, car on devrait avoir en même temps ~=-7K–~ et l'on re-

tomberait sur un cas particulier examiné.

Ces distinctions bien établies, nous allons démontrer que t'égaiité

précédente est impossible. On voit d'abord que S ne pourra être du

premier degré, car a!ors te second membre n'admettrait pas de facte!

multiple, le premier en admettant. Supposons

S–&r, H'–?.;

n sera. ésat a 3 ouà4, et le premier membre sera d'un degré supérieur
F G r
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au quatrième. Soit

S – a~ -f- <'< c, 3;

les deux membres seront du sixième degré; le second membre admet

au plus un facteur multiple d'un ordre de multiplicité égal à a. H ne

peut en être de même du premier membre, car, si R est du premier de-

gré, n égal à 2, l'un au moins des nombres entiers r, s sera supérieur
à l'unité.

Supposons enfin

S ==a~ + c< J, M~=2

n sera égal à 3 ou à 4, et le premier membre admettra soit un facteur

quadruple, soit un facteur triple et un facteur double. Le second

membre ne peut admettre de facteur quadruple; il ne peut pas non

plus admettre un facteur double et un facteur triple. Le facteur double

devrait être t ou <–i; supposons que ce soit <:i) faudra que l'on ait

c = o, d ==i, mais alors l'équation

0/4-=() o

n'admet pas de racine triple.
Examinons de même la forme (d). Pour que cette forme convienne il

faudra que l'on ait

R"–t=S"'<(t-

C'est une égalité identique a ta précédente, sauf qu'ici r et s peuvent
être nuis. On verra d'abord que R ne peut être du premier degré. Si

R est du second degré et n égal à 3, on devra prendre, pour n', 3 ou 4,

et le second membre admettra un facteur triple ou quadruple, alors

que le premier n'en admet pas. Le reste de la discussion s'achève

comme tout à l'heure, et l'on démontre que l'égalité précédente est

impossible.
Pour que ta forme (b) convienne, il faudra que l'on ait

R"~–t=S"'(t–<)~,

s pouvant être nul. Si s est nul, on retombe dans le cas précédent.

Supposons donc r et ~différents de zéro. Les fonctions R et S seront au

plus du second degré; comme l'un des nombres n, n' doit être supé-
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rieur à 2, il faudra que l'une au moins soit du premier degré. SoL

Rr-«<&;

je dis que H"~–~ ne peut présenter qu'un facteur muttipk, qui est un

facteur duubie. En efFet, tout facteur muttipte devra diviser la dérivée,

c'est-à-dire

K" <[/Mt< -)- <'(a<+ ~j.

La seule racine de la dérivée qui convienne est évidemment donnée

par ['équation du premier degré

/:a<-t- /*( a<<-&)-=:o.

D'ailleurs, cette racine n'annule pas la dérivée seconde

?(? –t)~~+ 2K/'a<(a<-{-&)+ /-(r– t)(a< i- &)'~=o.

De la première on tire
< ~<-)-&
rr – /t

et, en portant dans la seconde équation, le résultat est

– K/'(/)- 7t),

toujours diuerent de zéro, puisque r et n sont des entiers positifs.

S"'(t – ~)~ne pourra donc admettre qu'un facteur double; or, si ~'=2,

est supérieur a 2, te premier membre est au moins du quatrième de-

gré. Donc S devra être du second degré ou supérieur à t'unité; dans

les'deux cas, te second membre admet plus d'un facteur muttipte.
La seule forme qui puisse convenir est donc la forme (<),

R"

~(t–<

Les valeurs de pour~==) ne pourront être ni o ni j;et)es devront

toutes être racines muttiptes de l'équation

R"–<(t–<~==o,

au mêmedegré de mu)tip)icité.
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On est alors amené à résoudre le problème suivant

7/'oM~e/'~M~yo/~c~o/Mentières Re~ S et deux /to/&t' entiers n,

de telle sorte que /'e~M6t~o/t
R" S"' o

M'a~e que les deux racines ~-=o, ~==t, R, S, n, /~ét.ant soumis

aux restrictions déjà indiquées.

On ne peut supposer/:==/=2, pour la raison qu'on a vue plus
haut. On ne peut pas non plus supposer/ï=~'= car l'équation

H'-S'o 0

admet toujours plus de deux racines distinctes. Les seules hypothèses
admissibles sont les suivantes, en supposant /ï'

n = 3, n = 2, H= 2, n = 3,

/t'==3, M'==~, ?'==3, K'==~.

li. Soit
r=/~==3.

L'équation R3 S~o équivaut aux trois équations

R=S, R=~S, R==~S.

Le premier membre de l'une d'elles devra se réduire a une con-

stante, etles deux autres devront admettrechacune une racine distincte~

ce qui exige qu'elles soient du premier degré.
Soient

R = + M, S=<-+-f.

Il faudra que l'on ait

M=~C, t-i-M=~)-~f,

d'où l'on tire

f=~, M-=.

On a en effet l'identité

(~)~-(~=3/(7-')<('),
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et l'on en déduit la transformation

(~-i-

""3./U') <('-<)'

On trouvera ci-dessous les transformations qui se ramènent a cc!!e-)a;

y désigne une quelconque des racines cubiques imaginaires de l'unité

A-i-B==o, C~:o,
I< f – :¡

X1IL J -M = “ .r =––––––––––XllI,

').h;,J .l.
~=±~J

t ~(~(' t)
), 3, t". 3.

A= o, C = o,

xiv.J L~

~~±~ .=~

t
X

f~-+-j')''

xv..

A;o, B-C==o, j

1

3j(j-A

A==o, B-i-C=O,

p,
f

.Y.

f') -,Jt (t.~= J~x
~=±~ .J 1

Transformations inverses.

A=C~-B,
x ,2 ~7~:7 ~T~ ~7

A=C~- 2
B,

x -=3 i x t t x- s

XVI.
` /==nt==~, 'T–~r'' ~<––i' ~<'

~yj1
'3' t 1 Vt ;:¡t 1 1

V

?.=±~, '–~
3

_7~7- J_n~~~– '–'– '~–'––––––– -C~– :,–––~––
~=±~J ~7

~2. Soient
ra` +:? ==2, K'=

H s'agit de détenniner deux polynômes R et S tels que

Rs–S''=H~(i,– <)-

la constante Hétant introduite pour faciliter les calculs. Cette identité

peut s'écrire

(g-S~.)(t£+Sz)-Htr(u-t)S.(R-8~(R+S~=H<(t-

On en déduira
R-S~=H'< R+S~==H"(t-<)<.

En effet, les deux équations R–S"==o, R-t-S~==o ne peuvent avoir
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d'autre racine que o et i d'ailleurs, ces équations ne doivent pas ad-

mettre de racines communes, car une racine commune annulerait R et

S. L'une des équations n'admettra donc que la racine ~~=o et l'autre

la racine <==t, à moins que le premier membre de l'une d'elles ne se

réduise a une constante, circonstance que l'on examinera plus loin.

S est forcément du premier degré, mais R peut être du premier, du

deuxième ou du troisième degré. Supposons R du premier degré,

R a<-)- 6, S M<-t n,

R– S~==– + (a aw/t) < -i- 6 –

R+S~= /M~~+(<X+2/n/!)<-t-&-<-H~.

Comme on peut toujours supposer ~==1, on devrait avoir à la fois

&==t <!==2,/H, /?~ r a -t- 3m-)- 2~=0, 2 M~-r N-)- 3 M 0,

ce qui est impossible.
Prenons R du second degré

R ~= a~+ &<-+-c.

Si aucun des trinômes R –S~, R-t-S" ne se réduit au premier degré, on

devra avoir

e=I, 6 ==3 M, a-t-/H~-t-~W-t-3=0, 2<Ï-)-2/H~-}-H==0;

on en tire

n: == –

S serait égal a. i–

SupposonsqueR–S~ se réduiseaupremier degré; il faudraquel'on ait

e=!, ~=M~, ayK~-)-2m-)-2+&==o, ~~+~+~~=0'

on en tire successivement

m=t,6==–6, a==),

d'où l'identité

(tz-6t+z)2-(t+L)"= -i6l(i-t)2.(~–6<+!)s–(<+.)<=-t6<(t–

Si R était du troisième degré, il faudrait que l'on ait

R~(~-+-K~=~, R+(/K<-t-K~==(t–

d'où l'on tire

[(!–~)]==2(M<-t-M~,
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~A-)-B==o, C=o,

/~< ~i. (~–6<+t~ a (~+~-4)~ (.-4<-4~)s
xvii.. ~« ~=L~(. ~=:r,6~T ~=-~6~-7)-'

~-+.1. -+.1.
J ¡bi\l-ii

h=±~ 2 ~=±:

fA+B=o, C=o, )
¡t /–3 m–< z, f fi-)-<)"

4' (2–i'" (3<–t)<
xvm.

~=. --=,6~-7~7)' ~=~-±7'

I,Ã--+i ~+.1.'
16t(l- tF'

X-
16t2 (1- t)'

X =
-='6-t(,t;'

Y_-)-< “ –-t-i~/t–=E: ~.– J

A--o,C.=O, ) (t2-6t-I)2 ~t2+-t-4)2 (i-4t--4t=)2
~XIX.. ~~t=~

(12
t 4)2

.=~~–
( (t-)-~)~

'x
(2–t!'

x=
(2<–t;'

~=±~=±~ y

y A==o,C~o, 0

t
1 /– v~ (t-t-<~ x= (?.–<')* [?.<)'

~=(7~671~' ~=(~=-47~

~=±-=±~.

fA=o, B+C==o,
m~-< <6<(t–<)~ t6~(t-<) -)6<(!-j')

XXI..
~=- ~=-7F-'

,f
-T-'

.+.1.-
J' (1 t)'" (2-i)4' iC-(?i-I)\

~=±~==±'

égatité impossihle, car les deux racines de t'cquahon ( [ – ~)"– -= o

sont distinctes.

Si t'une des fonctionsR–S~, R-S~ se réduit a une constante, R

sera forcément du second degré. Soit

Rir=/K~-<2M<-)-< S~W<–f,

R-i- S~==9. yH~<S ~,M<-r-6--)-f

11faudra que l'on ait

e ==–t, M==– 2,

d'où l'identité

(~2_(.)4=,6~-<),

que l'on pourrait déduire de l'identité précédente en changeant t en

t

r~7 J
On trouvera ci-dessous le Tableau des transformations correspon-

dantes
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13. Soit
M~a, ?'~3.

H faut déterminer R et S de telle sorte que l'on ait

R~–S~~Hr()–<

R peut être du premier, du deuxième ou du troisième degré; S peut

être du premier ou du deuxième degré, ce qui fait en tout six cas à

examiner.

Premier cay. – Supposons R et S du premier degré.

R=-a/-t-6, S==fn<-)-M,

le polynôme R~S" sera du troisième degré; il admettra un facteur

double et un facteur simple. Soit t le facteur double; il faudra que

l'on ait
6' ?.~==3/K~, (a-<)~==(/K–M;

~A–o,t!iC 'o,j
-t z -r6t ~t) ~6i;r~t)

xxit ,1 L-~L' ~=- ~1-.

")
– t .~–6<+t~ (/~+.4<–.j~ ~-t-4~–t~~

f~ -'={,±~J

,.1 6 t + ¡ lt +'f t 'W -hf t.- f [-

y/'an~/b~Ha/tOH~ /nfe/M.

f;, B 7
?. A, jf j. – (;~ ';a ~( f-)- mu (.–6.-r~-

~––.}. f-tu.– H-t–~)~' ~–
--t,

t
j f.r)'- -= t,

~(,)~ t -.6~-(,)-~ rf ). -– -–
L. – -t; ) ––––––r-

~=t,
–––––––––– – ft ––~––––––––~ – '<

.c=4A, B=–4A,i.2 (2-~)' (~-+-4~-4)2

X\tv! ·'j f-)"' f~(.r)' r.)'

') À ((a–~)' i6~(,t__ –!6~(t–~)_

~=±~-±~- ~4~ ,)' f~+4~4)'

,A=4C.B=-4c,4~ (a~-t)- ~+4~-4~

) /==~ ~6~(i'A) -6~(.)" (2.))'

"< (~)' -.6~-{)-~) i6.r(f-~)

~=~==±~. ~4~ 'r- ,I; (,-t-4.c-4~)~

t
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On peut toujours prendre ~==i, i. On aura alors

3/;t
<:<–,

et par suite
nr

––)) –K--J,"
2 2

On en tire

fM==– <'<==–

d'où l'identité

(~~8)~-(4-3<)~(,-

DeMa?t'eM6cas. –
Supposons R du deuxiottc degré, S du premier

degré:
R=<c, S=-:M!<-iH.

Le potynôme R" –S* sera du quatrième degré; il ne peut admettre

deux facteurs doubtes. Si t'en avait

R~–S~=H~()–<)~,

on en conclurait

S3=_:h2_n~(,–<)~.

Ort'équation R~–H~(t –<)~=-o se dédoubie en deux équations au

plus du deuxième degré,

R=±~<(t–<),

et par conséquent ne peut admettre de racine triple; S~– R' aura donc

un facteur triple et un facteur simple.
Soit te facteur tripte, on aura les conditions

c~n~ a6c=3/nK~, ~-i-2r<c=3/?:s/ (a-r &-t-e)~~=(/H+K)~.

Prenons /:==!, c ==t on en tire

3/K 3m~ o/H' 0~:3 3
& ~+_

par conséquent
n2û b j, a =~=-~ ~=–~ ~=~
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d'où resuite ['identité

(8~ -.3(~ -8< 6'i<

7'roM'te~eca~. Soient Rdu troisième degré et S du premier degré

H;-«~'–i-C<-it/, S~–i<M.

R"–S~ admettra un facteur quadrupie et un facteur doub)e, ou deux

facteurs triples, ou un facteur <juintup)e et un facteur simptc.
On ne peut avoir R'' – S3=~'([ – ~)~ car on en tirerait

s~-=R2 -r'(t- <)~.

Pour que l'équation R~– ~'() -)~~=o admette seulement une racine

triple, il faudra que l'on ait

t~r~ (,-<)-H;

mais alors l'équation R-(!–<)=u devient a~()–/)+H=o et

n'admet jamais une racine triple.
On ne peut pas avoir non plus R~–S":=-H~(t –< car on en tirerait

R2~S~-t-H~(t-<)3,

et le second memt~ren'admet dans aucun cas trois facteurs doubles.

I! reste à examiner si l'on peut avoir

H2-s~==H~(t-/).

Prenons /:===!, ~== il faudra que l'on ait

af;=3/M, 2e~6=:6m~, 26e-)-2a~K~, ~2<K-=-o,

(a-<-&-)-e-<-i)~=(/K-t-!)s;

on en tire successivement

3m _3/ /M~

2 8 f6'

et, en portant dans la quatrième relation, on arrive à la condition

aw< 3~'
171=0.––– – – =: 0, d OU H!==0.

6~. t6 0, d ou m = o.

Cette hypothèse est donc à rejeter.
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()Ma~e'/7!ecas. SupposonsR (tu premier degré eL S du deuxième

degré.
b,H -~<6, S~Ht~–K–

R~–S~' ne pourra admettre deux facteurs triples. Si t'en avait

R~-S~t--<)~ s

on en déduirait

R~=~

or le second membre admet évidemment plus d'un facteur distinct.

Si l'on avait

S3==R2–~(,–~2~

chacune des deux équations R=±~(t–~) devrait ad mettre une racine

triple. On aurait
R –

~(l –(K~-t~)3,
3

R+/S(,(M,<+t,.)3.

Donc

?.R~(M<+~)~+ (Kj<-t-0,)S;

R étant du premier degré, t'égaHté est impossible.
Si l'on avait

S~-R~H~t-~),

on trouve comme condition

K==0,o, ab=o.o.

L'hypothèse ne donne encore rien.

Cinquième cas. R et S sont du deuxième degré.
On démontre, comme pour les cas précédents, que cette hypothèse

est à rejeter.

Sixième cas. R est du troisième degré et S du deuxième degré

R–<+c<-t-c/, S=~/n~-t-~–

R"–S~ pourra être d'un degré inférieur au sixième. On ramené par
des transformations faciles le second membre de l'identité

I~~S~==H~(t-<~
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1. 1 {'I
fi avoir l'une des formes suivantes

H~, Ht2, Hl, H~!)-< H~(< -<), H~<

Si l'on avait, par exemple,

R2-S~= II <'(.–<),

en changeant en-et en multipliant par~ on en déduit

R~-S~=-H<(r–<).

Si l'on avait
Ra~S~~H~~

on en conclurait que l'équation S'H~ a trois racines doubles, ce

qui est impossible.

Supposons que l'on ait
R2_S3=H/~

on en déduira
R~-n~–S~.

H faudrait donc que l'on eût

R+ ~H~=(M<+f)s,

R- ~H<=(M,<+f,)~.

Donc
2~H<~(K~-4-(~(M,<-t-C)~.

ccquiestinadmissibte.
Sii'ona a

Rï–S~H~(i-/)3.

on devra avoir de même

R-S<()–<)~(:~ -)-f~,

R–~H<(f–/).~(M,<(~

et par suite

(M<-t.~)~–(~,<-t-~))3~=:2\/n~(t–~).

Nous avons vu plus haut qu'il fallait prendre pour cela

KjH-.f=< M,<(/,



SUR t/ÉQUATtON ntFFÉftEK'HELLE L!KÉA)RE, RTC. ()~

on en tire

d'oùt'Identtté

Si t'en voulait avoir

on aurait, en
supposant ~==~=~: i, les conditions suivantes

/M~=o~, 3/K~M==:aa~, 3m~-)-3/?tM~&i-2ae, 3K-~ar',

(W-t- n +t)9=(a +/<-j- C+t)~;

on en tire successivement

et, en portant dans !a troisième, on a

Si t'en prend
K== 2~t, ou aura

et l'on est conduit à t'identité

Cette hypothèse ne fournit donc aucune transformation.

Supposons que
Fon ait

les conditions sont alors

77~~ a~, 3fH~K.==n. 3<?~3y7t/t~==6~2ae, 6MM-4-M*=:2a-a6<

3/K-; 3~3yt=~c~ s~-t-ac;

R = < .-)- -t. ~( < + ). =: <.

S~T-~(<+~)-(~).

(?. 3<– 3 +'!)S–4(~– <+!)'=– 7.(f <)~.

R~-S3=H~(:-<),

,– 3t//HK 3 M

<t==/Kt//K, 0~=:–'–––} C==––.
2 2

~(2 y~/K – 2)~== 0.

<t=~Wy/H, &=:3m, C==3~M,

(/t!~+2~/Mi!+~()~–(/M~/M~'–3/H~-)-3v'/M<–[)'0.

H9~S~==. [!<(.-<), t
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on en tire successivement

,– 3~M 6/KK–M~–M~/M
a ==/Ky/7!, b =- -–––– C ––––––––:–––––,q-

3/t~M

Portons ces valeurs dans la troisième équation; elle devient

K~– t2MM-)- iS/K~/M=: 0,

ou, en posant n ==M\

M~ –
taM-)-!6==(M-+-~)(M – a)~==0.

On aura donc soit n = 2 ~7M,soit ==– ~/M.Si l'«onprend M==2 \M,

on aboutira à la même identité que tout à l'heure.

Prenons n =–4v~! on en déduit

r:
a ==my'/M, 6==–6/K, e~~ y~

et, en portant ces valeurs dans la dernière équation, on aboutit à la

relation \/M==4. d'où t'en tire

/K=i6, M:=–!6, a = 64, 6==–g6, c==3o,

ce qui conduit à Fidentité

(6~~–g6~+3o<+t)s–(t6~–i6~+t)9=–to8<(t–~). t~

Si l'on voulait avoir R~–S~=H<, les conditions seraient

a~s~ 3~aK==a~, 3~+3yM~==~i-?.ac,

6yMK-)-~=3a+a6e, c~-t-2&==3/H-t-3K~.

Des premières on tire, comme plus haut,

n=-G~lm, 'a-m~, b=-6m; 15 vm
H==–v'/K, <'<==/KV~ &=:–6/M, C=:––'–) 1

et, en portant dans la dernière, on trouve m = o.

On trouvera ci-après le Tableau des transformations que l'on déduit

des identités précédentes:
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A+B~o, C=o, ~±~, ~±.

i

t .c== –––.–, .–L–

~~V) J -27~ ?-7;

'j ()-i-8<j~t–/) ~q~< t ~8~f)-<)
;~=:–––– .c: ~––-–––~

a~y[ --a~ –?.

i -IL. L~T'~ -L~t-~ii;

XX Vil ) ""64~7~~ )- -(,-r- ––~4(.7)'

< f?-7~–'8<– ~L_I~1~ (~ -2o<–8j2

_=

XXVHI.= ~3~~––-)\
-27~(1-

x f64<3–q6~-<-3o<-}-))~ _(~3o~–q6<–6'i~ 33~ -33<–i~
XXtX.

~==––o8<(i-~)––' ~-––io87~'7j" ~-––.087~7~7~"

A+B~o, C=o, /=§, ?.=±' ~±~.

(3~-4)~ (3<+,)~
:¡

,f3-4<)~
a

XXX
r"<y "7<('~)~' ~(.

"~=~ ~=~
2~ t 2~s 2~

(8<-9)' (8<+,)~ ,(8-9<)~

XXXf
-64~'('-<) "64< ~-64(.<)'

"(9<-i~0 (~~).(, (8-r/i~

–––647––– ––64~–– ~64 (7-~ )~

XXXM. ~~4(~
3~~(i–<

Yvvnf _('6~–)6<-<)~ (~6<-)-,6~ .(.t4<i3XXXUt..
,o8<(i-~ ~='o8~(,-<)'' ~;r7o8F(T~'no8t(i-t),

x-
y-otit~(r _t~ -co8t(c--t)r

A==o, C=o, ~=~, /K=~, ~~±~ K~±~.

(9<-8)~ .('J=J9~ .(0-~)~

XXXIV < -(3<-4F ~-(3<+i)~ ~-(4~-3)T'

"(~-3)'< ~(<+8)s(,-i') x
(.-)-8<)~t-~

~"(<+3~~ (4-––' (.-4<)~
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t.y f8~-3(i<-t-?.7i~ -L~i~j~ L~L'L-t~z~~
2

x~~y

X'
(9-~ (8r- ~i'~r~7–'

'<~j8~ .=_LL~L_~Z~ (~-M<-8')~

x=-(t vr~tj-çl -l~
x-

l~ -tla(~t)' x-tl~:i tjâ -s( (t-(~i'7j'' ~–,g't(, 'i'y'

~vv~, f~~–3<3<+T~
XXX y !f =- -~––,––––––––L,

4(~j~

\\vv!t (64~–q6/i-3o<-i-t~ f~)-.3o~-oG/-+-6~~ ;< 33~ -33< .-t'pAAA.VIJ..y==––~–~––––-––––––––, r=:–––––––LL-, .r~–L.
(ib~–tb<–t~ ~~–:6<-t-<6)'' (<-)-t~<-t-~j9

A==o, C=o, /==§, M. ~=±T, K=±~.

( = ~ir:~ (3~i)~' (4~-3~

XXXVIII.

xz 4)-l
X

(9(4

3)',

XXXVHI a t9<-8~ (i-9<f-' ~-(9-~)~~

~=-t3.~ ~(4- ('-4<)~x
'(<-9)~ ")~i-<)' ~-(,+8~ir7~

(~~
(9-8~~ (8<i~ (9<-8)~_

XXXIX t ~x-(8tï_3~tJ;~z~j_'
x-(8t_?ot-I)=' x

(~3(~t-27t-)1'XXXIX ( (S~36<-a-7)~ (H~-?.o<-i)~ '(b.-36~2~)~

(t-9<)~r-<) f<)-<'p(, (8-<)~
( (27~-i8<-i)~ (~tS~)~ (~-ao<-M)~

XL. ~(<2_

(a<3–3~–3<)~

XL).. (i6~-i.6<)~ (<2_,6~6~ (i-t4<+~)'XLI.
(64~–9ë~-i-3o<-r-f~'

x
(~-)-3o~~–g6<-r-6~.)~ (<~–33~–33<-t-t~'

A==o, B+C=o, /==~, /M=~, ~.=±~, K==±~,

~(' _27<(i-<) a7(.-<)
s

~u (3~-4P

s
~-(3,).' ~-(j-=-~

~7< ~(,-<).
x

(4t-t)'z~ x -t~
x= (t-+-3)3

(4<)" ~"(4-<)~ (<+3)"'

~~64~(.-<) ~_64<(i-<)~

8
.64(,-<)

XUII (9-8~'
x

(8~~)3 ~-(8~97~'

64< 64~ _64(,-<)~
( (g~,)3(, ~-(~g). ~(~-7)37-'

xnv 2~(1-<~~LIV.
t t -i- r 3

XLV. ~==- '°8<(.-<)_ -Yo8<'(,<) -,o8<(i-<)<x
(i6~–t6~-i-f~

x
~2-t!ëj~ "(t.i-j3'
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A~o, B~C~o. .±' ~=±~

,lL'

XL VI
t~

18~
l!, .l'

=-7~'
x =

~yj~
(9~ (!-<)/~ f<-)-8/XLV1.

_l2_a~ )– –T<~

(. ~7~
x

7 -7

-64~(.-<) -G~,i-<)~ 64(,-r

XLVH (S~-36<+~)~ "(8~-i-M~)~ "-(8-36<-)-

64t 64 < 6~<~

'–,8/–t)~ '~=,S< (~–9.H)~

XLVIII. ~=.
ia/– 3~– 3t -+-?.~

XLIX –to8<() – !o8<'(i– to8< –

(ô'4~-f.,6~+3o/t ~–+3o<36<-T-64~' ~(<33~–3 ~+,

y~/)~/crfMa<iOM~!?!Ce~M.

A=o, ~B-t-3C~o,

(9x -8)2 (3x 4)1:: (9x 8)*->/=~=~
(9~-8)~ (3~-4)~ (9~-8;~L=2~ --6'

I
(9x'-8)1 -t (3x-4)" -t (9x'-8)°

L. _"<
>

-37~(.) '-27~(. (~3~

1
~±3,

f
(4-3.t- -27~(!) -9.7~f,c',1

Il,=-2'.
(4-,3x)

2~C2(I -V 9,7x2(i x'~

~?."==±t7.
t (f).t--8~" (3~4).' ~8~

.A=o, B=3C,

/~S, ~=~

3

1 ('-9~)' J~±JL~_=, Ii-9~

j,
– t–2~~)–.C~

t'
~–

t'
(3~LI .¡

~=±~

Í

(3~+!)' 2~(t–.<-)'= –?.7~(! –2

-jt A==±~. ~-s~ (3.~+,)~ ~-9~
=~'

2

C=o,4B+3A=o,

(9-8x)~x j3-+,x.Î:;
-8x7=x/=~,M==~ (9–8~)~ '3-4- (9-8~)~

).

~r~

27(') 2~1-~)' (~~3)3

~=~~ t '(4~-3)~ ~(') ~7;) x)

Il
I

(g-8x)2x-t' 1 3 4'
--t,

(9-8x;=x.-=t,
~=='=~-

(9-8~)~ (3-4.r)~ (9-T8~

8~3
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1 l, ~Jt~ l, ~JL~

mi. -t-t'~ ~) -c,~ ~-+3)''

j
~-±..

r
J~-+~ t

~7' ::L"7.L' i
t

.+~.
~– !C'3;~ .r–t)'

/L~ (.8~ (4. i~~li~L=<,

UV

t

9 -~7~ ~7~ x~
-t,

(4-
t,

(4-~)' ~7~

f
~±,.

'J'

i
[.r+8)-)"" (4- i.r+8;

,A=4C,B+5C==o, 0,

~-='
f.+8.r)~(.) (4~ j.t+8~)~i-

j
~-c zJx (,-4~~

i t ('–4~ '~7- _1~=/

,).==±~. 1 (,+8~)~ (4-<r'" .+8~)~i-~)

~? ~1;~°'j (8~-36~-+.9,7)~ (8~-9)~ (8~-36~+27)~A =0, gB+8C
=0,

(8x"-36x+~~)2 (8x-gi3 (8x2-36x-I-a~)~=

T,1!T
f -64~~(t-~) '64~ (.9-~)'

~=±' (q-8~-)~ -64~(!r)_ -64~(1-)

) (8~36~+~)~ (8~-9)~ (8~-36~+~)'~
3 ,,(HX2-36x+27F

(Sx-g}a (8X2_36x+2'j)2

A=o, B=8C,=

8C,

I (8.~+M.r-t)~
t,,

(8~+t~ (8~+M~-t)~

-64~(.)~' b4.t-(t- (8~-)-t)~'
-i,

~i

}

~=-±:~ (8~)" 64~(.)~ -64~()-

(
~f8~+~i)- (8.c-)-t)~ (8~+ao-t-)~

~°L~ .°'j (8-36~+9.7~~ (8-q.r)~ (8-36~+~7~)~

~j- 64(.) =~ &~7=~T=~

~.=±;, (~-8)~ 64(,) 64(i-)

3
~±u.. (8–36~+37~ (8-<)~j~ (8-36~+a~~

,1~' .~=1' (8-)-30~)~ -f8-t-~)~ (8+20~)2

I

B

64~c)~'–" 64(.c)~ (8+.)~

~.=±~,
(8+.r)~ 64(.)~ 64(1-)~

f
_+-

,l

!8-o.t-– –(8-t-~P.)" (8-)-?.o.x'–a-
~"–3 L
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A==qC, B-t-toC:–o,

?,7x*-» 18x 1 2
oj,- xi -x2 18x

/=='' t ?. f8~- – < ~~–tp~– 9.– )8~
l = lYu=__;m

64~6~ .x
t'

t-t-

-= l

~±'
~-<)~pf.r' 6.{.c <

~)x

()"lx

(
~=~:I. (~–<8~-–<)' ((~–[:t– ~–iH~'–

j (~=:gA, B-<-)uA==o,
~r2 -4-18.5v (x 9,)3 x'~

/=.L,~=~, \r~-r-,8~n~ (~-g)~ .t
,8~

LXI (III
64~ -––64~ (~)~(.

~.==h~
.(c)-~)~t_ 64~x:3 64~'x:~

3
(~i'+tS.c–s~)~ (~-–~)~'(t–~)'" (.+-<8.c–

A~-C=–B j (2~~–3~–3~+?. 4 –
– (t~~–3.–3~)-?.

LXtI. ~=w=~ ~-37~(1-~)~ .27~ (t- 4(~i-
-=t,

"j
– t 4(.C"–(-')" 1),3 27.t-~t–-C~ –T;–

( ~.==±~=±~. )(2~-3~-3~+?. 4~+t~(2~-3~3~-t-

A B ==o, A= 16C,
f6~ï'~ – q6a:~ -)- 3o.c -t- ft6~– )6~' -1

A+B~=o,~A=.6C, .~(.)––– -.08~7~––

LXMI
~=M–e.

(64~-f)6~+3o.c-+-i)~
~6~–.6.c-+.

LXIII. –
(t6~~–fë~t-t)~' (64-c~–g6.c'3oa;-i-i)~

t'

/'==~:p.==±- !o8a;ff–.f) –to8-)"!t–j x'l

()6~– t6~ -t- t)~ (64~–c)6~-T-3o~-)-))~

f-t.+-3o~–q6~+64~ f~–t6~-t-)6;
t'B+C=o,C=i6A, A,

–––,o8~.(r-~)–––=''
t'

-,08~'(.)

f~tV
~=.

(.ç3 3o~3_ q6~ 64)2 (~–t6~-)-i6~'

j (.c~–i6~)-t6)~ (x~-i-3o.t-–g6~+64)~

~==±~.=±~.
I

– fo8~(t– -c) _H)8.C'([ –~)x)

(-E~–t6.c+t6~ (-e~-)-30~–96~-)-64)~~

A-r R /r ~33~-33.)~ ('4~-+-~)'

I

A-H=,~c,
–––to8.c(t-––– -.08~(1-~)~

~=~ ~.T'–33.-c~–33.r+ (<-+-< 4~–i'

"j (t+ t4.t'-)-~)~ (~~–33.cs–33~-r<

f ~=±7==±~ –to8~(t–)'' .o8~(t–-r' 1

(f -+- )4~-t-)~ (~–33-e~–33.c-+.t)~
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14. On n encore à examiner l'hypothèse de /t~=3, ~'== 4- On dé-

montre sans peine que, sous les restrictions énoncées, il est impossible

d'avoir une identité telle que

)~!–s'== n <(<–

it n'existe donc pas d'autres transformations rationnelles quecelles qui

viennent d'être déterminées.

15. En combinant entre elles tes transformations rationnelles que
l'on peut effectuer pour les mêmes valeurs de A, B, C, l, m, on obtient

de nouvelles transformations atgébriques, mais non rationnelles; il

reste à démontrer qu'on les obtient toutes de cette manière.

A cet effet, je reprends les deux équations différentielles (5) et (~),

que doit véritier la fonction xde

v.c~-)-B.f+C \+-B'< -)-<
~5 '––.–––-––~=--––-–––––

~~–~) ~('–~j

Kdt

~.<(7– ~jM

–

<(,
–

<)~'

et la relation que t'en en déduit,

~n [?'~)r ~~<~
/8)

[y~x)]~ [y~~ t)]2

c')3(A~+H~-t-C)~ (A't-B'<-t-(/)~

où l'on a

<?(~) =~(.)?–t)(2A~+B ) +~(A-c~+B.c+ C)[(/–t)(~–')-)-(Mt–t,.c],

o,(i!)= <)(2A'/+B')+~(A'+B~+C')[(f-t')(~-t)+(M'–t)/].

Dérivons tes deux membres de l'équation (8); en tenant compte de

t'équation (5), on obtient une nouvelle relation

.cj. –i)[?, o'(~)(A~+B.)- C) – 3 o(~-)(aA~+B)]
-~A~t-B.c-)-C)~

(9)
<(<) [-~?',(<) ( Â'~+B~+ C)–3 o,f~f-~A'<-)-B'')1-=

(A'~+B'<+C')~'

Toute intégrate commune aux deux équations (5) et (7) vénne les

relations (8) et (g). Inversement, toute fonction algébrique qui vérine
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à la fuis les relations (8) et (9) est une intégraie commune aux deux

équations (5) ct(~). Eneffet, toute fonction qui satisfait à t'équation(8)

satisfait aussi à t'cquation

?.e''(~);i(Â.x'~+1! -i-C'j– 3&<~.t' aA. -r- B /T"~––r<–.~j–L~.–––J––– '–––- ~A.t"'+B.<"– Cf/.c
(A~s+B~+C)~'

?.~)',(/) (A')-- B'<-+-C'! – 3 <!),«)!'?. A'/ – B"~

––––––––(A-~+B~+C'~––––––––

ou, en tenant compte de la relation (9), à l'équation (5). En ayant égard
à cette dernière, la relation (8) peut s'écrire

<L[~A.t-~+B~+C.(t–.c)~]=(/.L[~A'T-B'<-)-C' (<– ~j.

On aura donc

VA~+B~+C.~ '(t–~)'=K\/A.~+B'C\t–

et par suite, toujours en tenant compte de l'équation (5),

Kdtt

~(t –~)"' (< <)"

Tout revient donc à trouver les conditions pour que les équations (8)
et (9) aient une ou plusieurs racines communes.

16. A cet égard, nous allons démontrer le théorème suivant

Toutes les foisque les équations (8) et (9) a~eMe~ un facteurcom-
rnun d'un degré supérieur au second par rapport à l'une des variables,

elles sont identiques.

Supposons, par exemple, qu'elles aient un facteur commun de

degré Mpar rapport à .c(/~3); soient x et deux valeurs répondant
à la même valeur de t. It y aura entre x et x, une relation symétrique
de degré /t, au moins, qui devra être contenue dans chacune des deux

suivantes

__[?~)P__ [?(~)]'
(A.r~+B.c+C)~ (A~t-B-c.-t-C)'

3'

~(a-)[-: <p'(~)(A~+B~+C)–3<?(~)f2A~+. B)1
(A~t-B~-t-C)~

(11)
_(~~–')['P'(~)(A~ -)-B~)-C)– 3a)f.-c~(3A. + B~

(A.+-B.e~-t-C)~
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Multiplions les deux membres de la première par 3 et ajoutons; on

obtient la nouvelle relation

j'6N:.r~–r–t-i-fw–< .r)-–?. .~–! ~f xv

j
c-

(; – i f .r,–) -T-M–t'tj-t-r,–)'N'
Î,

( '(A.-c~-T-B.e~–C~'

el l'on peut remplacer le système des équations (to) et(f t) par te sys-
tème des équations (10) et (t2).

Nous poserons, pour abréger,

~(.c)=-r6f?(.C)[(/–[) f~ – t) -t- ~/t – t)-cj -t-2-t.'(.t;– t)&'(~

Si est égat à 5 ou a 6, la relation (t2), qui est au plus du quatrième

degré, devra se réduire à une identité et, par suite, les équations (10)

et (i i) reviendront l'une à l'autre.

Voyons ce qui arrive quand n est égal à 4; si la relation (i2) ne se

réduit pas à une identité, elle devra être du quatrième degré, ce qui

exige que l'on ait

A~o, A~-B-r-C~o, C~o.

Toutes les racines de l'équation (12)devront appartenir à l'équation (fo);
il faut.pour cela que A~+B-r-f-G soit un carré parfait. En effet, soit

a?==c<une racine simple de l'équation A~-i-B~c~-C==o; considérons

tcsdeuxéquations(io)et(<2).
Pour .<?, ==K,deux valeurs de x deviennent égales à <xdans l'équa-

tion (t 2), et, d'après la forme de cette équation, on a pour ces valeurs

~–hm) –– ==im = 1.

Il suffit, pour le prouver, de poser

.~=S<-j-Z, ~x-r-~);

niors l'équation (12) peut s'écrire

)-T-E t -t- E)E~.1

1

désignant des quantités infiniment petites en même temps que =
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t't s,:d'ou)'on tire évidemment

iim~Y-
')

De même, dans l'équation (to), pour.==~<. trois valeurs de.r de-

viennent égales a c<et t'en a, pour ces valeurs,

x\lim –--f, –x

Les deux valeurs de qui satisfont à ta première condition ne

peuvent évidemment satisfaire à la seconde. Jt faut doncque t'en ait

A~ – B~–C=-~A(~– x~;
on aura alors

~) (~-)==aA(-c– o;) .r(.r – !)– (.r – c:. [(~ – i !{-f – t)–fM– r~ ¡.

La relation ()o) se réduit au quatrième degré

~.A ;r(;r – T)-+-(.e – ~)[(~ – ')("~ – ')* – ']!~

(In)
A'~(~'–e:r''

(10)
i

~A~,(~–i)-)-(~–a:)[(/–f)(.~t–t)-)-(m-).~]~
~A~(~,–Ctr''

La relation ('2) pourra de mêmes'écrire

4A~(~- – i)~+ (~ – ~).~ (~) 4.A~ –+ (.t-, (~.

~A~~–<x)' A~.r,–e.:J'

Les relations ()o) et ()2) doivent revenir l'une a t'autre. Retran-

chons-les membre à membre, on obtient une nouvelle relation

f~ .) .~(~)

A~(~–6!)~ A~(~–xr''

qui devra se réduire à une identité, car elle est au plus du troisième

degré.

Supposons /!=3; si la relation (:2) n'est pas une identité, elle devra

être au moins du troisième degré; deux des trois quanti tés A, A-t-B+C,

C ne pourront être nulles en même temps. Soit

A~o, A+R+C~o.
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Plusieurs cas sont a examiner

Premier cas. A~i-)!.r+C==o admet deux racines simptcs

.r==<x,.r==~, din'érf'ntes do zéro <?!M;~o.
On ne pourra avoir a ta fois («)==:o, ~(~ = o, car ta relation (t2)

serait d'un dc~rréinférieur au troisième. Supposons ~(~) ~(j9)~o; pour

x, = a, deux valeurs de x deviennent égales à <xet deux a d'après

l'équation (12); admettons que les deux valeurs de x qui deviennentt

égales a x appartiennent à l'équation (to). D'après t'équation (ta), on

aurait

/.c–o:
))m ––- ==t,\)– K/

et d'après t'équation ('o),

x – a: V
i.hm ––– ) =!,

\;).'<–a'/

conditions incompatibles.
On raisonnerait de la même façon si l'on avait ~(~) = o. Cette hypo-

thèse est donc à rejeter.

Deuxièmecas. A.)-B~t-C=o admet la racine simple x=o

et une racine .~=ct différente de l'unité. Les équations (ro) et (fa)
deviennent ·

(,~ [?~~)]' [?~.)P
.(.f–;x)~ .fj(.t-t–a:f''

1

(~ '~) 'K~.)
r .<-(~-<x)~c.(~)~

(x) est du troisième degré, et l'on devrait avoir ~(K)~o, ~2(<x)~o.
En raisonnant comme tout à l'heure, on verra que cette hypothèse

est encore à rejeter.

TVoMte/Kec<M.– A.r* -)-B.r + C=A(.r – a:)". On remplacera le sys-
tème des équations (to) et (ta) par le système des équations (<2) et

()3). Cette dernière équation devra être une identité, sans quoi elle

serait du troisième degré, et l'on en tirerait

/~–<X\ 3
='I

))m –––)
=:,:c,–<x~
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tandis que t'équation (J2 donne

hm ––– ~t.

En résumé, lorsque /t est éga! ou supérieur à 3, l'une des deux équa-
tions ()2) ou (t3) doit se réduire à une identité, ce qui exige que
l'une des fractions rationneites

~(-i /2'

~A~)-H.c-+-C)~ A~c–

se réduise à zéro ou à une quantité constante.

Il est aisé de s'assurer directement que les numérateurs ~(~?). /(~)
ne peuvent être nuts tant que la reiation(8) n'est pas une identité.

L'une des deux expressions devra donc avoir une va[eur constante dif-

férente de zéro.

17. Il suit de là que, si 2 ~–rF se ''éduit à une constante,

on pourra faire toutes les transformations

[?(~)P ~.f<)]'
(A~-r-B~+C)' (A'~+B~+C~

où A/, B', C', w ont des valeurs telles que le quotient 7–––i,
~A{--t-Ut-t-L.j'

soit égal à la même quantité constante. Or, parmi ces transformations,

on peut en trouver une qui est du premier degré par rapport a il

suint de prendre

A'-)-B'==o, C'=o, /'=~, m'=~;

ators

~(<)==~(<

,f.

~)==-–-g-–,

~(0__ r

(A'~+B'i-C')~ 3A''

Si l'on prend pour A' une valeur cotivcnabte,on pourr.) faire la
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transfurmutionIl
t

't'){jt.C~ 9~~–

qui est du premier degré par ['apport à t.

Hest ct~irque toute transformation que ['on peut faire dans le même

cas pourra se ramener a ta précédente, suivie d'une nouvelle transfor-

mation, égatement du premier degré par rapport à t.

Si le rapport a une valeurconstante, on prendra de tnctne

A' + B' =o, C':= o, = m'7-

&,(/)=-t~ c,f3~~~(t)= .-ta(t-t~, u'~(t;= -13t-2,j 2" 1',1 2

On aura alors

__[~(~p
(A'+-B'<-+-C')~ -A'(/–i.~

~,f~ 3t-2

(A't-B'<+C')~"4A'(<–f)'

Laditî'érence est égaie a
––si

l'on prend pour A' une valeur con-

venable, on pourra effectuer la transformation

[<B(.ï-)p t

(A-c~B~+C)~4A'(<'–i;'

d'ou ta fnémeconctusioïl que'tout l'heure.

Pour obtenir les nouvelles transformations, il ~M~ra ~o/Mde com-

&{~e/' transformations rationnelles que fo/z peut effectuer pour les

deux systèmes de valeurs constantes A, B, C, l, /M,

(C==o, A+B==o, /=~, /K=~), (C=o, A-r-B=o, ~=~.

18. H reste à examiner le cas où il existe une transformation du

deuxième degré par rapport aux deux variables.

Soient x, une valeur de -r, to et les valeurs de <correspondantes; a

la valeur t. correspondentpour x les vateurs~o et~, à la valeur t, cor-

respondent pour a? tes valeurs a?,et .Kg.

Si .r, ta relation F(.)?., ~,)= o entre deux valeurs de x qui ré-
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pondent Hta memevateur de sera du troisième degré, et l'on retombe

sur l'hypothèse précédente.

Si.j=.r;, la rotation F~o s'abaisse an deuxième degré;
elle se dédoubte en deux rotations du premier de~ré,

aj"H-+-I>

C.t'M -+' f/

D'après ce que t'eu a vu plus haut, cette dernière relation devra être

l'une des suivantes

.Tao
.Tj==) .r, ~'j=r –? .r; ––––

~n .~n –t

Soit, par exemple, .r,=t–“. La relation entre ;ret sera alors

(2~–I~==./2(<),

~(<) étant une fonction rationnelle de t du deuxième degré. Les deux

équations différentiettes

t/A~ -)- B~ + C \/A~+B~) -<- C
~-()'– ~') ~'j~– .T,

K~,

~(l–~)'" ~f!–)'"

devront admettré comme intégra)e~==i– il faut pour cela que

t'on ait /=/M, A-t-B=o, mais alors on pourra faire la transforma-

tion

~2x-i~W fl~(2~f – t)~== K,

et ta transformationproposée est une combinaison des deux suivantes

(2~)S=M, M=~(<).

C'est une des transformations indiquées plus haut(VMf. X, Xtl).

19. Pour abréger, je désignerai respectivement par U. V,W t'unc
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queiconqm'des expressions contenues <htns les trois Tnb!f:u)x sui-

vants

r /-1
= 2

~<
~l

1,

(?.
C'.

j_L~'J.l
\<7/' 4~ 4' 4<

V. ~J' ~~+4<–4~
2

;t-4<–'i<
2

–t6<()–< –)6<(t–<)' t6<(f–<)

(f)<–8)' (<-<')<)" (<)–8/~ 1
(f+8~~–<J (/–c))~

-<7;' i~y/'(7-<)~ ~~7–<)' -–,

If

(<+8)~(t–<) (8~_36<2~,2 (8~+2o<–t~ f8–36<-+?.7~'i=

vV.
n~ –b4~–< ~l'e~T~T– 64{7'<')'

(a~<~–t8<–i~ (~+t8<–?.~)a (/ ~8~ ~~3_3~_3~_)_

'1.

647' -–g~ ~–,

(64<96/s~-j)o<-+-i'~ )2, (<)-3o~–~<64~ (~–33~–33<t)~ [)2

"'–tf)87('[–7)"" !o87''(l–7)" to8<(r – <

Moyennant ces conventions, toutes, les nouvelles transformations

seront contenues dans le Tableau ci-après

A + B = o, C =~n,

LXVÏ. i /=M=~,
'f3~)2~v,

~±~±;.
<

f A=:o,C==o,

LXV~il.. rn = 21 1-4-X q
Lxvn. ~==~~=.- '/Lt~=y,

< t\

~=±:~=±~.
1

\t- /x

A=o, B+C==o, 0

'1
LXVIII. _3 2-x

2Lxvm. ~=~~='.

r:
~Y~v,

M=±~dh~.

,+-B==o, C==o,\

LXtX. ~) ~=~=='j,
(~w,

~=±M=±~ )

f
A==o,C=o,

LXX.J ~=~=~ /l±~V~wLX.x.

f
)

~=±~==±~.– s,

t\t–
= 'V,
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A==o,B B <~==o,

LXX). ,t
`

/-w-~ W,

~.==:±~±~.

A==o,B==o,

Lxxn. 1 = ~_Ld .“ w,

~=±~=±~ –
'r-

B=o,C=o,

Lxxni. ` /f.~=~ ;–~r~w.<
~=±~, ~=±..

t 4'j

~A~C, B+aC=o,j
LXXÏV.

( /=i!=' ~=w.

M–±§,=±~.
'±'

t

A=C,B==.?.A,

) ~='!<=~ f f~2_6~j~2 ~2_g~2
LXXV.

l-
m- (xz-6x+r1=

L, !xz-6x+ijz. =V,L\XV. – ––-–––––~=U, ––7.–;–––rT~

f

i
~=±'-–±y v

t –thy~t– –t6~'()–

3

C==4A.B=-4A,

rxYvï
~=~~=~

f f~+4~-4~
(~+4~-4)~LXAVt. – ––~––––––- ~=U, ~– 1 –r –

~=±,=±..±N'=±y, t –)–)
–ib~t–j")

tA=4C, B~-4C,

Lxxvn ~=~=~ f(,+4.r-4~ ('+4~-4~y

f ~=dL~.=.±-

t t6~-(t–~)X) t6~)

A=o, 4!! +3C==o,

I
Lxxvm.. ~~=- < .=u. -(9~~LXXVIII..

–?.(t–.r, –2~~t-–) i

.=±..
~±..
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.=o,B=3C.
) /==,w:='* t

LXXtX
rrc_=:i,

~u ~i'9~h.~ -w
jt t -T~~t-

U,
-.?.)-)~

,=\V,

~––r )

.<;=o,~B-t-~A~'),.

) j
/=~M– r"

f ,_H~~v n_8'rV~ffXXX.

-= ei
-S_°"~ -n _vtr

j Il t ~7i'–~)
f ~=.±~ ~=±~. 1

(
C=o, B=3A,

LXXXL.
/=;

/K==~,
f

J~fy-fi~'r 3L~ =u, f-r_Q~~ ,W,LXXXI.,
~~(~ x~

U,
-'7('-x)-

?.~±,, 2 ~=±..

i –?. ~p

2

C==4A,B-t-~A=o,.
JC-A, B+riA=o'

(.v 8)
2
ti X)

T~Y~ l'
/=~M=.l-, f

~+8)~(,)_ (.r+8)~(,)_LX~xit.

1
1

_~r- ––––

f.=±~==±..

A=4C,B+5C=o,

Lxxxm..
~=''

d±~u, ~w,

,±~~±~. 2

A=o,c)B-t-8C=o,

,~AO' gB+8C
(gx2-36x+~7)'

-U~
(8x'ÿ-36x+?~)^

LXXXIV
<==~7H=S, (8~–36~-t-T~_

U, (8~36~+~7]s_ = W,
LXXXIV. )))

-64~()-) -'64'~ (.)
LXXXIV

~~=±~ ~±f.

,x) 64,Xa(l- x)

A=o,B=8C,

` /==~,Bt=.3, (8~+-20~–)~ (8.rS-+-2o~–t)ï
LXXXV. ~6~(~).<=~' -64-.(.)~
LXXXV

~=±~

~=±~. x'

V=±~, À.=±3·, 3

C~o, <)B-)-8A=:o,

LXXXVI J
<==:§,M=~, f(8-36.c-t-?.'7. (8-36.r-~27~~

=W,LXXXVt..
,––64{7~–– ––64(,––=~'

~=±~=±~- )
1\= â, r'

3
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C==o,B=8A,

LXXXVIi.J ~==~
f

s.r~ .8+. W,

~±.)

j A==gC, B+foC=o,

LXXXViiJ 1 ~=~~=~
5 <

~8~
f~

_W,

f

J

~.=±~±.
v

t 6~ 6~.

C==gA, B-)-)oA~–o,

LXXXIX.. l) ~=~~=~ '+,8~)~
U> ~w

~=±.~==±..)

6Fx3
__U, =~r~

A == C, B + C = o,

~=M=§, f (2~-3~-3.f- !3~3~+-.t~
'r t -.7~(. -r~r~–-w,

A == ±: p. =± y.
-2~x= t-x.

A+B=o, A=t6C,

XCt. ~=~==~~ f (64~-96~+3o~+.~
~~j (64~-36~30~-t-t~XCI:

t –to8.c~t– –to8~ <–)

~=±~.=~

B+C=o.,C=<6A,
xcn ~=~J"=~ f (.~+30~–96~-)-&4)~

f~+3o~–q6.c-)-t~
-_y,

io8~'(t-.r) X) <o8~(t-~) xl

f
~=~="-=~- )

A=C, B=.4C,

XClU /=~t=~ ;<-33~–33~+,~ U
(~33~-33~1'!=

è·~

~= :± c- ==:±:
(
t

to8.c(i–~ .o8~(.c)<

~4
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Lt;strunsturm:)tiuns ainsi obtenues ne sont pas toutes irréductibfes.

Ainsi, il est ciairfjuc la relation

'<).t.'–8~ (~–8~
– ( <– ) – 2~ ( ) ––

équivaut à deux relations distinctes, dont l'une est x=t, l'autre étant

du deuxième degré par rapport à chacune des variables. De même la

transformation

~'–3~–3<-t- 2

~7~~–

se dédouble en deux transformations rationnelles déjà trouvées direc-

tement

2 < – 3 – 3 +2
2 X 1 ·

3;3<(t–<)

Je n'insisterai pas davantage sur ces simplifications, qu'il est facile

d'apercevoir dans chaque cas particulier.

20. Supposons que pour des valeurs convenables de A, B, C, l, y/ï

on puisse effectuer la transformation .r==y (<)et passer ainsi de l'équa-
tion (2) à l'équation (~). Si pour.c==o plusieurs valeurs de t de-

viennent égales à un nombre t,, différent de zéro et de l'unité, ces

valeurs, comme on l'a vu plus haut, seront au nombre de deux, de

trois ou de quatre. Admettons d'abord qu'il y en ait deux, que nous

désignerons par t' et t"; admettons en outre que l'on a

mod~<

L'équation (4) et, par suite, l'équation (~) admettront l'intégrale

~'(i F(~ p', /') + ~(i r)?' F(~, .3', <").

Cette fonction est évidemment holomorphe dans le voisinage du

point ;r ==o, car, si l'on fait décrire à la variable x un lacet autour de

ce point, les racines t' et ne font que s'échanger. L'équation (2)
devra donc admettre une intégrale uniforme dans le voisinage de l'ori-

gine cette intégrale sera de la forme

~)-F{~,y,~),
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r" [-

c.

r'
5

et l'on aura, en désignant par A une constante convenable,

A( t –~)-yF(ix.~3, =<( t –< F.;x', -<')-r- < ) –<v' t-' 3', y', <"

L'équation (2; admet de même l'intégrate

<(,- /F(~3'<')–t- <F(!x'.3'<"

qui se reproduit, au signe près, quand la variabic. décrit un tacet

autour de l'origine. Cette intégraie sera de la forme

~~(f–.)-; F(~,

et i'on aura, en désignant par B une nouvelle constante,

j~
B~~i–)-?.F(c<),y,)

= ~(i- <')?' F(<x', <) /t < F p', <

Si les valeurs de t qui deviennent égales a t, pour a?==o sont en

nombre supérieur à 2, il est aussi facile de former des intégrâtes de

l'équation (2), qui se reproduisent, multipliées par une constante,

quand on fait décrire à la variable x un lacet autour du pointa?==o.

Supposons, par exemple, que trois valeurs de t deviennent égales à t,

pour x=o, et soient < < ces trois racines, rangées dans l'ordre

dans lequel on les rencontre quand la variable décrit plusieurs lacets

successifs dans le sens direct autour de l'origine. L'intégrale

~(,-<')~F(~,p'<')

-+-(i-F(~j3'<")-+-r/rj?'F(<x',3', y',<

est évidemment uniforme dans le voisinage de l'origine, tandis que

l'intégrale

~-<F(~fy,<')

+~(. ~)'/P~ <")+./<(.- < F(~ 3', <")

se reproduit, multipliée par j, quand x décrit un lacet dans le sens

direct autour de l'origine. On en déduit des relations analogues aux

précédentes.
Une ou plusieurs valeurs de t peuvent être nulles en même temps
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que r. Si la vaieur de t qui est nulle pour -= <~est unique, l'intégrafe
( –

F~ <) St- reprudtnt,a nu facteur con~nt prcs, quand
.r décrit un chemin fcf')nec~t'ju)'aut)'ut'ign)e;e)iedott donc être égale

au!)ci'tt<'8t'a)(;dctafu)'tnc

C.<t 'F~

Le cas où plusieurs vateurs de <sont nulles en tuoue temps que x

<icf))andeun peu plus d'explications, le suppose d'abord que t'on ait

u

y désignant: une traction rationuetie. L'équation 2; admet une inté-

~rate de la Forme

~–-),')'/F'x,3,

il en est de même de t'équation (4). Si l'on considère < comme la va-

riable indépendante, quand on fait décrire à cette variable un lacet

autour du point ~==0, .j?revient à sa valeur initiale après avoir décrit

plusieurs lacets autour du point a?=o et t'intégrate précédente se re-

produit, multipliée par un facteur constant. On a donc

~-P(,t.)-?F~y,)=C~'p'([- <')</F~ .3'<'),

~désignant l'une des racines de t'équahon ;r =<?(/) qui sont nulles

pour.r==o. Toute transformation se ramenant à une combinaison de

transformations rationnelles, la conclusion précédente subsiste dans le

cas où x n'est plus une fonction'rationnelle de t.

Le calcul des constantes qui entrent dans nos formules s'effectue

sansdifncutté, lorsque pour ~=o on a en même temps ~=u; il suffit

<
de chercher la limite du rapport -–; pour x = o. Prenons le cas où,

pour a?=o, t prend une valeur finie < différente de zéro et de l'unité;

dans les formules écrites ci-dessus, faisons a?:~ 3, ~==~; on en déduit

Â===2~'(t-i!/)?'F(a'), j,

U=nm~ pour .=o, <=~H-Inn 1 1
pour X=O, 1=1

x._

);=. ~F(~B

~x.'>r_n

~[l'I"(I-
t')q' F(o: 13', y', t')]t=l,

\r,,f)



SD! !KQCA'rm.\t)HH~tE~T)F.[.LFf.t~É.\ni);.!:K.. ))'))

Les exemples suivants montrent bien !;) méthode a suivre dans

chaque eus.

21. Considérons l'équation difterentieHe

~f, .]~ ~3-.r~]~3t'd~~ 'x'

Pur-le changement de variat)!e ~a< t r, eHedevient

~[.P -f. ~i~

Pour ~'=o, tes deux valeurs de <sont cgates à Onaura <)«(;

aF~,P~=F(?.~2~~+~-+.) -F~3~-p.

Fi~-t- !3-c;

~F(~+!3-)-F(~ -?-i- '–)

Pour x= i, une des valeurs de est égate à o; donc

F( K,j3, +~3-t- .c' F 3, c: + ).

Cette dernière formule va nous permettre de caiculer et &.On ;), en

effet,
a-~9;Ff3K,a3,x-i-3-)-

ou, d'après ta formuleprécédente,

'r(e't-3-)-
a=at(~,S,~+3+~ 'p~p~~r;-

Onudeméme

~= -–F(2x-+-3+t.a'+3-4,
!X-t-3––

Dans la valeur de a changeons c:en <x-4- en + on trouve

4<x3 ~r(c:+p-L-:r'_4\/7;r~3+'
'~+3+~r~+.)r(3+.)"' r~r(3)
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22. Considérons encore Féquation dit'fcrenticHe

y f'r r~
.r'~ /(. y- -x ~–=o.d~~ ~/d~

Faisons le changement d~variabtu.r~Y_ <;t posons en

même tcmps/==~(f–< on obtient !a nouveHeéquation dtfferen-

tieUe

.~E< r ~,1~ a t',
< 'X -i- Ï; <J 4~. 0.

Pour x ==o, deux va)eurs de t deviennent égates à 3–2~2. Soient

et ces deux vateurs; dans le voisinage du point.-r==o, elles sont deve-

)oppab!es en séries convergentes ordonnées suivant les puissances crois-

santes de Soient

<' 3 – X X+ V'~7(3 \/2 – ~).)-

1" 3 ~'2 3 2
t

/–3–3-–)(3~'?.–~).–

L'intégrale

<~() –)~F(4~,3~+.?~ <')– /(!–~)~F(4~~x~- !2K~ :~<

est uniforme dans le voisinage de t'origine. On a donc, A étant une

constante,

,\t''(~–<x,c)

~()–.<')~F(4e. 3.X+ <')+~(t– <='F(4o:~x+ aa:-(- <")._t' (Il-~t.' 4a.;2'u+~2J ;r IIICX,'I-tl"21F(4 -r-~r -4-

Ofi aura de ntéme, en désignant par B une nouvelle constante,

B F(<x-t- a:, .r) = ~(t ~)MF(4a:, 2s<-)- !“2K + /')

–~(t–<F(4K,20!-+-+~,<").

Faisons a?==o;H vient

A := a(3 ~2~(2 – 2)~ F(4~ a~ -t- 2~ -t- 3-2 ~),

B = ~<,3 – 4) – [<" ( t – <)~ F (4 <x, 9 a: + 2 -)- < pour < – ?. y~.
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Remarquons maintenant que, pour ~o une des valeurs d<;

devient nulle. L'équation differentiettc proposée admet tes deux inté-

grâtes
~()-F~~ax+;x-

qui appartiennent au même exposant dans le domaine du point ~cc

Elles doivent donc être identiques a une constante près; on en déduit

la relation

F(4~ ae: -+. }, 2~ + <) = (~- 6/ -MFL, a~ +

que t'on
peut aussi écrire Ie

F(4a:, aa: + 2~ +~, <; =(<-)- <)-~ pL, + 2~ -t- i-
L t J

Dans cette dernière formule faisons 3– 3 y 2; on en tire

F(~6<,2<X+~,2<X-t-3– ~) = (-'{ – 2 \t)" F(<X,X-t- 2K+ )

Donc

r(3 -~)'T' 2~r(-h.~ ~/7rrf~+~

"-["' (4-~)' "J

21

1 r~+~r(~+~ -1 6 l r~~r~

On aura de même

I

~(t-<)~F(4~3ec-t-{,9.~+~<)~

r~<)~r < i6<<)~

=b-~J "b~(~7)T-j

_p('-<)' ~r<+-FL~ ~1
C(t+t)HJ ir(a+~)r~u-+-~) I_ t2 1 J-[-~wFJ jr~+~r~+~'r'~ (.+'~ j

r<)r(~+~ ~-6<+, r ~6<-t-j-;
'r(~r(~) f.)' ~t-'– .+~

Prenons la dérivée du second membre en négligeant tous [es termes

qui sont nuls pour /~3–2\/2; nous trouvons

2

v,-C(~ÿ-2V2/\?J2-2~-I1 (~l ~1.2,)
'1

~'j~~3J2 f~4

4)
,iEV2_) r_I _;)r!2x

')_ (4-a~)'' J (4-T. r(a:!r~-+.~
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ou, en réduisant,

J~ -.y~r~
1 'rr~'r~-H

23. t.<'s f'ut'mu!es que )'(ni trouvera ci-après ont. été obtenues d'une

manière anaiogue

)
[-'fx, 3, ==?(

'K, ?..3,c: + 3 + )

+F~3,3+A,L~'),

a~r.~ 'i-3+-i

"'r~r(3+~'

t < Ff 3,

F~

3, ~–L~~l G l i'
17., '(;1_-[5,:x \1-f x)

--7. F 2:Z,r
.)

"p,aQ
r' -1

Vx'-t~-v`x~?.~–! I

26)

(

~(.F~23,3,Y

~C-t

?.~r(~+i–s)

~r(~+~)r')'

6~F(~3,'},.c)=F~i,26- 3 J

T~} ) -F(~?.3-3-I-Y1,2(3 l
?'

f/~F(~,0,)=(')-~F~2K-36,~+.-3,=~)1. /-1"( ) ')
'1. r.;

7. ~-t,' –

'28~

-f.F~3,~+.-3, 1

~Trr~+6-~) ~~r(~s)
"r~rfp-.})' r~r(!-3)'

(29))
['6,~+3+~c)=:F(2o:6,s<-). 3-)-),
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F (a, ~x+~-t-r)

'3~'

i,

/)-t

=:f -.–––––––– J'

-T- -r- -––– h7., 7.- 7. -T
~t–~ ),

.F~

j Vt – -i- y – )' j
X,

X 2 t; -T –––– –– )
~)-r/

F(e', j:i, <x-t-~– x,

`
'<

==;r)'F~),i-–

i
.F~+,3-) ,,)

'0<

= ( f –– ––––'–––––– t- '< X–– K–– -i- X-T

'–––f '<
~+)/

F~+~

J

=(t-(~7~~+~=~)~~F~+~ -_1~
~)–t-v–

(35)
F(e<,a:+~c)=( ) F(2x,2~-r.y,~–– '-)-–

''s

(36) F(a.,a+.y,xl-= y-x')
~'–"c–

(.36) F(a;,ec+ .y,~) = ~– ~)'~ F sc:,ay– 'a:– ',y,.–––=_
2~~–

,(37)
F(~~+~y,~)=(.+~)'F(~,y-~2y- ~),!+~

(FLp,=Fr~±-~i,~(.)'j

l
L~ 'J

(

~r~+' 3+' ~+j3+. ,;¡;'
1[ =~F[–––~–(. 2 ? 2

)3qh F
c!,6~––-––i=r'–a.T-"F-<––~––-––~

––-7
1?. a a

7, 2 2~–
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tF(~)) a

~t – .r 4~'r.7' ]– -L

3, .––

t ).' -f.. – t -r p Z-1-~ ~-Z'L.' -r .r)' ~X;––~ 1 -< 1)–~ !t, I
J

f !f–.f)T-~j-x~)F '–––––––,y,)~(t–~)!

(42:

F(c:, t– ~,y,)

/-a j-W -u -f.x(x-t)

'~j =(.(.F[~,7_

fF(o:,t–K,y,) X)

f'T)
t ;–– ;–––v,,r 2/-s

'j.t/i.)"–<)
==~t-~Y-'(~+~–rr -'t y-–t,y-~2y-t,–='–,==~,h

j F~, = (. ~)~FF~ p ~+ ,–~1
IE)

j ~–––~r~ '–0!)-(-0: “

a/ L ?- s4(~–i)j

F~p,7.p,~)=
t–- F -,––,j3+-,––– )2

(t

,28 r

f X \2iL \2–J

(46) F ..)=(.- )"' FL, + L' 1,s46i F(a,2~3,x)-(s-x)
L -4V' J

,F(o;,j3.3(5,~)

(47) S'
~7~r

C
,A-~y'Lf ?. 7 a

~,+~ J

(48)
F~P,(3+.=(.F~±~p+.], 1

/F(<x,j3,<x-j3+t,~)

(49)~ =(,+~)-~p~~ .p, ~],
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t-'û t':9!,0,K–~–y' ~)
–x––r––-–––

-< .?' 2-

( F.–,5+).j

< -=(,f~
F[-

/F[~p,p-

-f.+~)-~FL~-j3+~~

9.3+..
ij_ f-

7~0/MM/~ </0/Mt~pa/M /<Xn~/0/M~07< <Y<y/OHne/ f/M ~Kf<<y'!e/<f~'<A?g;

/AF(c;–a:<-)

(53) ==A(')''F(s-x,x-c) J

( ==<~()– <')~F~6t,?.x +~, ?.K-t-)-<"='(!– y;~ Fi.'ic:, 9.0:-)- '2 X-<

) ( B~F(~+~)
t =B~(t-~)'F(!+~X,)

=<(,)2xF~ ,j~p~

désignent les deux racines de t'équation

(<=–6)'-<-))s-t-tt)<[t–<t-–o.

qui sont égaies a 3 – 2 pour .r = o

~= 3 – a ya -t- \/– (3 – 4
<

<"–H–2~–y–t(3~'<–T"<

A–~
2

~7rl'(?.0!+~)
..––~

4vT:r(BK-

r~+.~r~+-f' r~,r~~

AF(~o-r'.

(M) .=A(,jp~+~

=(-<')~(.-<')«F(4~2~-t-)-)=<(.-<F.+?. ).

'G. )6
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~B~F~–

56' ,s

B~~t -~)'F!t–x,x-)- __x,7+,- ;x;

~(,– /x F''4s<x-T- /'i–:–<t –
<")~ F~x t- r';

< sont les deux racines de t'équation

qui sont egates à ––
potU'.T'==<

.CFfx,–.x,

~7'~ :-C[.F~-a:,x+~

-:<'M(t–F(46t,X-)- !“ 'JK-t-)-–='F(~, 9. X ;x+~),

D~ rfct-t- ~–fx,t.;

'i =b~(t-.)-r~F(!-x,~+~

~<(f–<F(~e!,29:-)-4K+~<')–<(t–<F(~7.x-)- ~+ ~r'

sont tes deux racines de t'équation

qui sont égaies à a \/2 2 pour x = o.

;f-t-~–'i~–t6/!–<x'~o,

,r~+. a .j

<" ––– -+.~'–
't

(~-t-4<–4)~-+-('–

/'=; 2 –?.-)- ~/–1 ( 3 V'2– /~) -C~–

/3.~9.–2–~–)!3\/a–+.

~r~ ,– 4~r(~+~)

r(~+~Yr~-+- r~'r(~+~'
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tËF(x,x-t-

-:()+<'j'~F(4o:,2X-+-X-)-<)-F~K.X–20:-r-<

t G~ Ff~ -t- +16
Gx' T'i 7. + xj

.=.+-<F,4x,–~2a;+~–+-<F~x,x-zo:+~,<

<" sont les deux racines de t'équatiou

– 6 j – <+ ) o,

qui sont égales à 3 \/2 puuc ==o.

<'–3–2~?.-r-2–)~)-

<"=3-2~-(3~2 -4)~

F ~r~r-~)
U

4~r(3~+~

r(=<+~)r~+~)'
'1.'

r~)r(~+~'

f6<) )E~(~+-
(~< ==(t-2<')-F(4a:2~-t-–3<")~F(4~2a:-t-

j G.~F(~+~~+~)

( =(t-)~F(4~~2~+~<(.<F(4~+~~);

<" sont les deux racines de t'équation

(t -)-4< – 4~)~– (~< – ')'–o,

()ui Sont égaies a ~– pour ~'= o.

4

x-+.

'–v?' v~

< 2 –-{-– 4

-1-

2 -1
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1):3;

,Ë['o:,2-j-

rr ;x

~(~~y"F4~2~4~+~<+(~)''F(4~2~4~+i,<
1 2

l'lij-et,
2XT" i,,4et+ "l,t

tC~F~-1-

/iX
(64) t ) F(4~,2x-t-+~ J

~_< 1. Il,f –
-–

F(4K,2K+'4K-+-<

t" sont les deux racines de t'équation

(/~+4<-4~- (2-=0,

qui sont égaies à 2~2–a pour.r==o.

t' == 2
~2

– –
2~-3~2

– –
4 )

/"– 2 ~2 – 2 – (3 y2 – 4)- -T-

HF(~r)

,g~ =~(.F(.+~)
(65)

~(t ~~F(4~ 2~ +~, <') + ~(f r)"F(4~, + <")

~~[t r)~F(4x, sx -<- rj -+-< – <F(4a:, ac! + <"),

<

K~F(o:+~–a:c; X

j_ <

~g.}
= Ka;' ( t ~)' F(t – =<,x -h ~-)

:(,F(4~~2~+~<')-~='I~(.-<F(4~~2~-)-

-r~t-~F(4~2~+~t-~=7~<~F(4~3a:-<<");

sont les quatre racines de l'équation

(2<–))'+)6<(t–<).C=0,

rangées dans t'ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire
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à la variable .x plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour

de l'origine:

<'=-)- -=(cos'-4r~–fsin.)~~2\ 4 4/

“ 3?- 3n\
==.)-– cos -h y–t stn ) .c –t

2 \/2~ 44

+ V 1

4/

m 5; ,––. ''Tr\

< =- -i- –= COSy-
-r-~– SUt

-y-)
.C -r-

V2 't

< -)- – (cos 4
~~7 sin

~l)4 4/

H-~ .~4r(~r(~+~
r(~+;.)r~)'

“ ,– 7r\t6rf~)rf'+~

K = ~)~cos s.n~
K=i:f6f

COS¡+V-ISIU¡ -r(~)Y(.z+"t)-'

HF(~~+~)=
/'+4< 4<p~

~j

¡HF(a,a+1':¡'X)-
i+4t"_4t"z/Iz~c

1(4a'2,2C1.+."t)1 ~i

(6 )

~~4~-4~

.-(-)"F(4.r)
¡

-.(~)"F(4.<"i,4

L.F~+!+~== /4~-4<'yF~n-1- 1 ;15 l\\ J->
'f\

~~('~4~)-F~
i

-('±~")~F(4.
/II

,J /1V_ /!V2\~Tt

-L"iy4tW -/t,vz\Yx 2.7

-(~–4–)
F(4~1.~+~

+J-J., l+

'?

F(4a,2~t-t1V);

< < f, sont les quatre racines de l'équation

~(~<–)~–~(f-i-4.<–4~o.
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Ainsi

\/?.

x'

~t'~

~.Y-~ ~1' .C'

~2
2

,6r~)r(.

r~)r~

t F (a;, ~-+- 'x -t- ~) ( – ) F(o: – x -+- -c )

(69) /<L.T
F(4a, 2 :Z 4 '2,

j -(~–~–~) l)
F(4~4~- ~<

étant une des deux racines de l'équation

t6~(t– <i -i-.C~i-4< –4~–0,

qui sont nulles pour ~=o.

t F(iX, C! -)- ~K-i- ~) == (~ – -f)~ F(et -t- i,~ -t- ?.x +

(?o)' /3'_j;M

f T
=\T") J

F(:ax-)-+~<'i; /i

est une des deux racines de t'équation

)6~(t–<}–.c(2–/i''=0.

quisontnullespour;K==o.

F(~, + 2X-+- ~) 7: (t – ~)' F~-r- 0: -+.

( ;–6<F(4x,2~-t-ax-t-< 1

< désigne la racine det'équation

[6<{t – ~)~ +~(~ 6< + )~– o,

qui est nulle pour .K==o.
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iFx,x-K-t-.r'F:~+'2-t-x-t-t'

~)~.F(~x+-<

< désigne la racine de t'équation

)6<'f')–'t+~/ -=~f).

qui est nulle pour .? –f).

i F(x, x + 's! + – .c)~ F(x + x
– – ~t-!

( -:t+<F'<X––{.XX~);.1 L' 2x-j,2x-I-1);

< désigne la racine de l'équation

)6<~ – <~ – ~t -)- 'n,

qui est nulle pour .-r ==o.

) F(at, se -)- 9.x -)- ;< – F;x+ x + ~~a: + ~t', x

=(.-2<)~F(4~X+~<

t désigne la racine de )'équation

t6<(t–<)-(-~(x<–))''=o,

qui est nulle pour =o.

Formules données par les transformations inverses.

F(4K,2a:<x+~c)

\.1,
F=(f– '"F(~–ao;K-)-y)

f. <f < –!6.c:'f–-r)~')t (.c~ b-)"+ ) F hx, ce+ '“ a x
+ –––––

h
't–b~-L-j

=

j,
(j

“

[-

t6.r~t–.f~']
(t + ~)"~ F 9:, X-)- 9.X+ ––––i–



'~8 COURSAT.

'76) /4-4.F~ -.G~h-~ji(76)

¡.

(4 4 L' ~+4~-4)~)'

t, ia r

.I
)6-c~<1

(~)

~4-4~-F~}

\;J;

I\r+

.'t'- X2J-hf Cf.,<x+h2!:(+'¡"
4 4"

=

(1 ['
F

X@e -f6x(t-x)l,

~*or/KM/M données par les transformations rationnelles </Mtroisième degré.

A.F(~)

(78)
=A,(!)''F(~+~)

i

t =/(t-<F(3~,3~+~4o:+~<')+<(t-y~Fi3~,3<x+~,4~+§,<"),

~9~
=B<(i-~)'F(.t-i;)'

=/'2~(j-<F(3~,3~-(-~4~+§,<')-r~(.-r)"F(3o;,3x-L-4~+~):

< <" désignent les deux racines de l'équation

qui sont égales à pour ;r=o:

t''(4x,?.)-X

t
"1" ,1

_(,
-~F(~+. ~~)

f(' F~+~):

F(4e<2K+~)

~='t– '– F(9.0!-t--j-–?.0!,2e:

< (.––)-F[~].

Bt~ F(<X-t-–C!)

(<~–8)~-t-(!–<).X-=0,

l -ii+y-I
t $~ .x

+.

8 8 V"3
f

.=- 1

~-=~T~ ~=~
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'7

A, F(<x, – !X, .r'

<~)j I

-=A.(.(~+:

=<~(t–~i~-Fr~,3.x+~jt.x+,'j,<')-+-x;'–<F;3~,3x-)-9.x-<

j B,~
F(~+~ x

j -B,~(i-F(i-)

==~(i-<')MF{3~,3e(-7x+~,<')-~(t-<")M F(3~,3~-4-M+i;,<"

sont les deux racines de )'équatton li

qui sont éga)es a pour .r = o.

A,F(~t;

(~)
=A,(!r~F(~-e!t-j

=(--<F(3~2~-+-<')+(-F(3~a:, 2a:+~,<

(B,~F(~+~,§-)

j
=B.~(i-~F(.+~)

=(-<')~F(3c'o;+~,<')-{-<F(3~c<,9.K+~,<");

< <" sont les deux racines de l'équation

qui sont égales a–~ pour x =o.

<'=-+

(t – q< !)- (l – <)~.r o,

.=~

81
x- -+-

(t-+8<)S(!–27<.C=0,

<"=-;+~+-



'~c r.r))'ns,\T.

;8.~i F'x~ :)-=:~ -.c,"F~-x..x-t- 'f~(t–F(3K. –<).

~t''x+.x,x'= ~F(t–a:i-

f85)

=

~F(3~

<<'t:tnttarHcin<'det'équntion

r; – 8 – ?,~ t – < ) .C ~-=o,

qui est nu))e pour .~= o.

gg, t Ff~, x, .~j (. .r)~ F(.~ x, x '“ -r)

!F(3x,x-i,<).

F x -j- – x. ~= t – -f )'' Ff < – x, a -t-

1 =~)~_JL_.F(3~+~
g-t

<e):)!U!a racine de t'équadon

t – C) t + 7 t – =. 0

(}ni est nulle pour.~==o.

Î88)
I

CI

~-3~ /3t"
:,x

=(~)"F(3.,3~+~(~~y"F~3~

–

~.D/.e~F(s;-t-x-t--i;A-}
(~q) /T, :!X /3/3X

=('~ J i~~3~3~+~4~+i;,<')-('i~ F(3~3~+~4~+~

t', <"sont les deux racines de l'équation

(9<–8~-t-(3<–==o,

qui sont, égales a pour .r=o.



sm L'EQL'AnO~M[)-)ŒHE'<TtKLt,i;LtX~AtP.E,~:1'< )3'

(

(

(. + 3<')~ F(3~, 3~x + 2x + < + i. -t- 3~ t''(3x,
3y + 'x -r.

(9') ( D'(~-+-T.~+~

(C.F(.)

== (,-t-3<')3~ F(3s:,3~-t-2x-t- r; (t-T-3/"j~F,3a:,3x+~,2.x–

sont les deux racines de t'ëquation

qui sont éga!es à pour == u.

~C,F(x,+-)~('–i~F~x-(-

j

Ci F(x, 2

-1-. -t-([–4r;~F,3x,~–x,2x-<-j;,r.

g.
) U~'F~+~a+s,)~~–)<'r~F,3~–2,x-)-<'

–()–)~F~3x,S!,L..X+.

< /"sont tes deux racines de t'équatiott

qui sont égaies à (– ~) pour .r= o.

2~n'r~.<s:j'-j)~ ~r~x-i;

r [ .x + ~r( r. ) r +

,i--g, s

“ S~'3

~–t)<~–~(3<==o,

“ S~3

(,+8/~(.-<)-(.-4<j~o,

x fi ·'ï;i

8~3

~r-

~–t-



K.(.OLHS.ft.

~4.
F~r-c)=.C.F(3~<

(95)
F~-)-~j<-h,=~)- '~9~F(3~-+-3,<);

t désignant ta racine de l'équation

qui est nulle pour ~'=o.

(~6)
F(o-,e.t-)=(,+~y"F(3~~+~<),

(~) F(~+,)~(t+,) l '–F(3~+~i-
v 9

étant la racine de l'équation

qui est nu)tepourj?==o.

(q8) J' =(!–<F(3~<') t"

+(,-r)~ F(3~s,),

C)~'F(<x-+- '“ ~–c:. .)-)=G,~(t –a-)'F()–ot,a;-T- .c)

,qa)
(.F(3~<')

+~(.)~F(3~)

( +~(,-r~F(3~ <);

<
-–+.

(~– 8~r- j3 – 4< r~o,

3,

(<–(~/–(<3)~o,

E. F(~ §, -f) = Ë,(t .c~F(;; +

+(.F(3~



St;itL'Ët<LA)[U~U)HKHËNHt:LLEH~ÉA~U:,);TC. '33

sont. les trois racines de l'équation

(3 – 4 – ~7 – < u,

rangées dans l'ordre dans lequel on les rencontre quand on fait décr)r(;

a la variable x plusieurs tacets successifs dans le sens direct autour dc

t'origine:

3~2

8"
V– -y

“ 3~- /–~3< =
-7

+ .=- -v~-

~=~+..

3~r(~, -9~r(ii-i
2'

"r(~)r(~+~)' "r(~;r(~j

H<F(o:, ~–a:, ~)=H)(!–.ci"F(~ –x+3, -s, -c)

(,oo) =~F(3~2~-+-<')

j +~F(3~+~<"j

+~F(3~2~+~r,, J'

f K,~F(~+~ ~=K.~(.F(.T-

j = <F(3~–0!,2SC-)-<')(eot) ) t'"F(3«, -:Í-1 2" +6' il)

¡ +/Fi33:–a:,ao;-)-<

r +yr~F(3~a~+§,r);

< sont tes trois racines de l'équation

(t–4<)~+2~<~=0:

3~2

~––K'
~T-)

o~'

~=~



l3/t F..(,m'~S\T.

~v 3r~;r; /jLVl'ilIi~

r~n~T~ -~D ~7 r (~ ) r ( + Î

t H, F(«, x, s, -=- H, (. ~)'F(~ – ~x -<-

='i=")-<')~F!3x+.<,9.x-)
t<)2)

–<(t–<F(3~,3x+~2j!<°)

f + :-r~(. r)~F(3~, 3~ 2x -(- <).

i K,~ F(e< + '“ ~) =K,~(t .c)' F~. -x + i;, -c)

)
Jl = (-(.-<'j~F(3~,3a+~.2~+ii,<'

~'°
-t-~(–r~()-~r''F(3~,3K+~a+~

+_/(-r~(!-<)~F(3~,3K-)-?.+-

< t"' sont les trois racines de t'équatiou

3 <).!– 2~(t – =- u:

9.y''22
=~ – -~–

.t '-+-

~1

3~ t

r=-+.

L,F~+~c;=-~9-8<')~<F(3K,<

(.o4) ~+(9--8~<~F(3~-=<,2,~

+(9-8r)~~Ft3~r),

(M.~F~+~~+~-},~)=
(9-8<')~<~F(3~<

(,o5) +~(9-S/<~F(3~x,~< i

(
+ ~'(9 8' ~(3~ <")

t', < sont tes trois racines de l'équation

(~-3,8<)~~=..=
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'T~

PF(o!i-.t,=('+8<')~(t-F(3~x, 't-i;, <')

(,o6~ ..+(t+8~)~f!F(3K,x,9.~+~<")

-+-()-+-8r)~()–<F'3~j-.x,x-+-i;.r~,

t Q~F~ -)- '“ +~ == f.!+8<')~(. /')~F(3~, -+-~ )

('o?! +~ft+8<")~(t-<")~F(3~+~)

f
+~t-8r)~(t-r~F(3~o'x~

< <" sont les trois racines de t'équation

L

PF(c!, -x+~ s, = 't-9<')~F(3~. 3K+~, -+- <

(.08)' +(i-<)<")~F(3~3~+l,+-~)

~(.-9<F(3~3x+l,2~+~

< 1~
~)

~~1~

f,{~,3–t-8/~fl–<)a-0.

r~

p- 3r~)r(~+~ ~1 <)F(~r(~+~

'"r~+~r(~+i)' r~)r(~+~



<3(j K. (;ocf:SA'r.

Q~'Tf~' 'x-+-)~– -c)<F(3x,3x+.9.t- ,<'

~~9i -f~f3x,3x-+-?.x- ,<"

~()<F(3?:, 3~+

< <" sont les trois racines de t'équation

~<+t~ -(t–(-)<r–o:

2t/7. i

<'=:–)--––
.C'

:)/-

ii
'1 v?

~+~+.

r=-+.

F(;x, a: -h 2a:+ ,}, ~)= (t – ~c)~F(a; -i- -i- a;x -t- ~c)

("on Q<3x( It0)

j =(')
F(3~4~+~

est une des deux racines de t'équation

2'(!–/)+(C)<–8)2-=0,

qui sont nulles pour .x-=o.

F(<x,a:-<-?,~fX+~c)=('–~)\F(<x-)-<x+~,sc:+§,.x')

f'I')',

I

/2x 2x.

r ~('~s) ('F(3~~+~4~+§,<');

est une des deux racines de l'équation

T;~+(<-t-8)~(t–<)~-=0,

qui sont nu)ies pour .T?==o.



SL')'.),'Ëur.\T[O~J))H'')':f!KMiKLLr.).)~H.\H!r..!.)' ')';

G. 'S

r J "1' F~,x+~,?.o:-t-)=:(j–.x'')~ Ffx-K' ,x-<

(1 ==~–g<)~.F:3x,3K-x-t-r.

t étant)!) racine de
i'équatiort

x~<()– <)-~i–g< –

qui est nulle pou)'~=o.

) F(a:,e; + ~a;+s, .x-, =() –~T'F(.x+ c- -i- ?.o:+ .?;

=r.(t–8<)~(!–<~F(3x,–<y,?.K-)- l

t étant la racine de i'equation

T;<– (f -t- 8<) – /f~=0,

qui est nulle pour .r==u.

t F(fx,a: -t-~o:-)-) =(' F((X-i- ~,c:– -+-j;, A';
():))< 3~ 1 .),

(
<

= t – –) 4
Fi 3~, 3~– 4~+ <'

est une des deux racines de t'équation

T;~(t–<)–(4–3/)~=o.

qui sont nulles pour -r= o.

tF~,a:+ ,2a+~r)==('–~rF(a:+~,K-)-i;,2x-

(!t5)<

=h--)
F(3~+;+?.,<

est une des deux racines de l'équation

2~~–(4–<r'~='~

qui sont nuUes pour A ==o.



)~S )' CORSAT.

F~, X-+- X-+- ~') t – -fj~ P' X-t- X ?,X + ~)

I, =-.)-3<~F3x.3x-)-?-x-+-);

< étant, t~racme de )'equat.i(jm

<~– 3< i t)~=.-0,

qui est nulle pour ~==0.

f ) t'(~; ~X+ i~ ~)=-:i ) – F(K X -)- 2.X -r j;, -t.

( =(t –4<)~ F(3.X, – 0:, 2X + i;, /'j;

< étant t:) racine de t'équatton

2';< -)- () ~<t.' := 0,

qui est nuiie pour ~=u.

/*C'/7HM/M/OM/'7t;M /~(/' /«M~r/M«<<OM~ iraverses.

t''(3x, 3 K-(- ~o: + ~t';

~=~–~)'F(c.:+~o:-r~,4K+~r~

(t:i8) t/ 9~'Y'r 2, c, – ~7~ – .x'r
I

~8'/ r' (9~-S~

'"jY 3~r –2~i–~)j

:T.) ~+.T3~~

F(3~, 3fx -t- to; +

= – Jt-')' F ( – a:,
–

x, x + s, .c')

("9)
9~) F~, + + §, ~rj,

'+3.F[.+~~+.



Sf'~).'t':Q)'AT!nxn))'t')!F.XTt)'LLF.).tXÉA))!F. )'< ~()

;F''3x,x-)-4~-t-x\.

If

F ,a. i: j: J + 3a l a ;x-= .y F. K -r 3 K-t- 4 X-)- 'T

i (.~)
'"––– ––––––

:]-

¡

=1,1+8)

II-X) >-f

a,a-?,a+.H'X+I:!)'I-
"'(-f)" 'l, \x-

f F(3a; – s;,aa; -t- i;f)

=: (t – .x']'~ F'~ – <x, 3!x ?.;x -T-

I 9,7 x
:)

(, + 8~)-~(. ~)- F~,
=. -r

+~

:121)/1

1..

i

.x)-o<.F[7.
7.+!.

?CC+.

1 -4- 8x)u>i
_l,

~(.-4~)- F ~+,~+g,p],

-F(3<x,)

~)'F(' 3<x,+~)

8x;
,=x

~) j.[.i,=~].

j/ 4.r\r

F

(Q–8~1 Jax..

,,in~-3-)~d~
F(3a-<)

~(,F(~–3c:a:)

(123) F u»-a, 1
(:x,-9,"x

l
~((.F[.J~].

";(.~)- 1+3" rl-a,a+s~i'x'+3a

F(3~-+-~g-e:)

= (,

+

F(~ 3=!, -+- ~)

8~ ~rr (q-8~)~-j

C~ ~)(.) -F~+~ ,J'9 2i(~ x)

8.c\/ 4~Fr~-t-' (9-8~)~t

("'T~) ~L '3)d'



f/i< )' ),0)'HSAT.

,'F-t~-i ~~j i

t ~j
,,`

F'––<,],.f;

t

(\-

-?~ .~L-
~=:.r~, )

L -J-

</ i .t-–<)-

'(/) (--3)

F(/jC!i-69')F(!¡(7.¡CI. 6(7.+~, x')

== (f –
) .2x F (2 + x + i, 6 x -)- .r )

i

j (~)"FL~
+ .<1

'126' 1

27

+

L "–36~+2~~J

` C1- R) )

sa

FLJ,J-I-(-w
ï, 2J-i-~i,

64x3(I-X\]
)

fF(.2x+i;)o if,2:%+t"l)
~:(t–~)' '~F~~–2a!}–?.x,a~)

~) ~j,8~F[~ J

~(~8~)-~F~~+'+~];

F(ij.z, ?.~ + 6c; + ~)

== ()
–

.y F~x+: 9.a; G~-+- .c)

(
8 ~l.

x~z'`-=x

64 3

"]

,“

~j, J,

-j(.~)-],
J9 tx'-9j3'x

/'0/MM/e~ /C'M/M ~<f/' les <aK~/0/i<t~<?/t~ //H~ë~f~

</M aM/M /MH~/0/7ta<«.'M< ~a<MMMe//M.

;(. F~+~J~J;



S~)'.i.OL'ATi')X~n'FE)U~"rt!:H.KLtX)'\t[t)' i;T< !)'

.Fj~–X,2-):'F (4 Y., ~'y.+- x,

t -t-F~'i~–7.K,x–r)

1 18 x (;4x
t -t- .8~ a~ ~L, a: -+- .'“ ax + ––––––-

12(\1

L 'i-i-)8~'–9.

-J,

H~–<)~r!~P~?–'?~– bt~

='jIJ-f)X,n{I'XI¡ 'l.{"r-" 2, 6.fX.;f) <.)~, )[~~ ~f.j

F(4~
–

zx,

U ~r!" f8-

1'–-c""t' ~–7–~––r3o)
i

_J' ) 6~<–~j )

(
"j/8–36.y-)-

1-

(7., cr.0 = –f8–Q~

2

I

.J..~–––8––––) F ~J;

F(4c:,?.cc+~)

,.“ (<[––}(i3r;
(`-.x')

a«FLa'x,s~ 64(r-x;3
>

-<
8-2~x-x= -=~ ,> (x+8).s,x.

1

'fC~)']. l8 X2-20X-8'i2

F(4fX-–3C<,s,~)

9~\rr 1 ,(8-q~)~1

(r3a)

1
-'l.(

3Cr
8 3

2
(8-gx):Jx]

(.3.)
(-L~ 64fT=~r~

i /8-36~+.7~ 9~FL+ -(8-9~F~~–––~––––~ ~F~+,~+.J,

F(4.<x-2a:-t-f')

-3'J.-1 q; 1. l -t- 8):1xl

~(.~)~––]-

t
(~)"<.i.].(8 ) (l+s)F[a+:ï,O:+if,:J'(X2_'WX--8)2];

F(6et,act+~,4~+~)

=(~–~)'F(xo:-<s–-tc.4x-t-) x

ft3~~ ;a–3.y–3.c~-<-9.r
2 2 .-9.~s(f–.c)~ 1~~)

~––––––,––––––) F~+.L~-3~+.~
a,<x+,,2O:+r,'1 '1 39 .3. \2'

~h–-r-<-f~Frcf o'-t-' 2.x-)-~ a~tt –.C;- t

f ~) – -C -+. i 0!, 0: -)- g, -)- /2_~ _).L 4t,x_x.+ y
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Les transformations que l'on peut effectuer lorsque deux des trois

éléments <x,p, y sont arbitraires ont été données complètement par
Kummer. Dans le cas où un seul élément est arbitraire, il a indiqué

quelques cas particuliers de la transformation rationnelle du quatrième

degré et un certain nombre de transformations irrationnelles.

Les autres transformations rationnelles et la plupart des transforma-

tions irrationnelles meparaissent absolument nouvelles.

LE ViCE-RECTEUR DE L'AcADÉMtE DE PARIS,

F(6~ ?.'X,Xi-t"

27.

–toS.rf–.7-'
!o.x'-<r2-i-b4~Fx,x-t-?.x-<–––;––.––.––––––

1
(35)1 -+-'\(j,X' F

_CI.,
7. :>.7. ,¡,

b4.r~'–()h. <o.r-i-t'' ("

1

j t(~8~'t_

_1'

F[f)~)K-)-9.!X+,

l

=~– ¡" l'(~–4x,;j–K.20:-)-): x'

108x ( x)

) 3.)-F[.. ~].

¡

i, -r –!o8a;~–i'i

F(6o:t-8e<+ ~,a-'

f,3~ f/64-q6~+3o~ r !o8.(t-~) -)1

~~––––64"–––) F~+.J,

1
"j/)6–t6.c+a-s\r –!Q8.c''ft–.t-)1

1.

Vuet approuvé

Permisd'imprimer
Paris,1e g avril f88t.

GRËARD.

;!)–)<i.r-i-)6.F
!X,x-XTi'–––-

f i – x ~F <x,~– .?.x-)- ,},-–,––-–––-!.c~-)-i4.ï'i''J

f. .c~F(~+ 4~+ 8et+'“.c;x

1 16 16x x2
l'c.c,a+A,2Cf.+¡¡,

1 Q8x!. (1 x~–––,6–––) ~(.6-)\J-

Paris,le8 avrilj88t.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES Sc!E)\'CE.S,

MfLNE EDWARDS.
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PROPOSITIONDONNÉESPAR LA FACULTÉ.

Forrnuie de Lagrange pour dévetopper suivant les puissances de f

l'une des racines de l'équation c = x + ~:y s).

Propriétés des potynones de Legendre et applications (te la f'ormute.

~Met a~r~M~'e

Permisd'imprimer

Paris, le 9 avril )88<.

LE ViCE-RECTEUHnE L'AcATtÉM~EIJEL'AKit..

SECONDE THESE.

Paris,le 8 avril )8Sf.

LK DOYHN UK LA FACLLTÉ DUS SctEJ\CHS.

MtLNEEDWAKDS.

GRËARD.


