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PREMIERE THESE.

SUR

LEQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE

Qbi ADMET POUR INTEGRALE

LA _S_E‘BIE HYPERGEOMETRIQUE.

- INTRODUCTION.

1. La série h\perffeometrlque F(a, 2,9, ), considérée comme fonc-
tion de son quatrieme ¢ élément x, n’est définie que pour les valeurs de
la variable d’un module mfemeur a I'unité. Pour la définir pour des

~valeurs quelconques de @, on doit la considérer comme uhe intégrale
. partxcuhere d’une equatlon dlﬂerentlelle linéaire du second ordre; la
‘Iques‘uon revwnt A tromer' ce que ‘devient cette intégrale quand le
§chemm suivi par ]a varidble aboutit' & un point situé en dehors du

 eercle'de x‘ayon 1 déerit de lorlgmp comme centre. Par une généra-

lisation qui §"offre d’ elle méme, on est alors conduit a se poser le
miéme probleme pour une mtegmle quelconque de cette équation, le
) 5chemm suivi par la. vamable étant mmplement assujetti 2 ne passer
- par ancun des points. crmques qu’ elle ‘présente.
Cette equatlon celebre, emdwe pa: Gauss( ) et Kummer (?), admet,

{1 ) CEuure;s comp/ete\, t. III p. 207.
( 23 Jnm zml (lf Cre![r, . "\(\ p 3q



4 £, GOULSAT.
comme 1'a montre ce dernier, vingt-quatre natégrales de ta forme
xl x4 25

. - . 1 I b r -1
oit z est Pune des varables x, b — X, ) - Y Ty T pourvu

5, {3-—-0 ne soit un nombre entier,
Dans le méme travail, Kummer a donné les relatious linéaires a coefti-
cients conslants qui exislent entre trois queleconques de ces intégrales;
mais, cel émincanl géometre s’¢tant placé uniquement au point de vue
des valeurs réelles de la variable, les formples qu'il a obtenues pré-
sentent quelques difficultés quand on veut passer aux applications,
d’autant plus qu’il n'a pas toujours précisé sullisamment le sens de ses
integrales.

Supposons, en effet, qu'on veuille passer d’'une valeur de x réelle,
positive etinférieure i I'unité, 2 une valeur de 2 réelle, positive et supé-
rieure 8 Funité; cela ne pourra se fatre en attribuant i la varable une
suite de valeurs toutesréelles, puisqu’on ne peut passer parlepointer=1,
qui est un point eritique pour Véquation différentielle. Il faudra done
attribuer & « une suite de valeurs iimaginaires, ce que I'on pourra faire
‘d’une infinité de manieres, ct, la valeur finale de la fouction dépendant

essentieilement de la loi de succession des valeurs de la variable, on
voit qu’il est nécessalre, pour ¥’ objet que on se propose, d’introduire
la LOHbldeIdthn des valeurs imaginaires dans lequatwn différentielle.

La theome Or'eneralt, de cette équation, quand en n'apporte ainsi au-
cune resmctlon aux valeurs de ia varlable n'a pas été faite Jusqu icl
d’une maniere. (,omplete du moins i ma connalssance Je dois rappeler |
(,ependant que M. lannery( ) a montré qu'en appllquaut les principes
posés pat, M. Fuuhb (?) pou{ la théorie (lt,S équations différentielles
linéaires: on retrouvait les intégrales de Kuminer; dans un autre
Mémoire. (*), il a determme les relauons linéaires entre les intégrales
'pour un exemple numérique, dqa etudle par M. Fuchs (*). Les resul-
tats ohtenus congordent avec ceux. que I'on déduit du cas général,

qu'aucun des nombres o, oy — u -

—'*""--‘..'. e T K I Ao

Annales sCL fquues de | ’Lcole Normale supericure, »° série; L. IV, p. 113,

o
2y Jowrnal dr' Crelle, . L}le, ). 121,

(3) dnnales se u'/zn_frqm:s de l’L(olr Normale supdricare, of série, L VUL, p. 16y,
o ) - '

./mmm! rlc (u/!(, t_ l,}\\[, p.or.
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2. Dans la premiere Partic de ce travail, je développe d’abord une
méthode due i Jacobi (') pour retrouver les vingt-quatre mtégrales de
I’ equation différentielle quand aucun des nombres y, y—a— 5, f—u«
w’est un nombre entier; puis, par Uapplication du théoreme de Cauchy
aux intégrales définies qui représentent les séries hypergéométriques,
jobtiens les relations elles-mémes entre ces intégrales. Si, parmi les
nombres v, y—a—f3, f—«, il se trouve un ou plusieurs nombres ¢n-
tiers, il y a un changement de forme analylique pour certaines inté-
grales; on obtient les intégrales nouvelles par un procédé d’un usage
[requcnt en Mathématiques, surtout dans I'étude des équations diffe-
rentielles. Je 1ermmc en recherchant les conditions que doivent remplir
les éléments o, 5, v pour‘ que Pintégrale générale soit algébrique. Je
suis conduit 2 une représentation géométrique identique a celle que
M. Schwarz (2) avait déja trouvée, en partant de principes tout dil-
férents.

La seconde Partie est consacrée a la recherche des transformations
que P'on peut faire subir & la série hypergéométrique lorsque, des trois
elementb a, ﬁ 75 deux qeulement ou méme un seul, restent arbitraires.
Je parviens & déterminer toutes les transformations d’une forme tres
generale qui comprend toutes les transformations indiquées par Kum-
mer (*), et un certain nombre d’autres, que je crois nouvelles. Je
donne ensuite quelques-unes des ﬂﬂﬁ]bl’@ﬂSﬂb fommleb que 'on peut
a fen dedmre.: R ' ' |
T suppose ¢connus les prmmpes r(,latlfs a 1a lheonc des équations

"5dlfferentlelles lmean'cs, me conlentdnt de mnvmer au Mémoire déja
ule de M Tannery( ) |

‘.

) Jourfml d'e C:el/e t. LVI, p- 149
) dd., L LXXYV, p.agz.

) - ld . XV, p. 64 et 197,
)

/Iuﬂafes suent&[‘ qus de Z’Lcoie Z\’m malr' supéricure, 2" sévie, LIV, poorid,

(
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PREMIERE PARTIE.

3. On sait, depuis Euler, que Pintégrale définie

. ‘.1
== / Vdu,
~H

ou

V = ub—! (1— ey {1 — xur?,

si elle a un sens, vérifie l’é_quation différentielle

d? d
(1) | x.(l—wx)-—;;—“ +[y+~~(a'-+-ﬁ )x]%——aﬁy:o.
Pourle demontrer, 1l sufﬁtsunplement de remplacer dans le premier

“membre de notre équation v,y y” par leurs valeurs. Le résultat est
evulemme-nt

AL et fdf““(“*“*‘ Vi — B |

5Or il est famle de § assurer que la fon(,[lon sous le qwne d’ mtegratlon
-nestautreque EREERI RS
| o d [u(;—an) ;J= |
: —- o ““'—“-‘—' \ .
. du 1 Xl

. . : . ! . ~ o i -
Le resultat de la substltutlon sera donc — [ulh xz} V]_ , résultat
_ : _ - 4o

: 1dent1quement nul, pmsque nous %upposons que lmteﬂralef Vdu a
un sens. - ' o

D une mamere géné rale LOI}SldePOHSl intégrale définie

| A
yo= = Vdu

4



SUL L'EQUATION DIFFERENTIELLE LINUAWE, ETC. g
ot get fisont des quanlités constanles. Si nous portons cette valeur
de y dans le premier membre de Véquation (1), nous trouvons comme
résultat

gk
MI"""M .
¢ \J,
AI""".Z'H

Pour que ce résultat soit nul, il suffit de prendre pour g et £ 'une quel-
conque des valeurs o, 1, o, pourvu, bien entendu, que Ulntégrale
correspondante ait un sens. Il résulte de la que chacune des trois inté-
grales définies |

a1 salt L
¥ == Vdu, y :::J Vdu, ¥ j Vdu,
s 1

[H

si elle a un sens, satisfait & Uéquation différentielle proposée.
Considérons maintenant avec Jacobi Uintégrale définte

:}j Vdu,

ol g et & sont des constantes, et ILlli[)ld({)ll‘s, comme tout a Uheure, vy,
¥,y par leurs valeurs dans le premier membre de I'équation (1} Apres
quelqueb tpductlons faulcs, ]L resultcnt peut s ecm*ef

= (y:——'~3ﬁ f?*"l}‘5;(55(,"%4"1'51)"%'“ x""f-i_ﬂé‘ e IEY e agB - g TR e g

Sl l on pxend p(}ur ¢ la valeur e ==t et pour g l'une des valeurs o,
.1,-—%«00 le résultat sera nul, pourvu que 1 — o ait sa partie réelle
| ?posmvc, LL que lc prodmt ui*(! -—-u) “F(1—au)*! soit nul pour la li-

1

] mlte u::g, c esl a dlre pourvu quel m‘leo‘rale Y = / Vdu ait un sens.

I..ﬂ'

._ On a donc en toul; SIX fonetions reprebentees par des intégrales de-
finies qui vérifient Péquation (1). On trouvera ci-apres ledableau de
- ces Six mtegrales, avu, les condltlons gue dmw,nt remplir les quantités
;__ac, By 7 pour que ces 1ntegrales aient un sens (Uinégalité A >o in-
o _-"'3d1quc Slmplumm que la partie réelle llt. A est posum,)
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§ 3 l Ve 3. u YRR ERT
o oy AT S0 A /O
LA
B Rt
i3 I J Vidu., ... . Y5 .0 L gty 0
i \
2
4 ¥ Vo, 50 1 — % 720
LI
1
P o H . i -, —_
{0 ]’/ Vdu. . . ... PR R I~ o >0
vy
S
L6 ¥y :;_f Vdu. . o -1 7 -0 1 %0

4. Avant d’aller plus loin, il importe, pour la suite, de bien préciser
quelle est celle des valeurs de la fonction V que 'on prend dans I'in-
tégration et aussi d’étudier de plus pres les propriétés des fonctions
représentées par ces inlégrales définies.

5. L’ji'nt..égra[ey:_—,f= @ (1w P (r—zu) *dua un sens, pourvu
I 4’ S N S
“que les parties réelles de 8 et de y— 5 soient posifives, et en outre
pourvu: que & n’ait pas une valeur réelle supérieure 2 'unité. On pren-
Fig. 1.

i [ : T e

- gd:_fn.?{‘L"(};lteﬂin'l‘égr;ric-sui"muI: le chemin rvectiligne o-1 { fig.s); pour argu-
m"'c‘ms\'t.] ¢ et 1= on -:p-l‘cn-(‘l'rafo,' el pour argument de L -2t eelut

Cquiest nul posra=ono
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La fonction y alnsi définie est une foncton uniforme de 2 dans
toute Pétendue du plan, & condition que le ehemin suivi par la variable
ne coupe pas la lighe —— -2 . Faisons decrive au potnt @ une
courbe fermée ne coupant pas cette ligne; le point ., correspondant
2 une valeur de w comprise entre o ct 1, décrira une courbe fermnée
homothétique & la précédente et Inissant le point s a Vextéricur. Largu-
ment de 1 — xu reprendra done sa valeur initiale; ioen sera de meme
de Ué¢lément de Pintégrale qui correspond i eette valeur de w, et par
suite de U'intégrale elle-méme.

Al résutte de ce qui précede que la fonction y pourra, & U'intérieur
d’un cercle de rayon égal a Punité décrit de 'origine comme centre,
étre développée en série convergente ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable.

Le coefticient de 2™ dans ce développement sera

(([mr‘-
s ‘ \ a1
{[.2:”-") C . 5c§:z—%—1‘;...;+m-—1 [ . , N
AL resta-dive el S , v — 15
1.9...00 FL. . i J, '
ou
giog+1)..da+m—v FiS+m b y—5
| 1.2, .. Vig—+m
ou encore
glo+1). . lad+m—13F+0.  (5+m—u: T3 T y—5;
:5'1\.2 N 7(7—;—1} =/~.~ﬁm?--r§ 1’:\7‘}
Pour* touLe valeur de x de module mierleur 4 I umu, on aura dom
I R 1,,#_;,-1,;,/;: SRR
i) Ve =R T g Gy

L mtc:,grale [ne(-edune est Sllbf‘bplillie de. t[o:s autres formes sem-
| _hlablus, que I'on obtient au moyen des changements de variable sui-
va ntb, llldl(luPb par Jacoln
L  wEmi— v,
R
|-+ o .
[ ——v

1__""-“¢1:
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!
Par la premiere substitution, / Vdu se change en

sl 7 x P |
ilmx}“*/ Y e 1~—~v'sﬁ ! kl—-«-wwm v) dv.
L

X — i
¢

Cette derniere intégrale est prise suivant le méme chemin que la
[ » 4 e Z
premiere. Si Pon fail sur les arguments de ¢, 1 —¢, 1 — e les
mémes conventions que tout a 'heure, il faudra, pour que les deux
intégrales soient identiques; prendre pour argument de 1 —x celul
qui est nul pour #=o0. On aura alors |

sl '
- J uﬁ (4 uY i — 2w du
¢

e p " —x
i — )% [- oY B (g — g} (i _ e v) dv.
' : X — 1

_'/.9
Faisons la seconde transformation :

¢
U= .
1—x+vx

Al

e : - \ ~(¥-2)
L’intégrale devient (1 — w)"ﬁj Pt (| — )Y (l — v) dy.
0

~ Cette dermere mteqrale est pnse le long d’un arc de cercle oM1; mais
ﬁ_ixl est (aule de S a%surer que Paire compnse entre cet are de cercle et

Ca hgne 0-i ne contzent pas le pomt = - qu1 est un pomt critique

j'-é-'pour la nouvelle fonctlon sous le 51gne d mteﬂratwn En effet, a la

" —

L T
: vmleur v_;
; 'f- x

correspond pour u la valem U=+ oo : le point A qui

| hgur dmt don(, appartemr 3 la cxrconference dont fait partie

Tare oWII On paurra, par consequent prendre la seconde intégrale

suivant le chemin rectxligne o-1 et, en faisant sur les arguments les
mémes wnventwns que tout l heure on pourr écrire

-

1 al f .

. 3 . - o . . ., x ....(T_.ct)

f Vidu= {1 - x)“i’)f et 1 — )Yt (s — u) dv,
- _ —~ X )7 v | o
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SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE LINFATRE, ETC. [1

) . - {! 4
La transformation u— '-m———; donnerait de méme
—_—

21 1
[(Viu=ti—zrns [ ot b ) ende
I.r‘}

vy

Chacune des nouvelles intégrales peut i son tour étre développée en
série pour des valeurs de la variable comprises entre certaines limites.
Ainsi, pour des valeurs de x de module inférieur a I'unité, on a

: 2 §
A — zp)Ye [ oY Bt — ot — ez ()
o

Y . i .
I‘(@)T Yy — B8] h— e BFly —a,y— 8,7y, .

Py
x
De méme, pour des valeurs de  telles que mod. (T---~~]> <1,
£ N ' s 1 / X -
{(1- -2 / oY==t {1 —— 0B (I — —— v) e
t v ' v X -
Fp)Tiy — B, ( %
) SN | Z-*‘ZF .__O'.’__'_ )
) OB

Pour abreger le langaqe, nous appellerons Co et ,; C, les cercles décrits

{Ies pomtq 0 et 1.comme centres avec T'unité pour rayon. De méme,
nous appe‘lerons E,et E, Fes porttonq ‘du plan limitées par la corde
';?commune aux deux cercles précédents et qu: contlennent iune le
| ipomt x=o0, I'autre le point x = 1. -
- Des consuleranom precedentes il résulte que l'cquatlon différentielle
_propoqee admet une mtegrale uniforme dans tout le plan, pourvu que
le chemin suivi par la variable soit assujetti & ne pas couper la ligne
-+ . Nous désignerons. par o, celte intégrale parti-
culiere; pour ce qui va suivre, nous supposerons que le chemin suivi
par la variable ne coupe pas non plus la hgne — o o, quoique cette
. convenllon ne emt pae nécessaire.
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Dans le cercle £, on a
Q, o I“‘ Z 3, "/._ 7 “i R F }’ -k, 7 -— 3; ?- A

Dans Pespace €y, on a de méme

oy T i IR S )

. 'ﬂ‘\
hb]
s N

x N, o - oz
I'argument de (r — ) étant snpposé compris entre —7 et + 7. A la
vérite, les résultats qui précedent ne sont établis qu’en supposant posi-
tives les parties réelles de £ et de y— @5 mais il est clair que ees résul-
tats subsistent tant que 4 n'est pas un nombre entier négatif ou nul.
[maginons qu'on veuille vérifier dircctement que P'une des quatre
fonoliom pricédentes satisfait 3 T'équation (1) : le signe des quantilés
,9—Fn 'Interviendra en rien dans le caleul, et, par conséquent, la
vérification devra se faire dans tous les cas. Il en serait de méme si l'on
voulait vérifier que deux de ces fonctions sont égales pour les valeurs
de z, quirendent convergentes les deux séries.

Je fais cette remarque une fois pour toutes, pour n'avoir pas ay re-
venir dans les cas analogues.
Si les parties réelles de 5 et de 7 — 3 sont positives, on a

1 NG T - -
J iy H _ ]

. /_.’_—9-:..

6 L m;ecrm]p }; .H_/  : e (I*_.ﬂ; u‘;*f'»‘ﬁ* ‘:{'i"— xuy* du 2 un SEHS,

Il:vn . vl . ' . i

_zpoumu que. leq partns r'oellcs de b et tlcc! o 7 soient posuneq
et que x n’ait pas. une valeur reelle et négative. On démontrerait
~ sans difficulté que la fonclion y est uniforme d.‘ms tout le plan, pourvu
:que le chemm suivi par la variable ne coupe pas lIa ligne indéfinie
_ il en sera-encore de mémesi le chemin suivi p*\rla vari able
est en outre _;.1%sulem 4 ne pas couper laligne 1 ~———-o0 .

~ Pour ache\er de préciser le sens de cetle intégrale, 1l reste a choisir
les arguments de u, de 1-—u et de 1—zu; pour argument de 1—uz on
prendm 0,. pour: argument de.1 — 2w celul qui est nul pour u==0; mais
on pourra prendre pour argumtnt dewu, T x upposom d'abord qu’on




SER L EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAE., LTC. LA
prenne arg, (1) == 4+, et faisons le (-hdnrre'm( ot de variahle
) i L
‘F __l . I ——— L.f

v

(/U e Ll | S
: i — [ 2

gvariant de o 3 1, « varie de o b —

|l e
|
e 0 1
T I P R
T

Si nous prenons o pour argument de v et de 1 —¢, nous devons
prendre 7 pour argument de (—1), et 'argument de 1 — ot — ) sera
nul pour'v=o0. Par ce changement de variable, I'intégrale devient

v 1

) —fa a0 Y. P T .
- erd! e L UL S O IR Al kRN

.‘J o

Dans cetle derniere intégrale, les arguments deo, 1 —o, 1—9(1—2,
oot le méme sens que dans l'intégrale déja étudiée. On peut done lui
apphquer les lmmiurmatnons precedonleq et 'on conclut que, tan! que

o 1 ﬁ +r—yn Oql pas un nombre entier nen'ntlf'nu nul Péquation (1)
B a{}; et une nouvelle intégrale o, hnlomnrphe dans lout le plan, sous
. les (-ondltlons mdrquvea plu‘s haul:

D‘m‘s ]c cercle C,,‘ ona -

ngl'g,u,?J*tJ—Ffﬁi,f-“Z}

g M.ZI—TF 7“‘*‘“]‘*—“/ _"T"[-""‘/! j—-— 13_:‘—._[-—”--?‘.[-_‘?.._:.
Dans _?l?éS|1a'ce- E_,'_,' on a de fméme

q;-_;-::: -‘I‘ ./J-J"!——-—/,of_‘—‘_;-hlw—/www)

2
| . , : - ?‘-—l\
:xv"pF_(f)-:oJ'“i‘“l"—?ia'i" 2 L=, ﬁ_—)q
“ , X

Vargument de x étant compris enlre — et + .
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Lorsque f3 et w1 -—+ auront leurs parties réelles positives, cette
fonection 7, pourra étre représentée par une intégrale définie,

f wd v v - zu )t due == e“fﬂ - '
g
en supposant que 'on prenne -z pour argument de « dans 'inté-
grale,
Sil’on prenail — n pour cet argument, on aurait

o Cis\T (o +41— 7}
[‘ w1 (V3 — zr e TR B 4

B Y T
Jy I e 1A
e
7. L'intégrale y = ub=' (1 — w)¥ (1 — xru)™du a un sens,
=1
pourvu que les partles réelles de y— 5 et de « -+ 1 — 7 soient positives

et que x n'ait pas une valeur réelle comprise entre zéro et 'unité. 11 est
facile de voir que si 'on fait décrire & la variable un chemin fermé en-
tourant la ligne o-1, fa fonction y revient a sa valeur initiale, multipliée
p'lf e*?™¢. opn la rendra uniforme, en convenant que le chemin suivi
par la variable ne coupera pas la ligne 0 ——+o2 .

Cette nouvelle intégrale présente done une différence essentielle avec
Tes deux intégrales precedentes quant au chemin suivi par la variable ;
cela tient & ce que nous ne pouvons passer de la partie supérieure du
plan hla parile inférieure, ou inversement, en traversant la ligne droite

01, L’lntegmle considérée cessant d’avoir un sens pour un point decette
| drmte rienn mdlque que lacontinuation analytique de la fonction soit
Q 'representep apr es ce p,assage par le méme 9\'mb0|e et nous verrons, en
“effet, qu'il n’en est pas ainsi. |
~ Pour acheverde | precrspr le sens de celte lnteqrale on prcmlr' o pour
argument (le u, pour argument de 1— xu celui qui est nul pour u=o
- et qui varie d'une maniére continue quand on fait décrire a la variable ’
la pa:rtle.;posltl-ve;defl axe des x. Quantd 1—u, on pourra prendre =7
Supposons qu’on prenne — 7, et posons
| I — dv

w=1Ly dy= T2,
¢ . U

. T—v =) v\
1— 11 == (=t} ey 1 == 1 — — )
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Si nous prenons o pour argument devetde 1 —y, et pour arguament
de (l — %) celui qui est nul pour v =o, nous devrons prendre (—n)
pour argument de (—1), et pour argument de (—x) celui qui est

compris entre — 7 el + x.

—l»— o
L’,int(’&gralefv Vdu devient
1

' o . .
Y . , . ¢y
elt+p-ymi. x}"“f U“"'Til - ¢ =5 (1 — -) dv.
' x

0

Cette nouvelle intégrale est de la méme forme que la premiere 1mté-
‘grale étudiée, et, en lui appliquant les mémes transformations, on
arrive aux résultats suivants. |
Tant que «-+1— 5 n'est pas un entier négatif ou nul, Péquation
dlﬁﬁ’l'ﬂﬂll(,“ e (1) admet une intégrale ¢,, uniforme dans toute I'étendue
du plan, pourva que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la
ligne o-——~+90 , qui peut se développer en série comme il suit.

A lexterleur du cercle C,, on a

i 1
@3::1(~—x)'*°’*l*(a afi“/a0+l_{3: x)
” Sl N G :
=l —w et F (s g — ek B ).

~ A lextérieur da cercle C,, on a

@J“-['_J’-)AGF( 7"’”'@:0"‘4”‘!"‘" |j-) ‘“‘“‘”‘") =
: .: : C ; : i "“"x _

o On 5uppose I argument de (--;v) COIIlpI is entre (— ) et (—i—n,, ains
que celuide r—2. . -~ - .
Sl fes partleb ré elles de 7= 3 et d(, %+ 1 -1—7 sont POSIU\Eb, on aura

i ~1— 7Ty —5)
Tiog+1—3)

f bt (1 — u,)Y"' 5o (1 — zu) % du = e+p-YIw D3,
: . : ,

~en supposant quon prenne (— #) pour argument de 1 —u.
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Sil'on prenait -+x pour cet argument, on aurait

»=b o r . ‘ \ P
/ t‘ﬁ = | T — )“" :} f | { — X A f{fﬂ - fj'\.l.‘"':j B DAY A l;,A, ( . { LWL
' ' A vy

v

8. On étudie de l weéme maniere les trois autres intégrales definles
H 1

j Vdu, Vdu,j Vdu. Cette étude ne présentant pas de diffi-
0 1 1

e

culté, je me contenteral d'indiquer sommairement les résultats.,
1

L'intégrale y = [ w gt — .,r:u) “du a un sens, pourvu
LEaN }]

que [ et 1 — o aient leurs parties réelles positives et que a n’ait pas
une valeur réelle comprise entre zéro et unité. Si l'on assujettit le
chemin suivi par la variable 4 ne pas couperlaligneindéfinie o— +,
la fonction y sera uniforme dans toute I'étendue du plan,

On ramenera cette intégrale a la premiere forme en posant u= —;

X

on trouve
1

—

Ve N

l w1 B — et du

’ . ot : v—f3
oy . L \ v\ Yl
= eFMB(— )8 / vi—1 {1 —v)—4 (1 — -—) dv.
e - x _

_ ans Ia pr'emlere mteﬂrale on prend pour (n’ffument.s) sde 1—uetde
1 — qw ceux-qui sont nuls pour u=o. Quant & P'argument de u, en
deblgnam pal‘ W larﬂ‘un’lent de \\—a:}, COIH[)!‘]b ellll'b —m et +m, on
aura pour coeﬂmcnt de la seconde intégrale e, suivant que 'on
‘prendra pour cet argument (— w==7).

en vésulte pour I'équation différenticlle une nouvelle mtem-ale Gy
. qu1 peut, comme fes précédentes, élre developpee en série.
A l’extemeur du Leicle Copoma

,%:(_ij—{d‘ (i3+{~7’ 5"ﬁ+lﬁa";)
:(+x)°‘**(¥“x?*"“?f”(‘"“’?“‘.““’@*'“‘““’ .}?)
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De méme, a 'extérieur du cercle C,,

[—x

i

3 roo

. i
= it i--xf—if*I*(?J—'—ru——'/rm-x,_J+r—/,~-——>a

i — .r

les arguments de (— x) et de (1 —a) étant compris entre (—m) et

(+ 7). |
Pour des valeurs convenables de 5 et de 1 — 2, on aura

1
-

':D"-

< | Tgil{ir—a)
Bty — 11811 — ndu = eETH o ﬁ,'.
. n i r 2 I—G'f;

—+
9. L mteqralp —-—f 1t ‘(r — 17 b1y — 2t *du a un sens,

~

WX

pourvu que lcg parties réelles de 1 —a et 41 —7 soient positives et
que x n’ait pas une valeur réelle supérieure a I'unité; de plus, la fone-
tion ¥ sera holomorphe si le chemin suivi par la variable ne coupe au-
cune des lignes indéfinies — % ——o0, 1 + = .

On rameéne cette intégrale a 1a premiere forme en posant u= —, el

Ty
I'on trouve
. f '_ uﬁ*“”l-wn‘w @-"ffr-——xre‘-'wlla

L = Ry P )RRl -y [. PRl — e % — e Y3 e,
o ’ C ; . ‘.:0; . : .
~Lesargumen(s deu et de 1 —usont fixés par la continuité en supposant
quon parte de I onqlne avec l argument o el qu'on décrive le rayon

xu, on peut prendre pour

mﬁm oL.p‘lsqant par le :pomt =

argument =7, Dans la fm'mule precedente on premlra le signe + ou
le signe — devant ni(y— f—1) suivant que le point qui figure la
valeur de « sera dans la partie qupemeure ou dans la partie inférieure
- du plan, et e sngne +- ou — devant mai suivant que U'on prend, pour
| éar'gument de 1.— xu, -7 on — 7 o | o

’ -.-G-.fi i _ : - : 3
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Tant que 2 — 7 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul, I'équa-
tion {1) admettra une intégrale <, uniforme sous la condition énoncie
plus haut.

Dans le cercle C,, on aura

o= 2V YF B+ —y, a1 — 00—y, 2

I L ¥ ~
Y — 2 By — gy 1 —

De méme, dans 'espace E,,

x
— Lt g . I /
oy=atTY(1— ) 'F(o:%—l_——/,r—.;,z——y,;-——;)

les argumenis de « et de 1 — a étant compris entre — 7 et ~+ 7.
Pour des valeurs convenables de «, 3, 7, on aura

o I‘a+1—~- )I‘(r—a)
up—1 (r-—— w8 (1 — zu\—* dy = eEri(y—p—1)Emni L / 5.
fl P au) Tt dy = o=y ¢

>

.1_

10. L mtegraley f u'f"" (1 —u)"#~' (1 — 2u)"*du, qui a un sens

pourvu que les pames reelles de 1 — o et de 7 — B soient positives, et
que wnait pas une valear réelle negatlve est holomorphe aux mémes

- con(htmns que ]a prece(lenle On la rameéne & la premiére forme en
o posant RN o -

. l"-".fl"
== e O 1
X

Hl..-.'

.‘ f nﬁ ‘(1%11)7 3“‘(1-—~xu) “([u

B0 g1 (s — e f (i —oya (1= 220 0)

x

les arguments de u et de 1 — xu sont définis par la continuité; on
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part de Porigine avee o pour valeur initiale, et on décrit le chemin
rectiligne o-1; puis on part du point x =1, et I'on décrit le chemin

vy . or . . . I .
rectiligne qui joint ce point au point — avec des valeurs parfaitement
déterminées pour ces arguments. Mais il y a ambiguité pour I'argu-
ment de 1 — u.

Dans la formule précédente, on devra prendre le signe + ou le
signe — devaul mwi(y — 5 — 1}, suivant que l'on prend

arg. (1 — u;=arg.(1 — x| — arg.xr £ 7.

Tant que'; + 1 —« — [3 ne sera pas un nombre entier négatif ou nul,
on auraune nouvelle intégrale ¢, de I'équation différenticlle, uniforme
aux mémes conditions que la précédente.

Dans le cercle C,,

(ﬂ, =tz PF{y—a,y— S,y +1—a— 5,1 —x]

| =V 1—x )V BF—o, 1~ B,y +1—a— 5,1 —x;.

?

Dans 'espace E,, on aura de méme

, X — 1
cpﬂzxﬂ“Y([wx)Y*-ahfiy(};-——og, b—o, Y+ 1 —a—p, . )

' ; - h xr—1’
= &b~Y (1 — z)rop F(‘f B i—fyri—a— 3 — )’
. 1eb arguments de w et de { —  étant compr:s entre — 7 et +7.
Pour des valeurs convenables des elements a, ,J,i /s OD aura
l
" .u__{)]{""_,"ril‘—y)
’ Q’)(;-

Fiy+1—a—3) "

f ﬁ '(i-——- u}‘(‘"(‘“* I—x‘ur*du -—iei‘“(‘l’

11 En I’ESIldeH. tout ce qu1 precede on voit que, tant qu'aucun
des nombres 7, v—o—f, f—ex n’est un nombre entier, 'équation
(llfferenuelle proposée admet six mtegralea particulieres, dont chacune
peut s'exprimer de quatre manitres différentes au moyen de séries
hypergéométriques dans certaines pameb du plan : ce sont les vmgt-
| -gqualre 1ntegrales de Kummer "
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Nous rendons ces integrales uniformes en imposant certaines condi-
tions au chemin suivi par ta variable; ainsi, pour les intégrales ¢,, 4.,
@5, @y, ce cheminne doit couperaucune deslignes —» 0, I—— 4% ;
pour les intégrales ¢, el g, ce chemin ne doit pas couper la ligne
indéfinie o—— 4+«

Ces six intégrales se partagent en trois groupes, chaque groupe com-
prenant les intégrales qui se comportent d’'une maniere simple dans le
voisinage d'un point critique. Le premier groupe comprend les inté-
grales ¢, et 9;; le second se compose de o, et de 94; ¢, et o, formenl
le troisieme.

Chacune de ces intégrales est susceptible ¢’étre représentée par une
intégrale définie, pourvu que les éléments «, 3, 7 satisfassent i cer-
taines conditions. |

Tableau des intégrales.

S ! -

(1) Fi’xi 5: /,.2’»’},-
y [ LTIV 4 ’ ”) .
) \lm.‘rj? % l“"Fi‘?—ayV""‘;;er;’

s | { | x
,“P! ( (3‘? (f-—x}——a]-‘(a,?_*r%! ,J: I),

4) (=) #F (3,7 — 20 )

4

:(é'.}“l‘(“’ia“"**@”'"‘_'/sf“-fn S
[9) xi-YF(a+1-——y ﬁ+1——/,g¢+5+,-__7, — ),

: {3} x"“l‘(a oc+1———y,o:+p+1——.y,r;_'_),
(4) fﬂk(ﬁ,ﬁv-i—[—f,,c-{—ﬁ-{»-l._%%l).
/ (l) (—“ :)‘ﬁr(aﬁ,a+1wﬂ/,a+x r,i)’

5'. 1/‘_ ’ : - : | 1
(3 (mopti— et E (1= By — Bak1— B, 1)

1 — I

93 ¢ / .
(3) (l—-— .Z‘)“‘_“F' (a,}_’— ﬁ,a:.—i-l — ﬁ, ' )g

x N
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- ; e o ]
L L i.—"xfﬂpl‘(i’a_{""“"'/’l?’a';j—f-l—-‘ 2!3}):
b
' / et : g N I
Gl ta—a 0 2B (1— gy - S — 2 =
) \ . )
'ff),q’ |
I i f / I Y
DR SO el ]
,\3} “--——.Z',i 1‘[‘(;3,'/'_91,1@—}—1--01,;“_ !.),
Y "
; ' fa 1/» 1 K
L R L R A e T &

2} '.IMY{I “‘}Y ” ‘l‘![ &yt — 33’2 7} ..'t':é,
/ lz‘ “
S b it f AL o P e A %, -
{3J 7t Y..[‘l__“xj{ o ‘I‘(q—ial_*?"mi‘)"?'“'/’___;)’

g (1] x*'"‘fl*‘:;o:aﬂ-——y,@—:-—n—-—y, 22—, ,
i

1

(4) 'Y 1 —a Bk (;3 U= = =, —)-

) =y Bl —o,y =Gy —a— 3, 1 — )},

\
n) 2T — @)t BF i —a, 1= By 1 P — ),

6 { (3] a* Y 1—a¥*BFf|{y—o,1—a,y+1—2—705 r—1
ey 19) AT &y V% % ¥ ETR T

‘ / X —
(4) 2PV {1 — 2jy=*BF K'r —Bt—=By+tr—a—5 — )
12. Entre trois de ces intégrales il existe une relation linéaire a coef-
ficients constanls dans toute partie du plan ot ces intégrales sont holo-
- morphes. Si l'on considere trois des inlégrales désignées Par ¢., 92, 95,
94y la relation sera umque dans toute !’ etendue du plm* maisil n’en esl

~ plusde méme si l'on prend I'une des fonctxons ©s 0u g, avee deux des

,fon(,nons precedentes; prenons, par exemple, Oyy Oay 3. Solent M et M
deux points situésl’un dans la partiesupérieure du plan, autre dans la
partie inférieure. I1 n’existe duum chemin ]omnant les deux points M
et M’ quine coupe au moins 'une des deux lignes — O ——40 ;

I’une au moins des trois fonctions représentées daus le voisinage du
: point M par go‘,' @a, 0 DE SEra plus représentée apres un pareil Ll](,llllll

par le méme sy ‘mbole dans le voisinage du point M.

- La remarque précédente me parait essentielle, et je ne crois pas inu-
tile de la dé'verlopper Soient E, E'(fig. 2) deux aires & contours simples
T, dont aucune ne renferme, dans son intérieur, de point cnllque,
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pour une équation différentielle linéaire du second vrdre; ces deux aires

laissent entre elles un point eritique A de P'équation différenticile et
i l

ont en outre deux parties connnunes séparées G, ¢/, ¢’est-h-dire telles

i"ig‘ 4,

qu'on ne peut passer d’un point de 'aire C4 un point de I'aire ¢’ sans
franchir au moins l'un des deux contours T, T". Soient P, P’ deux inté-
grales particulieres linéairement distinctes, uniformes a I'intérieur de
Paire B; soient de méme Q, Q' deux intégrales distinctes et uniformes
dans 'aire E'.

Dans la partie commune C, on a les relations

[ Qe==t P+4+p P,

1 |
o [ =WP +p'P.

Pe méme, dans Paire ¢/, on aura d’autres relations

!QmLP+wF

(11}
) ;Q_NquﬂP

Il s dglt de (lemontru' que les relatlons (I) et (!I) dmvent étre dlf[e-
?rentes, [ ebt~a du‘e qu on ne peut avoir a'la foas

A ‘x}':' ‘u.i__.y, ‘7=.’1'4"_:7xf, ui*—_—'u'

Supposons en effet qu 11 en soit ainsi; partons d’un pointm situé dans
- P’aire C avee llntegrale particuliere Q,. et décrivons un chemin situé

A Vintérieur de I'aire E et aboutissant 4 un point 7' de I'aire (/. Tout
e Iong de ce (,hemm notre intégrale sera donnée par AP+ pP’, et
dans I'hy pothese ot 'on se place, au poinl m’ elle coineidera avec
Pintégrale particuliere Q. |

-Si:maintenant nous revenons au point m par un chemin situé a Pinté-
- rieur de. l’au'e E nNous arrivons ev1demment en:ce point avee l'inté-
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grale Q. Nous avons ainsi décrit un contour fermé entourant le point A
et ramenant I'intégrale & sa valeur primitive. Il en sera de méme pour
Pintégrale Q'; le point A ne serait done pas un point critique pour
Péquation différentielle considérée. I est visible que, dans le cas
dont il s’agit, les aires C, C' coincident avec les deux parties du plan,
les contours T, 1" avec les lignes — % ——0, 1 —+m, 0> .

il est donc établi qu’entre les intégrales ¢,, 74, 2,, telles qi’elles ont
¢té définies, il devra exister deux relations différentes, suivant que le
point qui figure la valeur de x sera situé dans la partie supérieure ou
dans la partie inférieure du plan.

13. Supposons le point x dans la partie supérieure du plan, et sup-
posons en outre que les parties réelles de 3, 7 — 5, a4+ 1 — 7 soient
positives.

 Siautour des pmnls X =0, =T, awc deux rayons tres petits r, r
on decrlt deux denn—cn*oonfem,nces ama’, bnl', et st du point o on dv
crit en outre une deml cnrconference LML’ d’un tres grand rayon R, la
fonction V= b (1 — w)'~P=! (1 — wu)~* sera holomorphe a I'intérieur
de Vaire limitée par Jes lm:s demi—cmconfeiences précédentes el par les
{porllonq de ligne droite L'a’, ab, ¥'L.

D’ apre% le théoreme de (‘aucln RN mlegrale deu prise le long du

contour enner, (]evra etre nulle, ce qu on peut écrire

e +R '
f Vidu -1»—f Vdu~r— Ydu—— Ydu — f Vdu— f Vdu.
Jw o g YL

“alma bl

Si f-ma-i-nte-nant-ilie rayori R augmente indéfiniment, et si les rayons r et
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" tendent en méme temps vers zéro, il est visible que chacune des trois
intégrales contenues dans le second membre tend vers zéro. Prenons,
par exemple, 'intégrale

Vi = / wdeliy — vt —xut % du,
SRR LML

Pour des valeurs de « d’un trés grand module, cetteintégrale pourra
s’écrire

[— 2} I w2 -2 dlne,
LML

¢ élant une quantilé infiniment petite.

Posons 1 = Re'; f Vdu devient
' Lt

i [ Ry rets a0y s,
_ ! _
Soit Y — = =LA YL

-
.

LML a0

=iz} [ eP Rl pilud el R [y ) 9,

T

gy etantpar hypolhese an nombre réel neeauf On pourra prendre R
assez graml pour que le module maximum de la fonction sous le signe
d’intégration soit momdre quun nombre donné i I'avance n; le mo-
dule de lm!ewrale sera 1nfer1eur a mq [ mod. (--a,j)—“u, ¢’est-a-dire
'_ ':ausm peut qu on le voudra On demontrernt d’une maniére tout a fait

LR

--ana]ogue que chaume (]eq dmm mtewrales [ 'Vfdu;'?f Vdu a zéro

ama’ . M onl

- pour | llmite. . o
| Nous avom, par consequent leqahte

3+

fVJaa+f Vdu+/ Vdu=o

1

“Silon | ﬁend\- b' OU'F-?::WO’um-eht de 2 et de 1 — u e long du chemin



SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 29
ab, il est clair qu'on devra prendre -+~ = pour argument de ule long du
chemin L'a’, et — = pour argumentde 1 — u le long du chemin 6'L. En
se reportant alors aux expressions des fonctions 7., a, o, par des
intégrales définies, on voit que P'égalité précédente donne entre ces
fonctions la relation suivante :

L(3)T et +1—7; rpgiriy—>3

P2="

Iiz—+B+1—y Iy

X lo+1—yiy—5
I‘/—:—l——u*

(l‘i e (r' 4 gl +p ;in.f Gy

La formule (I) a été établie en supposant que les parties réelles des
quantités 5, y — 3, « -+ 1 — 7y sont positives.

Pour démontrer qu’elle est générale, il suffit d’employer le procédé
bien connu qui consiste  prouver que, si la formule a lieu pour des va-
leurs de 8, v — [3,  + 1 — 7 comprises entre certaines limites, elle est

~encore vraie quand on diminue Uune de ces valeurs de 'unité.

Démontrons d’abord que la formule a lieu quel que soit «; si la for-
mule est démontrée pour certaines valeurs de o, {3, 7, elle aura lieu
aussi pour les valeurs & + 1, 5, 7; on pourra donc écrire, en rempla-
¢ant o, 0,, 9, par les séries correspondantes,

T(B)T{z+1—7)
T(a+B+1—7)

_ Ty —8) p y
..__. - -r“(y")_“‘“_" I (CZ, ‘3’ Vs &)

_Fe_(.;a-j;iw)ﬂrrjr(”—}'l_y) (Y_HB){ x)“_“F(d,a+1«-——.y,o:f-":i’—/ﬁ,—‘)a
S o X

emii’ Flo,B,0+ 3 +1—

-

-t

Y’I_‘Z‘) - ,.;a!'\
.‘-‘"'?‘.‘! {H\Ifg’:\fl‘ ~."‘1
e Z:il;f:r-? i H!"nh'! L':l

I‘(cx-i—-l--ﬁj

I‘(ﬁ)r “+?‘_/1F!

: i e 3- n ...__-. .._ \
-‘3_7:& (a+ﬁ+z—?) “+?’;“”:“:+f’+'2; A
CT(BIT(y—B) o e
e NI M o —+1, ’
;I‘(Y:); o | i

T(a+2—yT{y—8), o :
+P(B+§_Y)'m ( I‘(Oﬂ“f‘;)—(g) l‘) ( x)_a.—lF(a-l"I, “:—*‘2_."?!, GC—!"?-_@s;I::)'
Multlphons la premlere de ces relatlons par (a—fBlax+y— 24, la

seconde par a(r-——x) et ajoutons. Lefcoefficient de - KBJ'I‘((}J) ®) sera

[(“—ﬁ)x"i‘y“z“}F(a’ﬁ!Y’x)+°‘\"’""x} {04,072},
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¢est-a-dire

e Flo—1, 8y, 2
d’apres les relations données par Gauss (') entre trois séries hypergéo-
métriques dont les trois premiers éléments ont des différences entieres.
On aura, en outre, dans le second membre,

elp+i-yimé

Vla+1—91 Diy—>051 y _ o o
(I‘{a:—f-/l——-é}l !\“w]wlgii““ﬁf*"‘“?""-”‘i l‘& o, a+:-'/,:c-—i—:~—y,;1)

. - | alo+1—yi1—a;
la+1— 32

fa It‘ .‘
F(a+l, LA-2 Y, L2 — 3, ;)2

D’apres les mémes relations, la quantité entre accolades n’est autre
que

T

e 1
'(amﬁ}xl‘(a—_-l,a——*/,m——ﬁ, —):

.

et le coefficient de F(a———f, «—f, a—f3, —;-) devient

Ca+1—y)Tly—8), _

[lari—p)

T{z—yIT(y =B
T(a—b)

— e{ﬁ-i'_f —Y)ﬁt‘

B)(— @)

(7 — a}(— &),

—_— G{B“H '-f*{)m'

-

Quant au preinier membre, on trouve de méme qu’il est égal &

. (7-—-05) b{a_l: ;5,0: +3_ 7!51 —.2:"},

© ol la relation

DB T (2 —7)

i) N RN A
e'ﬁ:'f_r(:o:'—i_—f(j___},)-l(“_ 1;5:9"1“’@ Y 1 .z'
BTy =Bl a
= r(?) F(az I,g, y,x)

R ,,,,5_"51?1(:9!*“.7)11;{7—:-{3')- 1) Y
—i—effiﬂfﬁ}"’. ['(cx—ﬁ) .(——.z) OFla—1,2—y,a p,x)s




(1)

(1T1)

()

SUR L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEATRE, ETC. 2

qui n’est autre que la formule (I, ot Pon a changé « en o — 1. Celle
formule est donc exacte, quel que soit «.

Tout pareillement, on démontrera que, si la formule (1) a liea pour
deux valeurs de ¢ différant d’ane unité, elle a encore lien pour unc
valeur de 7y inférieure d’une unité a la plus petite. Par conséquent, clle
est vraie pour toute valeur de « et de . Il reste & démontrer que 3 peut
aussl étre quelconque, ce qui se fera par un procédé absolument sem-

blable. .

14. La formule (1) est donc tout & fait générale; on en déduit faci-
lement les autres formules que I'on trouvera ci-dessous :

eﬁﬁir(ﬁ)‘l‘(a"*—!“y} Gg = {ﬁ\ /“B)rr ——}—6‘((54“5"“'{)'1'(1 1(7—1—!—}1] | /“‘”r))
- Tlo+ft1—y) NG Flo+1—753; v
e““fr(a)r(ﬁ—Jr_IH?} {Pn“__.‘_r r i Of e(cmal—*y)m'riig_*_' 71Ny —a
Fla+B4+1—y 77 INED - P41 — o .
eyt =8P () | TBITy —B) )\ oK) D(B)
F{:y""l—lmo"*—@ _l‘l's‘[ 71 I*;\'ﬁ_}_]_a;n"’
elp+1-1w Lp+r1—yLe @ﬂ:_:":‘&—l—l-——"/;l ) ‘o —+ el(B+1—y)mi I Q”F{im‘g}o-}
Taxbri—)®™ Th—y Tlari-8) "

- La formule (II) se déduit de la formule (I) en permutant « et .

:On obtient la formule (11I) en changeant, dans la formule (I), « en
.-27--0, £ en 'y—-ﬁ et en multipliant par (y —a)1-*-F, Enfin, on obtient

la f'ormule (IV) en changeant dans (I), & en e +1—7, ﬁ en f+1—7,
yen2—yet multipliant par » '-Y; remarquons que, si l'on prend,
- comme nous l'avons supposé, Iarﬂument de x COITIpI‘Ib enlre — = et

T amsl que celm de( ), onaura

= .z:_‘}eﬁf.

 Les f’e_lia?tiohsj(;l)-., (ID), (110, (1V) ;sont distinctes, et Ton peut en

- déduire toutes les relations linéaires qui existent enlre (rois des six
~intégrales. Ces relations sont au nombre de vingt; il y a lieu de remar-

quer plus particulierement celles dans lesquelles figurent deux fonc-

tions d’ un méme groupe, qu1 permettent de passer du domaine d’un
point CI’I[I(]UP aun ‘mlre, et qm sont utlles pour ¥ mtegmuon de I'équa-

3
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tion diftérentielle. Il existe douze relations de cette espece; dans les
huit autres entrenl trois fonctions appartenant a trois groupes diffé-
rents.

Partie supéricure du plan.

, a; VP Ploa41—7) Pz Miy—28 . Pig+1—<y F{y—B]
f 14y U R, T i el ry (‘5 YT - Y.
g By ¥ NP L A oy Y £
Fla) (B 41— _Tlajl{y—a T{+1—y)Tiy—a)
TRE : e N S g — AT TN T, (At —yhod 3 [ fr T T,
2) I'ra——3—+-1——/ 727 Uiy P | ' +1— ) ’
(3) p(Y—"[‘S)'H 1 ‘/ g l {1 '—-OC) (9 _— ‘_I."_'.é_)r{y -:—.?_} Ol _i_e(l'-?-‘g)ﬁf I‘{fl — OC} F(@.\) Ay
/+l—cx——5, - T(y) ' TiIB+1—
(4) etBri—yIme; I 3+{_}"FIU} o= rfsﬁ,—'—? I“ — B @5 el Br1—yimi l"' G’)I(I._—Jrjf 3,
.l(oc—l—ﬁ+l-—-;/}‘ I 2 — _ o1 — B
(5) ely—wimi Py —a)¥(1— 3) 0= (ﬁwf‘_fg}i_—uf_} oy + el t—2)Ti r‘(f “ B l‘(cz.j w1,
[!'y—i—l-—-cxw—ﬁ Uiy ‘ o 41— 3"
— i —_—) — ] ”’:" —
(6) el@+i= {)mr{ - 'I~ /’ t?) Pr= - j+_[{fm{ilz{ll— a}o + el ”ml‘/o I‘\l___ a) Py
L2 7| Vo T Cf)

Cla+3+1—7)"

CO—B)T(y—=) Fi—3)TrB+1—y)

Tly—aiTiB-+1—y)
nwm—a—m@“‘ “T(2—7)

. _n
C‘D;; +e(! p)ﬂ't —_

<%y

(7) ev—®m l‘r\p +1— a) ‘

(&'eWﬂmr“ AT (y— @% 1u+%1w+3:ﬂaﬁ€“wm w—m @++-w%,

117—%1—*0:-—6) I‘(z——y) R [la+1—3) 7

1

/ oo S INE TP )
9) 9= w%ﬂwrwmﬁﬂ'f.rnmrmy_
rmwﬂrwﬁg_@ = rp*”rp+g_p

(m)%: Tli—ea) T —5) ?2.—4:—1‘(0—1—:"—7\1‘(6—!-—1-—*/ e

o __I‘(o:—!—f:-i—l—y}f‘(r———/] | r({-l—ﬁ-i-[-—-/ 2y /——-:,
(1) o= g T By P T T AT ) ez

(i) g DI BT ) Ty ri—a— Ty —)
= RGN e'éc‘o'%_f Ty =Ty —8) "
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Oy === s G et b g

RS NP VETRA MO T ST R

p— _‘lu(ng}/’lill’ﬁ_:_{}__ e(’i“‘ )7‘:!03__}‘._ ]_12.'-*-‘/ l J—-_p’[ p{i YJT(
Fioo—oa) LB+ 1—7v) T80 41 —7y)

o Y=y la-i—5) Dyl —y)lle+1—0}) . .

LA VTR | P Tia—7 0y =82 74

N /;l‘(ﬁ-&-l—-a)o iyilii—y 0B 41 —a et=3)mi

LARRE NI S N Aay s R A FPRSPy) J oy iy

] I‘fJ+[3+|-—/)I‘(@—-a) Sy Hla+B+1—yla—8)
S [ o Y ) R A N P Py e
I'.fy+1~—cx—§)[‘{{3~—-a) . Ply+t1—a—BITla—B) _ .
g —=— ' -7 : A s : (Y- AN P
A NFri ) L et S e e NPT B
. _I‘f}l—i—lma—ﬁ) lo+B—y|Tiae+1—0) _m' Yio+3—yiTia+1—0) ——t—
PETIL =Ry =BT+ —y) 7T T Tlaea—yI e "
r;:r(}l’i‘l—“"—ﬁ) “—i__g—y),_!\.ﬁ—i_!_a) e’“ﬁ‘"ﬁ.-,-—nl [a—l—ﬁ—-}!) [‘(f)—I—-!—:o') eTY—9N .
T —a Ty — )T e+ f+1—7) T T T (B — )T (B) 7
Partie inférieure du plan.
. LB Tla+i—y) _T(B)T{y—p) (y 1~y L+ 1=y Ly — )
i VP e E cht Ve e TR Tladi—8)
e—ﬁatr(a) (@4‘—{——*/;_\?“: ( )I‘\yma)ol_i_e(y_ "_1},,41‘[-.)—{-1—"/)1(/—_0')

Tlo+p+1—7) T T I +1—a) 7V

. 1‘!},_@) (lmc,\ I"fln'xl“;’?;_. X —eaiT(3)
‘ (B—¥Ix ! f@ l]ﬁ .
ef"f’i‘m_}.lmaww TTor et ’rf5+l-a}°-°”

r(p3+x—_y)1‘(_a)ﬁ f 1‘(5+1_y)ru—3*

P(a~‘r)7rt£§;+l)_£::§)] ﬁf;r(?){‘f:‘l—“) [+ (ca_nmll“iéo;\)i{::g; o1,
- '““F(;:.?‘.. J:;’%w— ‘*“?25....-;3‘ s 1**
'damtu—wNV@% N G NGk AP N eel)) N CR P

Fia—~y Tia+1—06)

/ v

(/—i—l—-—&—»@
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(20}’
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[(2—y T{B—a) P2~y Tiz—3 =i
e S , e @Y VIR {y—1)nd ,
(?"‘"ml‘{rmo:_}'[‘ J+l-/ J1+[‘1-—~J I‘(a—i—!‘“/,e o
- Uii—yiPlat+1—57 _E‘j_/}l‘uw/ I‘__:zg—i—:-_-riqe“ i,
' 3] 1(x+[——-/ [io—y' 0y =5 o '
l_{l-—#/11' }—1—---/‘ FiyITfr—5iTi5 41— a -y
'1’-1**[{,“__;, [‘ e g e }/%J'm U(2—y; Viy—eil'3 3

[la+3 41—y (B —a) T{o+B-+1—7)T{a—p)

—_— HTCAL
A VR e VT R A NPE ST B ) Y PY

eﬁﬁi '591 ’

(y+1—o—B)T{f—a) [iy +1—oa—pB)T(a—f)

G oo —— e ‘ e (=3, S ﬂ(*rﬂq)i’"'n
i Fit—a) Py —a) K Fio—3)lriy —8) v
Mg — g —BT :___,\1 — ‘ P 2. { e :
g IO PITLE LD Xt 2B oy, Dled B Vb 2B gy,
‘“‘5)1(/ BT (G"“*"P‘**I—_*}’) Fiat+1—vyiia)
'.f'.' — o — — / o | e g b . 2 __ AT —_ ]
CP%"-‘—“F"/-‘J‘_[ c_c(..@}r(af%—p RNt a"e—ﬂﬁiwg——-l‘l.—gﬁ,p /"’FPT}-I. J)ew(a—v)im.
| Pli—aj By —a) Do+ g+1—7) " Lg+1—yilf) '

15. On déduit les formules (5) et (6) des formules (3) et (4) en
permutant ¢ et (3. Si dans la formule (4) on change « en 71—, [ en
v—@, ¢t que V'on multiplie par (1 —a-*-#, on obtient la formule (- );
enfin de cette derniere on tire la formule (8), en permutant «, £.

- On obtient les formules (g) et (10) en éliminant o, entre (2) et (3)

et entre (6) et (7); résolvant (g) et (10) par rapport g, et g, on
- obtient {t1) et(r2). Des formules( )et{2 )306' déduit les formules (13)

~et{ry)en resolvant par rapport a L 9 et 2 0,. Si dans (13) on change «

ena-+1—7, Ben B+1—7, 7en 2—7 etsi I'on mult:phe par x'~Y,

o on obtient (14); des deux dernieres on tire alors (15) et (16).

On tire de méme (18) de (r7) en changeant ven y—u, 3 en y— iJ et
en multlpllant par ([ ———.:r:)‘f“*""f3 pms de (:7) et ([8) on lire sans pelne
(19)et(20) AR o . |

‘Ainsi que nous l avons deJa f’alt remarquer, les formules (g9), (10),

(x 1) (lz) devront avoir lieu pour tout point du plan. Il en est de
“méme de la formule(r?)), car, la fonetion ¢, étant uniforme dans le
- ;vmsmage du point o, on peut supposer que le chemin suivi par [a va-

- riable coupe la ligne —» —o. Mais les autres formules, pour un point

g :'_pl‘lb dans la pame mfemeure du plan, seront (llfferentes la relation



SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 3

entre ¢, 9., 93, par exemple, sera

SPYE NECEE A 1——/

\ e TP ' 2 ¢

| ! Mo+ 5+ 1-—-—/]

l‘ ¢ i Fial ‘i" — f:J?
’ - ”Jj.l ' / = Gy i~ € (31

B 1#{'."
' {7

)
-

l ./-1 l-——/ !‘/"""“J
,; P ——— Q i
l./-: [—_le

-

YT

Elle diflere de la formule (1) en ce que m v est remplacé par (—m;;
toutes les autres formules, qui se déduisent de celle-la par des permu-
tations de leltres, se déduiront de la méme maniere des formules cor-
respondantes déja établies pour un point pris dans la partie supéricure
du plan. |

16. Considérons un chemin de forme arbitraire joignant deux points
quelconques M et M’ du plan, et ne passant par aucun des points o et 1.
Si 'on part du point M avec une solution particuliere de I'équation
différentielle, cette solution se trouve définie tout le long du chemin
sutvi par la variable, et 'on arrive au point M avec une intégrale déter-
minée. Les relalions précédentes permettent de trouver effectivement
cette intégrale quand on se donue le chemin qui joint les deux points M
et M’ et la solution particuliére avec laquelle on part du point M.

Supposons d’abord qu’on parte d’un point A figurant une valeur réelle
‘comprise entre x =o et x=1 et quon aille enun point M’ du plan par
~ unchemin direct, ne coupant aucune deslignes —w — -0, 41— =
" Dans le voisinage du point A, I’ mtegm]e pourra étre représentée par

-;qu,—i—C’tpg, les constantes C, ¢/ ayant des valeurs convenables. Si le

. point M’ est dans lespace Eo, on remplacera g, par sa valeur en

~ fonction de ¢, et de ¢, et I'on unplmera pour le caleul effectif de la

~fonction le deve]oppement le plus convenable de chacune de ces fonc-
tions. De méme, si le point M est dans lespace E,, on remplacera ¢,
par sa valeur en fonction de ¢, et de -

Sile point M’ est en dehors del’ ‘espace. commun aux deux cercles C,,
- C,, on pourra exprimer ¢,, », au moyen de ¢, et de ¢, mais en ayant
~ bien soin d’employer des formules différentes suivant que le point M’
~ est dans la partie supérieure-ou dans la partie inférieure du plan.

Supposons maintenant que, partant du méme point A, on suive un
(,lnemm quelconque aboutlssant au pomt M’ et ne passant par aucun
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des points o et 1. Un pareil chemin se ramene, comme on sait, 2 une

suite de lacets décrits autour des points = o, =1 dans un sens ou
dans 'autre, suivi du chemin direct allant de A en M’ (fig. 4).

Fig. |

.."f_“‘n,
,/ |
e /‘ o

Partons du point A avec une intégrale particuliere Co, -+ C'o,, et
décrivons un lacet dans le sens direct autour du point critique x = o.
Pour voiricomment se comporte cette intégrale, il n’y a qu’a remplacer

Pq par. _
1(a+p~1—1--y,rk:—/) By of-%—‘)%—:v-—y)[‘(j/;_r)

[lod =T i1 —7) T T Ta)T(p) Par
Ouand Ia vamable déerit le lacet, 9, ne change pas, mais o; s
change en e-““"‘f}‘cp , de sorte que I'on revient au point de depart avec

Imteﬂrale |
T a+ﬁv+l~—-/] (1-/)
1(0‘+'”73PL5+1—/;

Tla+pB+1—yF1—7y) :’
+C' 27t{ Y)z[ B i
i _na+vﬂn\5+r~w?

Ccp +L’

que I'on peut écrire Cioi+C.o,y:

Cl p— C C' ( @ .._‘__,_‘.:-_.;ﬁ_. I )__I‘(I s y) (I — 82““‘—7’)5},

N L __C; ‘n:(l-—-“{}z

X Sl le lacet était decrlt dans le sens retrograde C @ + C’go se chano'e-
g -ralt en C qo, -i—~ C coz, Ieb constantes Gy, C, ayant les valeurs suwantes :

I‘er-i*ﬁ—kx-—y)l‘(l—-y](

Pat 1~y TP -+1—7)
C ____C’ ~"'It(l-T)r ' :

CI — C C' [ — e—27r(l_—‘{)£)’.

De meme, par un lacet decnt autour du pomt x=1, Ccp, +Co, se
change en C.go,+C'1go2 |

G Cemmmitraep),

' ' i r( ) (y_a_B’ 2TE(Y~%—~
_C'”“'C"'C_l‘(?-—a)r(yﬁ—.@)(: _ei ).
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On prendra le signe == devant 2ni(y — oo — [5) suivant que le lacet
est décrit dans le sens direct ou dans le sens rétrograde.

Si la variable décrit plusieurs lacets successivement, il y aura lieu
d’appliquer les formules plusieurs fois de suite, ¢t I'on retombera fina-
lement dans le cas précédent.

Prenons enfin le cas général ou 'on suit un chemin joignant deux
. points queleonques du plan. On peut remplacer ce chemin par le che-
min direct allant de M en A, suivi d’un chemin déterminé allant de A
en M’. Pour étre ramené au cas précédent, il suffira de déterminer avee

quelle intégrale on arrive au point A quand on suit le chemin direct
“allant de M en A, ce qui se fait sans difficulié, d’aprés les explications
données pour le premier cas. -

Considérons par exemple I'équation différentielle

d2y '.737“ d
2 {t—z)5 L+ ( — ) L —ir=o,

qui admet comme intégrale la série hypergéométrique
F(I, ’;', '._13', .2;‘).'

Supposons qu’on parte du point A avec cette solution et qu'on dé-
crive le contour fermé ABCDA ( fig. 3), environnant les deux points o

et 1. Ce contour se ramene  deux lacets décrits dans le sens rétrograde
- -autour des points x =1, x =103 aprés un premier lacet, décrit autour
- du point =1, on reviendra au point de départ avec I'intégrale

. (o \T i — g — B
em2mity=a~B) F(1, &, 4, 7 4 oL i

| — e 2y %-BN i L o g
(v — o) T'iy ._'-Da( ‘ FREAT R s
Y e =) '

i

~ aprés le second Tacet, on aura une intégrale qui pourra étre représentée
6. I . B 5
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dans les environs du point A par

CF(1, 5,5, x )+C F(1, 3 6!11“"‘37)

C, C, ayant les valeurs suivantes :

C = e—2m(y—2-B8) 4. Sjn(}; — ':x }!ﬁ sin{y — {%}ﬁ T
sinywsin{y —a— 3=
Py Py —a—8) o
Cy= e—2m(1—Y)i
T Ty — )Ty —B) (

— e——2m’(y~a~{3)] (I — e 2wt{ 1Y) }’

| — e*2ﬂf(Y_“"B)] .

Faisons ¢ =1, B=1%, y==1, on trouve
- ' ' B i 57i $=i
C283~+2(l—-83 —a2- g3

(- sxi
3 ;8
- % I1— €&

17. Loi*sque v, ou bien y —a—f3, ou — 3, est un nombre entier, on
n’a plus qu’une intégrale dans 'un des groupes; pour en trouver une
nouvelle, on emplmera le procédé suivant, d’un usage assez fréquent
en Mathématiques. Soient y =F (x, r), y, =F, («, r) deux intégrales
distinctes d'une équation différentielle qui viennent se confondre pour
une valeur particuliere r, de la constante r; on obtiendra une autre
1ntegrale en cherchant la limite pour r =1»r, de I’ expressmn

o

F(a,n—F, (x_r)

r—ry

_' .'_.:qm est aussi une mtegrale de la 1 meme equatlon dlfferentlelle ‘quelle
;que soit 1a valeur de r. 5

~ Supposons par exemple que v so:t un nombre entier; on peut ad-
~ mettre qu’il est posmf car, s Il etalt negattf on feralt la transformation
y=a _YJ/P- - :
Il y aura encore deux cas 5 dlqtmguer suivant que 7 est egal ou su-
| pemeur al umte. o

Premzer cas : y=1, — Les deux integrales
(cx,ﬁ,'y, ) et x* YF(a+l—y,(3+r—~y,*z—/, x)

devnennent ulenuques pour y=1.D apres ce qui v1ent d’étre dit, on
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cherchera la limite pour y=1 de 'expression

x’”Tl‘(a*~lm/, il T I — Fla, 3,7, 2
r—7

Cette limite n’est autre chose que

91 logx + Qc?; I T Q‘r’*

dans laquelle on fait y==1.

La fonction ¢, étant susceptible de quatre formes différentes, il en
résulte également quatre formes pour la nouvelle intégrale.

Soit

e
Désignons I +2 Q_ par ¢, (x); soit A, le coefficient de

0/ r“
dans le développement de F (oc, B, 7, x). On trouve sans peine

1 ‘ i

e aT T T e m = T T
—-—2:(1&—%%.—%%—1—...‘—4—%)-

Sl l’on prend cp,_.(r— )‘f‘“““ﬁF(y—a, /—@ 7, x), et si on appelle,

comme tout al heure, Am le coefficient du terme général dans la série
'F‘(y—oc 7 ﬁ 'y, ) on aura pour gb (2 )une nouvelle forme

S '_ =+ oo ' b
Coe =‘.P 2 A;anT?n[I*—' x)"““ p
: m..__+1 _ :
. [ : ) 1 : L | | . . !
By = s e I e S A .
S Ima s 2o S m—a 11— m—{3

-—2(1—1—§+§+...+—)-
. 3 m

~ Chacune des deux autres expressions de ¢, donnera une expression
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différente de ¢, (x). C'est ainsi qu’on trouvera

[/ £ e 5

. ax ™ _ s "m
Ll/;&.%‘)::m]Ogil—x'!:f\_[—-x}““‘[*‘(q, ‘—'"}3; ':3‘;”:)'1" f\l——-x‘:i"""ZAm B (JC —]

m=1

Ao @AMl = = B — B )

(i.ﬁ...m?
i I 1 1 1 !
B,— - A4 o s . 4 e T el
EY o~ N — I 1—3  2—05 m— 3
i
<I+ e e = )
n
De méme
1 N | z . ; ‘. F 77 sl 3 ‘IL‘ m
@g(x):“ lOg{l——-x}{lH—x}fﬂl‘ ({3, I—u, 1, ———-) +il—x}—I$ZAm Bm( ) ’
X —1 -1
w =1
| Bip+1).. ’S—f-mml\(t——a(z——cc\...{m——o:)
Ap= = ’
| (1.2.. m)
Bp= = -+ = -+ : — + 4
TR B+ B4+m-—-1 1—a 1—f3 m—_3
' I

Quelle que soit ) expressmn gue l'on adopte pour ¢, (x), je désigne
par Q la nouvelle mtegrale : o o

7Q—%mga+¢(f

| Fette nouvelle mteg:ale sem, comme les precedentes, umforme dans
_toute T etendue du plan, pourvu que le chemm suivi par la variable ne

- coupe aucune des lignes — o0 — 0, 1 — + .

. Le méme procede, qui permet de trouver une nouvelle mtegrale,

-_permet ausel de trouver les relations linéaires entre cette intégrale

partmuhere et les intégrales déja connues. Supposons, pour fixer les

- idées, quela somme a+{3 ne soit pas nulle ni égale 3 un nombre en-
tier negatlf donnons a y une valeur un peu différente de I'unité. On
connait les trois mtegrales

(“*ﬁ:?? )5- ‘”'_YI‘(“"*'I—}"Q""I“"}’: Ys“;"),
(a,ﬁ,a—hﬁ—l—l——d}/,t—x) S
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entre lesquelles existe la relation

Mo bt —y D=y | Florfsi—yly =1
B CETEr R T NP .

9y

Remplacons dans cette relation ¢, par ¢,+ (1 —71Q, et faisons
tendre ¢ vers 'unité; ¢, et 2, se réduisent a F(e, fi, 1, x) et
F(a, 8, ¢+ 3, 1 — ), tandis que Q, devient égala Q. Il s 4g|t de voir
ce que deviennent les coefficients de 9, et de Q, dans la méme hypo-
‘these :

, = _ 'l‘(0'+l‘)+l~—f'
?““N@r@uw+w~nlw+ﬂwx

_T(ekBrr—y)

[Clr—y T T8 + Ty —1iTa+1—y T3 +1—7ie

Faisons tendre y vers Punité; le coefficient de Q se réduit a

— %Z—E—(%, quant au coefficient de ¢, le premier facteur a pour li-
mite T l“(( )_{_(g))]z Le second facteur peut s’écrire

Fi2 — V)I‘(d)I‘(B) (/)I'(H—I—- LB +1—7),

. Onaura sa llmlte en prenant la demvee du numérateur pour y=1,
et changeanl le signe. Cette limite sera

'~zm)n1mm_m)vm) (50 ()
'QJ:Oh.éaura donc | - BRI
f(mfs (O’fﬁ‘;:(“;:@m‘“x) '1;’(5-)' | T"(;fx) ” . Pla+8)
o | ( = T(a)l‘(ﬁ:}[ I"( )= '"TE]”" I‘m]F(d, ?, 1, x)— T =) T (5 Q.
| .Deu;:cie_‘me cas -- Sup'poson's 'j-supél'i'eﬁr-h:l’uznité, Y= 2-+m, métant
‘un entier qui peut étre nul. Voyons d’abord ce que devient la série

o Fla+1—9, 0+ -—7, —v.a) lorsque v, supposé d’ abord un peu
ST jdll'ferent de 2+m, ;;end vers cette valeur Ecnvons les prem:ers termes
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de cette série

' iR s o ! . _ ey f T £ . \
gt ] — R B ol Bl A o B A ol By R T S e B R ul S |
[ + _......._.“__.h_.__._u._.__.“./“_..".. '....l')_.“n_..-....._........_{_’. x — [‘ / N / L / -4 Y !

12—, 2. .:02=—7:13 — 7]

..

PR — “ :",. e —— --\'_ :‘ R ¥ ‘L —— . f“ { —_— V v I | . —_— "r
2% -1 f A2 J e O = I L 7“ S+ 1 _m/‘;...__\;.)+nr__-,v I /;xm_+_l+““

Lo2e 02— Y 43— Y = 0 —

Lorsque 7 tend vers la valeur m + 2, les termes en @, &%, ..., ™
conservent:des valeurs finies. Mais le terme en ™' devient infiniment
grand, & moins que P'un des facteurs du numérateur ne devienne nul;
pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'un des nombres « ou 3
ait 'une des valeurs 1, 2,3, ...,m + 1. Si celte circonstance s¢ presente,
tous les autres termes conserveront également des valeurs finies pour
== 2+ m, el-nous aurons encore une intégrale. Cette intégrale est uni-
torme dans le voisinage de Vorigine qu’elle admet comme pole, ce qus
prouve qu’elle est différente de I'intégrale F(«, (3, v, x).
~ L’ensemble des termes 4 partir du terme en ™ pourra s’écrire

CF(a B, m-+ 2, x}x"i*" :
Quant a 'ensemble des termes précédents, on peut de méme les rem-
placer par | |
. I
Cy F(a, a+1—7y,a+1—05, 5) Pl R
de sorte qu’en multipliant par 2+ P'intégrale deviendra

Gix“xF(a, a»l—- ‘y,'_oc:—%'- [ — Q,—;)-—I—CF(a, B, 7, x).

~ Preuons, par exemple, I'équation différentielle

B q?ué'l’onfobtfienfén' f-aisant'dansl’équmibn générale

‘O_:_:Q;!,-. B:-“-S‘,, -Y:?“.

o hlleadmetcommemtegrales y= i-:_et y =1 —x+ ‘%:, de sorte que
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I’intégrale générale sera

81O

xﬁ
y= +C|(l-x’+-——-)-
i

3

Il est 2 remarquer que, lorsque lacirconstance qui vient d’étre signalée
se présente, ’origine n’est pas un point critique pour 'intégrale géné- -
rale, mais peut étre un pole.

Ce cas exceptionnel écarté, on voit que la série

Flo+1—9,B8+1—7,2—7y, 2!

présente des termes qui grandissent indéfiniment quand on fait tendre
v vers la valeur 2 +m.
Nous prendrons la fonetion

Ve +1—y,B+1—y,2—y, 2 im+2—7],

qui est aussi une intégrale de I’équation différentielle, quelle que soit
la valeur dey. |

Cherchons la limite de cette mtegra]e lorsqu’on fait tendre vy vers la
valeur m + 2 :

m+a2—y Flat+1—v,841—7v,2—1y,

v /i / 1LY
| . S e
"““;_(m%«z-f"}f)[l—l—{a-{*l /)(5_*_' /} ]

l?—/)

Le premiér terme de la série entre 'paren't-hi‘eses qui devient infinj est

 w4ﬁ_W“+2”w o mor 1= (B — . B mA—y)
onzendmglz—y3 =y imEr—yjim+2a—y, o

Faisons ::tendre}'y vers la valeur m+ 2; les terines en o, a2, ..., 2"
deviennent nuls, mais les termes suivants conservent des valeurs finies.
‘Leterme en 2™+, par exemple, devient
fa—m — !)(i’x —mp—mr).. (a— 1 (B—m—1).. BT amet
x‘ 2. .M. (rr¢+1;f—~ m“—-— m—i—ngl-— Mmoot )

La serle tend donc vers

(e —1)le—2). Ime—;m—um'ﬂ”4w—mul

- m—‘-l '
'T : (-;——:1]’” 2. emar.2. L {m4) S K “’E’ Y’
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St donc nous considérons I'intégrale

Y YT «mwl {m~+—9 --f

. e VU e ey, B 1y, 2 — v, 2t = F
ifx-—l)i"sz—-—'?}...r".’ B G e — 1 gt A=y =L,
cette intégrale viendra se confondre avec lintégrale F(«, B, v, @)
lorsque 7 prendra la valeur 2+m. On obtiendra une nouvelle inté-

grale en cherchant la valeur limite pour y =2+ m de 'expression

Fi—F(«p87 )
2 m—y
On trouve, comme plus haut, pour cette intégrale,

logz ¥la, B, v, 2+ oF  oF o

P 4= dg—}-iza":;,

dans laquelle on donne 4 + la valeur 2+ .

On pourra ensuite exprimer cette nouvelle intégrale au moyen des
intégrales déja connues g, et 0, par le procédé employé plus haut.

On opérera absolument de la méme maniére si v—a—[3 ou a——-{’
est un nombre entlier.

18. Je terminerai par I’ apphcatlon de la theone générale a I’ exemple

suwant . o
U s dx (1= 2@) G —dr=o,

@que l on obtlent en prenant a=f=1 et YE=3 % Cette équation se pré-
~ sente dans la théorie des fonctions elhpthues, quand on | veut deﬁmr
la fonctlon complete de: premlere espéce |

_j | (iﬁr': o
\/\l--:,l:‘- 1—/1 2 x?)

| ;-icomme fonctwn du module k; pour les valeurs i imaginaires de ce mo-
dule. Elle a été étudiée i ce point de vue par M. Fuchs ('), puis direc-
lement par M. Tannery Les résultats qu 1ls ont obtenus se déduisent
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sans difficulté du cas général. Vemploieral, pour cet exemple, fes no-
tations de M. lanmz:;.

L'équation (1) admet une intégrale uniforme dans toute I'étenduc
du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne coupe pas la
ligne indéfinie 1 -+ . Nous la désignerons par P. A l'intérienr
du cerele C,, on a

1 A== o)

‘5’5 ftzi’??t-—-i‘f"2
P=F f A ', I .Z‘ == - L a0
1’ L | ) Ei £) L m )

=1

Soit

- M *" 1\‘-.
cixr=Fii, L, 2.

Dans l'espace E,, on aura de méme
P |

1 7
].J == '—’,,___ ?( ) )
\'/' — X r — 1

vétant égal & 1, on aura une nouvelle intégrale contenant un loga-
rithme; nous la désignerons par Q. Cette intégrale sera uniforme dans
toute I’étendue du plan, pourvu que le chemin suivi par la variable ne
coupe aucune des lignes —» ——0, +-1-———0 . A Uintéricur du
cercle C,, on a, en posant

. _n?::& = 3 ~ {
- o P r.a.h. 2L — 1] '
d fx)-;_—; N I - Bmxm,
ST " z./l.h L2 _ |
S L |
B;H:l_!"':’;!;’"'i_‘?':”‘i’" -+ - —-“i)_f‘!,'_" -
S 2N — 1 - _ 2% M
(—):4&{1.(&)%—0{.%'?10-@:;

| _de mune d.ms l espace L{,,'
| B - | .
\/: — x
EL;"é’ uartio‘n' |-' 'ne changeant pas de forme par le changement de a
en 1—a, elle admettra deux auotres intégrales P et Q’, uniformes dans
tout le plan a la méme condilmn que les precedenteq
Dans le cercle Co, 0n aura

I(;'f—---)Florfxw—log L BN G )'

xr —1 Aa—1a /)

 :|)* ‘ 9(,_11

_QQ:;___- '1-—3‘ ‘m ""“5"”?"!-‘4_&?-"?—:1“*:
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dans I'espace E,, on aura de méme

\
¥ A |
P == = U (—-—-“-“_-)7
Vo x

qo(x;[\)ﬂogu—_x Iogx]+4y<——--———)§-

—
I

Ces quatre intégrales suffisent pour exprimer une intégrale quel-

conque dans toute 'étendue du plan. Pour avoir les relations linéaires

qui exislent entre ces intégrales faisons, dans la formule (21), a =3,

=3, =1; ontrouve
| SEEY VRS 5 PO
p=2{re - e - o
ou bien |
. 4loga 1
- b= i P_;':Q’
et de méme -

(3 Vi3

On peut résoudre soit par rapport & P et Q, soit par rapporta P’ et a
Q’. On en tire

_ | 4 log I
| p— p_1~
: | ) R =& .

16log22 — 72 4 loga

Q== —Tp 1082,

T T :

——
T

. N
g

P_.410g.9p,' Q,

Y [

B Q_“ xﬁlogzg—:ﬂp 4flolgz Q'.
T B

| Ce sont les relatlons trouvees dlrectement par M Tannery (').
~ Ces formules suffisent pour intégrer Péquation (1), ainsi qu'on I'a
vi plus haut pour le cas général. Je prendrai, comme apphcatlon,
I’ exemple traité dans le Mémoire déja cité. o .

~Je suppose.qu’on parte d’un point « ( fig. 6) trés voisin du pomt.:c._,:a
et dans la partie supérieure du plan, et qu'on décrive le contour d’une

. (i)ﬁ A}z;rmlgs tle-!l?ﬂco[e 'Normalaf:_ :sape?'iezgri'e, 2° sézr.ie,-t.:V:HI,' p. 175.
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aire fermée, ccmprenant les deux points o et 1. Ce chemin peut se ra-
mener au chemin eMA, A étant un point de la droite o-1, par exemple
le point =%, sulvi de deux lacets décrits successivement dans le

sens direct autour des points @ == o0 et x =1 et du chemin AMe.

Partons du point & avec I'intégrale P’; nous arrivons au point A avec
la méme mtegrale Pour suivre sa variation lorsqu’on déerit le lacel o,
il o’y a qu’a remplacer P’ par sa valeur en fonction de P et de Q :

| L=
Apres avoir décrit le lacet o, P reprend sa valeur initiale, mais Q se
change en Q + 27¢P, de sorte que P’ devient
P’ -_ 2 l. Po

De méme, pour voir comment cette intégrale se comporte quand on
deu'lt le laeet T, l'emplaqons P par |

4‘0{%") P; .Qf;j |

7'.f_ ‘ ?f |
P’ ne chanqe pas, mals Q se (hange en Q’+ 2ndP’, de sorte que
pr— :uP se change en .
L — 3P — 21P
| On revxendra donc au pomt ¢ avee l mtegrale

_37:.4—8110;52 e

Si l on part du pomt ¢ avec l 'intégrale Q’, on arrivera au point A avec

'._lmtegrale - N
i(ii.l()g2 2_'_'—_ 2 p_ 4 lOg‘Z Q-

o ST
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Apres le lacet o, Uintégrale sera représentée par

th log* e — 72 4 logo
el P ,I’,,A ) Q — 8 iog o P

J

s
i

ou, ce qut revient au niéme, par

() — Silogap,
ou encore par

0’ r~—8110”2 B _3;5!0{.,-' pr

~Apres.le lacet 1, on aura

=+ 8ilogy | 2imizm+8iloge — 32ilog?a
L 2T

Ml
Te Vs

0’

-

Y4
v,

¢’est-d-dire ,
207 ++.fi9§3.f-1)f =+ 81 lox;zQ,
T I

On reviendra au point « avec cette intégrale.

La méme équation (1) admet aussi deux aulres intégrales particu-
fieres, qui sont. .suat,epul)les de développements en série, analogues aux
précédents.

Onad abord I’ ml%mlc

| I 1 1 ( N 7
e D | T2 e Ob - LI
e \E) h—z T\ — )

q-liif est uniforme dans 't"oute""l:’é;tetid'ﬁé?du plan, limil=vu que le chemin
suivi par la Va]‘ldble ne Loupe pas la l:gne 0O—— +0, Je la désignerai
parP”“*" R R R O

~ Pour trouver une aut: e mtegra!e, supposons d’abord =1, 0=; el
[J un peu different cle

- c\

3. L’équation différentielle admettra les dbux
_'mtegtales L | | L : ’ L
:L’E?fpfessi@;ﬂf S
v,—_;———‘ilp(.lz:'i"’g_ﬁ!i) (‘““’) 'jl'(f’ 5’{3"‘“2’ 'i)
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sera aussi une intégrale. La limite de cette expression quand f=:
nous donnera une nouvelle intégrale Q" :

R I 1 T
V=—logi— 2 o ( u) S _ e i .:»{ —-') .

On a de meéme

(J” = - ,....,i s

Vll — 2 L.

-—w-q;(,w-‘ Il)i()"i--a,f-r—ﬂ ( : )l

Q" est uniforme dans toute I'étendue du plan, a la méme condition que
Pintégrale précédente P”. |

~ Pour toute valeur de « figurée par un point situé dans la partie su-
périeure du plan, on a les relations

(23}_ ¢

De meme, pour toute valeur de @ figurée par un point situé dans
la partle mferleure du plan,

|
. (p 49"0"”‘1)#_2;},
fad ' ¢ " "
4 R (f-_p’:ﬁ+4‘l°g2-1}rf e

Les. iermuleb pxecedentes ont: é1é. el;abhes, conme Ia formule (21),
en partant des relatmns (13) et (x7), qu1 ont lieu dans le cus général.
| Bemargue ~Les formules (23) ‘et (24) paraissent en désaccord
“avec les formules donnees par M. Tannerv (loc cit., p. 188). Cela tient
4 ce que les fonctlons P et Q" 'ne sont pas tout a fait les mémes que
celles qu’il désigne de la méme maniere. Au lieu du systeme d’inté-
gralef-; P’ et Q 'consulerons le S)steme suivant,

.’ P 'l'\‘ .
== 1——19(““ ) K
v A\

v (Y tons o+ 4 (I,
=] e g) s ae ()

'ﬁou l’on suppose l’argument de.x compns entre —m el +n.
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On trouve aisément que Uon a, dans la partie supérieure du plan,

. [yl Y ) "
pr—= (1, Q" =iQ, -=P,

et, en portant ces valeurs de P” et de Q" dans la seconde des for-
mules (23), on arvive a la relation

logz2 _, .
P/ == 4 T.'E P - QH

qui est identique avec la relation obtenue par M. Tannery.

19. Les formules de passage établies plus haut suffisent pour re-
connaitre si 1’équation différentielle admet une intégrale algébrique
ou si P'intégrale générale est algébrique. La question a déja été traitée
par M. Schwarz (Journal de Crelle, t.'13, p. 292), qui, en se servant de
1’équation différentielle du troisieme ordre 2 laquelle satisfait le rap-
port de deux 1ntegrales particulieres de I’équation (1) et des surfaces
de Riemann, a été ramené 2 un probleme de Géométrie sphérique ou
se presentent les polyedres reguhers. Depuis lors, M. Klein a consi-
déré le cas plus général d’une équation linéaire du second ordre &
coefficients rationnels. J’arrive aux mémes résultats que M. Schwarz
par des considérations tout & fait élémentaires.

Sl equauon( ) possede une seule intégrale algebrlque, cette inté-
grale devra se reproduire, i un facteur constant pres, quand on tourne
autaur d’un pomt {mhque. Bans le: dﬁmame du pomt o, elle sera re-
‘ gpresentee par Tune des mtegrales q:,, @53 de méme, dans le domaine
| du pomt ai=1, elleleoincidera, & un facteur pres, avec l'une des inté-
. igra]es Dy q;(, Reportoné-nous aux: relauons qul ont heu entre ces qual:re
intégrales:: on voit, que cela ne pourra avoir lien que si 'un des
nombres a, B, y—a, Y — @ est un nombre entier. Dans chacun de ces
- cas, l’une des séries hypergeometrlques qui expriment 1'intégrale
- générale n’aura plus qu’un nombre limité de termes. Soit, par exemple,
? 7;—a--—~m l’equatlon( 1) admet comme mtegrale

a (lwx)"—“ ?P

P etant une fonctwn entlere de ; pour que cetle intégrale soit alge-
bmque 1l faut en oulre, qne B scnt un nombre réel et ratmnnel
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Si I'équation (1) admet plus d’une intégrale algébrique, Uintégrale
générale sera elle-méme algébrique. Nous allons nous proposer de
trouver tous les cas olt il en est ainsl. Nous pouvons exclure de notre
recherche les cas ou I'un des nombres 4, 7 — « — 3 serait un nombre
entier. On a vu, en effet, que dans ces cas il existait un logarithme
dans I'intégrale complete dans le domaine de 'un des points critiques;
comme cas exceptionnel, ce logarithme peut disparaitre, mais alors le
point considéré n’est plus un point de ramification pour l'intégrale
générale, et il sullit d’examiner comment se comporte une intégrale
dans le voisinage de l'autre point critique pour étre fixé sur sa nature.
On voit, de plus, que les trois nombres «, B3, y doivent étre réels et
rationnels; sans quoi il existe, dans le domaine de I'un des points cri-
tiques, une intégrale qui prend une infinité de valeurs.

‘Cela posé, soient y, et y, deux intégrales particulieres linéairement
. distinetes, uniformes dans toute ’étendue du plan, pourvu que le che-
min suivi par la variable ne coupe aueune des lignes — oo

O,

On part d'un poeint queleconque A du plan avec une intégrale
cy,+c’ys, et 'on déerit un chemin fermé quelconque, assujetti seule-
ment & ne passer par-aucun des points o et 1. On revient,au point de
départ avec une intégrale Cy(+ Cly,. Si cette intégrale est une fonc-
tion algébrique de x, les coefficients C, ¢’ n admettront gu'un nombre
limité de valeurs, quel que soit le chemm suivi. En particulier, le rap-

p“ E n admettra qu un nombre hrmte de vaieurs. T “lJOUte que, si cela

a lleu, quels que sment les coefﬁc:ents pmmufs ¢, ¢, I mtearale géné-
rale est algebnque. 3 S | |
| Considerons, en effet, .a demvee lowarltbmlque de I intégrale précé-
dente on peut Ja representer par
B R - ' £' ¥
¥, 4+ _C_'y_;_'# Vil
Cyy =+ Cya M_T“
B

(.,

- Le rapport %— n’admettant qu'un nombre limité de valeurs, il en est de

.méme de cette dérivée logarithmique; comme d’aillenrs elle ne pré- -
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sente d'autres points singuliers que des points critiques et des poles,
il suit de la qu’elle sera une fonction algébhrique de

Cela étant vrai pour une intégrale quelconque, soient 3, et z, deux
intégrales de I'équation (1). On a entre elles la relation

02— 3 Z';2 —=Hxr Ti--2 R Sl

-~

qui peut aussi s’écrire

- 18 .
21 2a| o — —= x'[lx-"{l___x\f’ o Rlo Bl
Hae-vi — aiy »—i-t
By By et L -
%y <3

Le produit:de deux intégrales quelconques z,, 5, est done une fonction
algébrique de x. Si z, et 5, sont deux intégrales, z, el z,+ 2z, seront
aussi deux intégrales. Le produit s]-2,z,, et par suite z,, sera une
fonction algébrique de la variable.

Tout chemin fermé partant d’un point A et revenant & ce point pou-
vant se ramener A une suite de lacets décrits autour des points @ = o,
x'=1, nous:sommes donc amenés a étudier comment le rapport préce-
dent se comporte quand on décrit un de ces lacets. Nous prendrons,
pour ¥, et ¥, les intégrales ¢, et 0,5 nous partons d’un point A avéc
1) mtegrale (‘cp,—l—("qo), et nous décrivons un lacet autour du point o,
‘dans le sens direct; nous avons vu plus haut (n 16) qu on rewen(nt au
pomt A avec l mtee{rale (Jlm =+ Cicp., :

1¢+p’lm/1;_7
‘ la+'~/iJ+*—n_
( ,o’ﬂ(i 'v){ . ' -

C| "__( (,r _— P'.}'_?C(i——:};)f ):’:.

‘i

-

_Smcnt 2 la valeur 1mtmle du rapport o ¢ la valeur finale; on aura

Piz+G+1—y Tia—7) ("x-—e-‘mu-~~.f>f\)

Vio+1—7; big4+1—y)\ eV

"?I"_"O(""T(i ’H...,_*_.

. ) [
Posons. |
PR e H+‘—WF'“/
.'l\d—}r—l——/)i[f'-—i‘“l—m/}

o= K
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La formule précédente s’écrira

(A} ¢ —a=Kip—a
Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on aurait, au contraire,

(AY o a=lp— )

Faisons maintenant décrire 2 la variable un lacet dans le sens direct
autour du point critique «=1; lintégrale Co,+ Cp, se change en
C'?{"}“C: 992 .

Cy = Cerni(y—a-P),

C,=C+¢C

En désignant, comme toujours, par ¢ et ¢’ la valeur initiale et la valeur
finale du méme rapport, on aura

r e2ri(Yy—a—8)

}_.—-_—_}.e"“"m(Y""ot B)+]_‘(‘y)r(yma-—-lﬁ)(:-—e-m(‘{ " ?J).
I L(y—a)l{y—p)
Posons
I:LU_!M/ — ?__:_f I}
(v—a) ry—g)— 7
e«-"m(wrx B)-——K'

La Ii'éiati{")h tie'htreE p et p"ipfourr'a' 's 'écrire

e (59w ()

- Si le lacet était décrit dans le sens inverse, on trouverait de méme

miled)

Le prohleme qu 1] 5 3“1[2 de resoudre pourra 56 formuler ainsi :

Etant donnee une suite de quanmes telles que cbacune se deduit de la
| precedente par Uune des formules (A), (A), (B), (BY, dans quels cas

arrwera—t-on a un nombre limité de quantités différentes, Uordre dans
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lequel on applique ces formules successivement restant absolument arbi-
trawre?

La méthode géométrique m'a paru la plus propre 2 conduire simple-
ment au résultat.

20. Soient tracés dans un plan ( fig. 7) deux axes de coordonnées
rectangulaires O&, Ox. Je figure, comme a P'ovdinaire, la quantité

Fig. -

M)

p=5%+unt par le point dont les coordonnées sont £ et 4; soient A et B
les points qui figurent les quantités @, b (ces points sont situés sur
axe OZ).

~ Soient M le pmnt qui figure la valeur initiale de g, M’ le point qui
| hgure la valeur de p', obtenue en faisant décrire & la variable un lacet
o dans le sens fllrect aulour du pomt crlthue z=0

'pjﬂea:K(p——-a).

La quantlte 0 — a sera ﬁguree par I’extrémité d’un segment mené
~ par lomgme, egal et parallele au segment AM; si I'on fait tourner ce
B segment d'un ‘angle w autour du point A, w étant égal A 2n(y—1),
on obtient le segment AM', dont I'extrémité M’ figure précisément la
quantité p’. Sile lacet était décrit dans le sens inverse, on tomberait
~sur le point M\, obtenu en faisant tourner le segment AM autour du
point A, mais en sens inverse. La variable décrivant une suite de lacets

autour du point O, les diverses valeurs de p seront figurées par les som-
~mets d’un polygone reguller inscrit dans la circonférence de rayon AM,
l un des sommets etant preclsement le- pomt M.
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Supposons maintenant ( fig. 8) que la variable décrive un lacet au-
tour du point critique & —1. Soit M le point qui figure la valeur im-

e
Fig. 8.

al

P
)

tiale de o3 —;- sera figuré par le point M,, % — b par Uextrémité d’un

qegment mené par I'origine, égal et parallele & BM,, et K’(- —~b\ par

P extremlte d'un segment égal et parallele au segment BVI,, qm n’est
autre que le segment BM,, que Pon a fait tourner d'un angle
w zzn(a—r«ﬁ 7) autour du point B. Par suite, le point M, figure la

quantité E; et ]e.pomt M’ la quantité ¢".
Faisons décrire a la variable plusieurs lacets successifs autour du
- pointx=1; le point ip viendra coincider avec les sommets d’un poly-

‘gone reguher inscrit dans une cwconferen(,e de centre B; le point p
- lui-méme restera sur une urconf’erence transformée par rayons vecteurs
- réciproques de la précédente, avec l'origine pour pole de transformation
et 'unité pour module. Si I'on applique cette transformation a toutes

o les: cwconferencee ayant pour centre le point B, on obtient evxdemment
- un falsceau de c1rconferences passam par deux points fixes imagi-

naires. 11 est aisé. d’ avoir les pomts-cer:,les de ce faisceau on a d’abord
lorlgme, qu1 (,orreqpond au cercle de rayon infini ayant pour centre

le pomtB et le pomt (‘__ ' prowenant du cercle de ravon.nul.

- Toutes les cwconferences da falsceau seront conjuguées par rapport
4 ces denx points, qui sont deux points doubles de la transformation

homographique
S ekt ).
LA (-P' )
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Avant d’aller plus loin, je démontrerai le théoreme suivant de Géo-
métrie, qui sera utile pour transformer 'énoncé du probleme

Etant donnée une circonférence et n points sur cette circonférence A, B,
C,y ..., L tellement disposés que, sil’on fait une inversion en prenant pour
pble un point O du plan, les points correspondants A',B', C', ..., L' soient
les sommets d’un polygone régulier, soit O' le point conjugué du point O
par rapport a la circonférence, tous les points de la circonférence deécrite
sur OO0’ comme diameétre dans un plan perpendiculaire au plan de la
Jigure jouissent de la méme propriété que le point 0.

ig. o,

Soit'S un point de cette circonférence. D'aprés une propriété élé-
mentalre de Vinversion, .

¥ :r__ AB 3
A B - 0A ".OE p.’-
~AB
AlB, bA bBP

Donc : :
A4B. P, | OAXO_B
AE AP, x SA °SB

- SA " o .
Chacun des rapports OA’ OB est constant; donc il en est de méme

de i’B’ Sl le polygone A’l’C’D F’F’ a ses cotes egaux, il en sera de

méme du polvgoneA B; C, D,E, F,.; C. Q. F. D.

Bewenons a la question proposée et considérons la circonférence dé-
cme sur OC (ﬁg ro) comme diamétre dans un plan perpendiculaire &
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celui de la figure ; soient S et 8 les points de rencontre de cette circonfc-
rence avec la perpendiculairve élevée par le point A au plen de la figure.
Concevons la sphere décrite sur S8 comme diamitre, et faisonsun e
projection sur cette sphere, en prenant le point S pour point devue.

L

Toutes les circonférences ayant leur centre en A se projettent sui-
vant des eirconférences ayant pour poles les deux points S, $'; quant
aux circonférences conjuguées par rapport aux deux points O et C, elles
ont pour projeclions des circonférences ayant PP’ pour axe. Il résulte
de ce qui précede qu’étant donné sur la surface de la sphere un point m
figurant une valeur de p, on trouvera le point 72’ figurant une nouvelle
valeur de p en faisant tourner le point m d’un angle » autour de SS’
ou d’un angle o’ autour de PP’". Cela est évident pour I'axe SS'; quant
a I'axe PP, il suffit de remarquer que, étant donnés dans le plan deux
points M, M’ figurant deux valeurs de p, dont I'une se déduit de I'autre

_: narl une des formules (B) (B;_):__ si I'on fait une inversion avec le point
0 pour pole angle M,BM est eqal h o, e, d’ apres le théorbme
. precedent ¥ angle mpn’ doit avoir la: meme valeur, p désignant le pied

o dela perpendlculalre abaissée de m sur I'axe PP

On peut donc rempiacer I'énoncé du probleme par le suivant :

Ftanz donnes deux dzametres Ss/, -PP" dans une sphére et une suite de
poznts sur la surface se succedanz d’aprés une loz, telle qu’on passe de
l'un quelcmzque ‘au suivant en le Jaisant tourner d’un angle w autour
de SS' ou d’un ang[e o' autour de PP', dans quels cas abouum l-on aun
,nambr:e ‘lzmzté._;d‘e: points, ’ordre _dans _leguel on appligue ces construc-
zions restant absolument arbitraire?

Tout depend evu]emment de- l’ordre de symétrie des axes PP’, 85’ et
: (le | angle V de ces: deux axes. SO



54 F. GOURSAT.

Soient .

r

P

¢ y—a—p= b

-s::_—...g
’ q q

Les fractions—(? et —g—; étant supposées irréductibles, SS’ sera axe de

symétrie d’ordre ¢ et PP’ d’ordre ¢'.
Quant a Pangle V, la figure précédente donne

N
V2 AOS,
N c
cosA0S :::OX — = \/“é,
08 \/0[\ ~< 0OC oG
COSV“—?. H—!___Zab-*-l

1N
Reimp—la(;,ons a et b par leurs valeurs, 1l vient

cosV =2

I‘ac—i-@—%-l-—*y r——-y)><I‘{_'y—o:—"‘;l‘(‘y)_I
(F3+!-—7)1(0'+l-w Py —a)T(y —5)
_sin{y~aizsin(y— 8% |

COSV:‘Z_. L — .
/ - osinymsin(y —oa— @)%

Remarque. — Lorsqu’on diminue ouqu’on augmentela valeur de I'un
des nombres a, #,7 d’un nombre quelconque d’unités, g et ¢’ ne changent
~ pas, ni cosV. On pourra done supposer 1 —7 et y—a—f compms-
“entre o.et 1; on pourra ensmte ramener or-—{:‘ a étre comprlb entre
 — 1 et +1; mais, comme il y a symetrle entre les éléments « et 3, on
. pourra supposer au331 oc——ﬁ compns entre 0 el 1. C'est ce que nous
. felons pourla suite. ' TEEE

| 21 La representatmn geomemque sur la sphere n’est possnble que
- f_;51 le pomt A est comprls entre les points O et C, ou, ce qui revient au
sin(y — a)nsin(y — @)= |
o sinymsin(y —a—B)w
etr. Dans le cas contraire, on peut démontrer directement que le rap-
--'-?port P peut prendre une infinité de valeurs en chaque point du plan. Je
‘m’appuierai, pour cela, sur les remarques suivantes :

.1 emste un cercle ayant son centre en A et conjugué par rapport

,ﬁ imeme, si le prodmt ab= est comprls entre o

o fau qegment OC Si Ie pomt M, qm ﬁgm'e la v'lleur' mltlale de p, est sur " ce



SCR L'EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 55
cercle, tous les autres points que I'on en déduit sont situés sur le méme
cercle. Sile point M est extérieur ou intérieur i ce cercle, ceux que
'on en déduit seront eux-mémes tous extérieurs ou tous intérieurs.

II. Supposons que nous ayons pris pour origine le point A; appelons

z et 2’ les quantités qui sont figurées par les points M et M’ dans le nou-
- veau systeme. Pour la premiere transformation, on a
7=z
pour la seconde, 2’ est liée & z par une relation
,_az-+b
R m—
¢z +d
a=o—+ 31, c=a + §i
b=y +di, d=y + &L
- Cherchons le lieu des points z tels que mod. 2’ = mod. z,

mod.(az + b}
mod.{¢z + di)-’; |

- mod. 7' =

s az+b= (a2 =By +y)+ (B +ay + ),

 mod(az+ b)= (& F B7) (B ) mE Ry

f 1hb,d. (:c'zf+-d)_:_.¥- \:/(.ot’ﬁz—i—ﬁﬁ’z){.z:"-’—{—yz)-{- mz -+ n'y 4 p.
. Le lieu cherché aura pour équation |
a2 P @24y ?) A ma b ny 4+ p={o 202224 3 2) 2 (-2 y - p Y224 y2),

- C'est une courbe du quatrizme ordre, ayant pour points doubles les |
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points circulaires i Pintini. Mais la civconférence de centre A ( fig. 11),
conjuguée au segment OC, fait évidemment partie du lieu; comme les
points O ct C lui appartiennent également, cette courbe du quatrieme
ordre se compose de deux u:con[u't,nces, la circonférence (A) el une
autre circonférence passant par les deux points O et C.

Si le point M qui figure la valeur de z est extérieur ou intérieur
aux deux circonférences, on aura

mod. 2’ <Z mnod. z;
mais, si ce point est extérieur a 'une, intérieur a I'autre, onaura
mod.z > mod. z.
=] : ’ l' a ‘c. ‘ . . . - . . .
Cela posé, soit M le point qui figure la valeur initiale de p, que je

suppose extérieur aux deux circonférences (A), (A). Appliquons au

Fig. 12.

o —-——.-..—.—«-'

o pomt ’\1 far seconde transf’ormatlon autant de fois qu’elle nous donne
“des points différents; nous aurons un ceriain nombre de points sur une
| c:rconference conjuguee au segment OC. Soit M, celui de ces points qui
est le plus rapproche du point A; le point M, est forcément dans le
f u,rcle A, et-lon a AM, < AM. Appliquous maintenant au point M, la
premiere transiormatlon, de fagon a obtenir un point M, extérieur au
cercle A’; on qura_AM.,__.A’\I,. Au point M, appliquons la premiere
(ransformation; nous en déduirons, comme tout a heure, un pom( M,
plus rapproché- de A quele pmnt M , et ainsi de suite. On a ainsi une
serw de pomts M, M“ IVL,, M y e SE succedant dapres une. loi telle
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loi telle qu’on ne retombe jamais sur an point déjh trouvé et qu’on
puisse continuer indéfiniment. Le rapport o peut done prendre une
infinité de valeurs.

22. La question de Géométrie sphérique 4 laquelle nous sommes
conduits et qui est identique, comme on le verra tout & 'heure, avec Ia
question a laquelle M. Schwarz a été ramené, a été résolue par Stei-
ner ('). On peut aussi déduire la solution d’un Mémoire de M. Jor-
dan (*) sur les polyedres eulériens. |

Il 'y a deux cas particuliers ol la solution s’apercoit immédiatement:

1° Sil'on a deux axes de symétrie binaire, ces deux axes devront
faire entre eux un angle commensurable avec 2.

2° SiI’on a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie d’ordre
K perpendiculaire au premier, on aboutira toujours & un nombre limité
de points.

Ecartons ces deux cas particuliers et supposons que nous ayons deux
axes de symétrie PP/, SS’, dont'un PP’ est d’ordre K(KZ3). Les répé-
titions par symétrie de I’axe PP'seront axes de symétrie d’ordre K de
la figure formée par les répétitions symétriques d’un point M de Ia
sphere; ces répétitions symétriques devront étre en nombre limité: ce
qui revient 4 étudier la figure formée en prenant pour point de départ
le point P lui-méme. On démontre sans beaucoup de difficulté que,
si 'on est conduit 3 un nombre limité de pomts ces points sont les som-
mets d'un polyedre régulier.

Les axes PP, S§’ devront donc étre disposés comme les axes de symé-
tried’un polyedre régulier avantl un de ses sommets en P. Il est évident
quele plan des deux axes sera pource polyedre un plan de symétrie. Cette
condition nécessaire est suffisante. Imaginons, en effet, cepo]ved:e ré-
guller et considérons les polygones spherlquee réguliers découpés sur la
sphere par les pyramides ayant leur sommet au centre de la sphére et
pour bases les faces de ce polyedre. Les répétitions par symétrie de 1'un
de ces polygones conduiront toujours a un polygone analogue; comnie,

d’ailleurs, un de ces polygones ne peut coincider avec lui-méme que

1y Journal de Crelle, t. XVIIL, p. 295.
(%) Ibid., L. LXVI p.22.. |
6. o . | 8
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d'un nombre limité de manieres, il s’ensuit que les répétitions sy
triques d’un point seront en nombre limité.
Appliquons cela & quelques exemples.

Exemple 1 :
y == y of i 13 I 0.

On a deux axes de symétrie binaire

cosV == 2 €osme OSTP — 1 == COS2 T,
Il suffit que « soit commensurable. On peut le vérifier directement.
L’équation différentielle est ici

d2y r dy +aly—o.
- ) ax F=9

i) S

On en tire

dy adzx

yer—y* ya(t—ax)

-

- .
arcsin £ = zarcsinyz -+ h.

' Si « est commensurable, on en déduit une relation algébrique entro ¥
Ewemple]] -—— iPren_o;rfls énébréfl’eﬁcferﬁple. Lraité par M. Schwarz:

o g f
_ 7 — 3 o= — T2 — %%

. ‘n ..._3 " — - -_ —_— '
jma=h Y—B= 7 y—a—[=z

~ On a un axe de symétrie binaire et un axe de symétrie ternaire. Leur

angle est donné par laformule

. 3n . bm ;
) : 28510 —— 8N — :
L 4 19 R
COSV: —f T e
' sin —n KE
3 X .

| §’C’5é’st:pr"§écisémfem Pangle ciije-fait-lgag hauteur dans un tétrakdre régulier
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avec la droite qui joint les milieux de deux arétes oppusées. Lintc-
grale générale est donc algébrique.

23. Les résultats précédents peuvent étre mis sous une forme un peu
différente, qui met mieux en évidence leur identité avec les résultats
obtenus par M. Schwarz. Supposons que l'on ait d’abord ramené,
comme on I'a expliqué plus haut, les trois nombres 1 — 7, v —a—f,
«— 3 a étre compris entre o et 1, et désignons par 2, p, v les trois
nombres positifs et moindres que 'unité aiusi obtenus :

7 :_:1 ~ Yy
pe=y o b,
=g - [5.

Nous allons établir quels sont les systemes de valeurs de ces trois
nombres tels que U'intégrale soit algébrique.

Sou,nt toujours S8’ et PP’ ( fig. 13) les deux axes de symetrle.

Fig. 13.

: Construlsons un mangle &,PQ ayant pour base SP et pour angles
| EPSQ (I —47)71’, SPQ = (v —a — f)m Evaluons 'angle en Q:

cosQ == sin P smS cos(SP) — COS p cosS,

Ly ;_;..-_Qﬁ___ ___ - zsmw—~oc)1rsm(y-—3‘;rr_ ]
_CQSQ___sm.ynsm(/ .0! {3)11[ Snyrsn(y —o — B)= 1

-+— cos}mcos(y —a % Blr, |

ou, en redmsant
. cosQ = cos{a — 3)m.

- L’angle Q est compris entre o et n; d’ailleurs, on suppose « — 3 com-
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pris entre o et 1. On aura, par cons¢quent,

S im,
Poour,
Q- vr.

“Quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire ce triangle?
Dans le cas particulier ol y =4, «~ f==0, les angles S et P sont
droits; le point Q est un des poles du grand cercle SPS'P". Si I'on con-
struit une double pyramide ayant pour sommets les poles Q, Q' et pour
hase le polygone régulier dont'S et P sont deux sommets, les trois plans
du triedre SPQ seront trois plans de uymelme pour cette double pyra-
mide. Si 'axe $$' est un axe binaire et si 'arc SP est égal & un qua-
drant, les trois plans du triedre seront encore trois plans de symétrie
pour une double pyramide dont les sommets seront les points P et P’
et dont la base sera dans le plan SQS'Q’.

- Ces cas singuliers examinés, voyons ce qui se passe dans le cas géné-
ral, en supposant qu’il existe un polyedre régulier admettant les axes
de symetrle SS' et PP’ et ayant un sommet en P. Les trois plans OSP,
OPQ, 0QS seront trois plans de symétrie pour ce polyedre, il est
~ dabord évident que OPS est un plan de symétrie, comme on I'a déja
o fait remarquer Le point P”, symemque de P par rapport au plan 08Q,

. estiun des sommets de ce polyedre comme on peut partir du point P’

. au lieu du point P pour trouver les sommets de ce polyedre, il est clair

o que 1a figure admet OSQ pour plan de symetme Elle admet aussi OQP;

en effet le pomt 8" sera Pextrémité d’un axe de symétrie de méme

: ordre que SS'; si nous remplagons I'axe OS par laxe 0S”, nous for-
mons e\'ldemment la méme ﬁgure Donc OQP est un plan de symé-

Ctrie. SR o :

| Amsn, les' trms f'qces du lnangle PQS devront étre trois plans de
S)meu’uﬂ d’un polyedre régulier. La réciproque est aisée & démontrer;

en effet, tout corps admettant ces Lrois plans de symétrie OPS, 08Q,

. .':EQOQP admeura aussi OSP” comme plan de symétrie. Si Ion prend le
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corps symétrique du premicr par rapport au plan OSQ, puis le syme-
trique de ce nouveau corps par rapportau plan OSP”, il coincidera encore
avec lui-méme; mais ces deux opérations reviennent i faire tourner le
corps d’un angle PSP".c 2(r- yim autour de OS. Donc OS5 est un axe
de symétrie pour ce corps,

En résumé, pour que intégrale générale soit algébrique, 11 faut ct
il suffit que les trois plans du triedre GSPQ soient les irois plans de
symétric d’'une double pyramide ou d’un polyedre régulicr.

It faudra d’abord que les trois angles Ja, pm, ym soienl les angles
Q’un triangle sphérique, ce qui exige que Uon ait

Loy

A R I LA

Yomie ) T Vo L,

IR B A T

Ces conditions équivalent d la condition trouvée précédemment que
sin{y — a)msin(y —5'm o A

[y — e P = BIT Goit étre compris entre o et 1.
sinymsin(y — o - o7
1l revient évidemment au méme de considérer le triangle PQS ou
Pun des triangles PQS’, QP'S’, QSP’; les ungles de ces triangles ont les
valeurs suivantes : |

Y T v
R T O L IR LRI L
v i X P'QS e L (l '—‘_"}-.:ET-' ' N AT I e v:ﬂ'
R 0 L R R R 2 v

‘On choisira celui de ces triangles pour lequel la somme des angles est
1a plus petite. Soient)'m, p'm, v'r les angles de ce triangle et soient 27,
u”, v" les nombres )/, p/, v’ rangés par ordre de grandeur décroissante.
Le Tableau suivant donne les systemes de valeurs de 1", p”, v" tels que
1 A ..u 2 T :’Jll @ T -(.f‘- .:. .
intégrale genérale soit algthbrique :
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I” 'U.”. "
I.. Y % » Pyramides doubles.
11. S
2o [ Téwraedre.
l”’ ) 4 ) * ’
1v. ' [} ‘
=3 ‘ l Cube et octaédre.
Y 4 t t 5
ot 3 i %
’ i 1 ]
2 i
ViL.. S 5 3
\ ] L i
VIIL. i 3 3
] 3 ]
IX.. T 0§ 3
X.. A N |
| > 7 2} Dodécaédre el icosaédre.
XlL.. P53
XIL.
_ A0
XIH. ..., ¢!
I ¥
XIV. ...... oz 4
XV....... .. 300z 4

On a écarté le cas intermédiaire ou le cercle décrit sur OC
comme diametre est tangent i la perpendiculaire SS', c’est-a-dire le
cas ou les deux transformations homographiques

@w - F—a=K(p—a),

' SR o “1 . A o

R R T 'i-,~—brzK’~»~-—b)j
R _ont'-u:'n ptﬁnt double commun. ELes'po'i:nts doubles de la premiére sont
_ I
- le pomt& =a et le p01ntg~—:>o ceux. de la seconde sont & E=o, =3

Sl on se. reporte aux valeurb de a et de b, qui peuvent étre nulles,
“‘mais non infinies, on voit qu’il peut arriver de trois maniéres diffé-
rentes que les deux tlansformatwns homographlques aient un point
double Lommun R - |

1° a=o; il en sera ainsi lursque I'un des nombres « -1 — 7

B + 11— sera un enlier negallf ou nul.

2 b=o; ¢ est ce qul arrivera 51 Ly—a ouy— 3 est nul ou égal a un
';entler negauf : .
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30 ab — 1 cette condition donne

sin(y - a)msin(y — Bz ==sinymsin(y — o 3)n
ou bien
cos{ao — Bim—=cos{a + ),
d’olr
(o Blzt{a--5 ==a2m;

I’'un des nombres « ou 8 devra étre un nombre entier.

Pour voir ce qui se passe dans chacun de ces cas, supposons le point
double commun rejeté a V'infini; les transformations homographiques
seront définies par les formules

3 — 2¢—=K {2z — 2o},

2z, =K'z — 2,

Jes points z,, z, élant les deux autres points doubles. Elles donnent
‘lieu 4 une construction géométrique fort simple : étant donné dans le
plan un point M qui figure une valeur de z, on trouvera le point M’
figurant la valeur de z’ en faisant tourner le rayon z,M d’un angle o
autour de z,, ou le rayon z,M d’un angle »’ autour de z,. Partant d’un
“point quelconque du plan, il est clair qu’on peut appliquer ces con-
structions. successivement dans un; ordre tel qu’on ne retombe jamais
‘sur un point deja trouveé; par exemple, on s’arrangera de facon que la
“distance z,M n’aille Jamms en décroissant. Il y a exception pour le
;jpomt double commun, qui coincide toujours avec lui-méme.

- Iy aura donc une mtegrale particuliere dont la dérivée logarith-
‘mique n ’admet qu’une seule valeur en chaque point du plan; cette
~dérivée logarlthmlque est une fraction rationnelle. Dans I'hypothesc
“adoptée ot les nombres «. 3, sont réels et rationnels, I'intégrale par-
ticuliére corre%pondante sera une fonction algebmque On voit, de plus,
~qu'il n’en existera pas d’autre.

11 faut pourtant remarquer que cela cesserait d’étre vrai si les deux
“autres points doubles étaient les mémes; dans ce cas, toutes les inté-
| grales seraient algebrlques (est ce qu1 arriverait si I'on avait & la fois
a=o, b =o0.. - '
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Soil, par exemple, I'équation différentielle

» dEe iy i
I TR 7 R S S A e ) ST 8
: Cdax - e = ’
g s | PP |
v A \J C / ...... e

- ., |
Elle admet une intégrale particulitre algébrigue —- mais linté-
\‘.l
grale générale

. Caresin ya x

\,/:C‘_ \fx

est une fonetion lranscendante.
Prenons au contraire 'équation différentielle

, d*y 2x\ d
zlt— 2z - - S ) Y + 2y =0

dx* de 7Y
e ¥

Rl T T e —-'-"-'

On a i la fois a=o0, b==0; I"équation admet les deux inlégrales
‘ ! 8
particulieres
2 bx 2 6(r—ax)
3 3
2"t — — 1 — X [

dp sorte que l’mlegrale ﬂ‘unerale est algebmque.

On a suppme dans cequi prevede que les deux mtegrales @, et
<92 etalent distinctes, ¢ est-a dlre qu’aucun des deux nombres «, B
n’était nul ni egfx] A un entier négatif. Si cette circonstance se présente,
on remplacera @, par une autre 1nleﬂrale, o5 par exemple, et, en opé-
“rant comme plus haut, on sera conduit & considérer deux transforma-
tions homographiques. Ces deux transformations homographiques au-
“ront 'un point double commun, puisque I'équation (1) admet comme
“intégrale une fonction entiere, dont la dérivée logarithmique est une
fraction ratlonnelle Si les deux autres points doubles sont différents
(ce qui aura lieu, en général), il n’existera pas d’autre intégrale algeé-
brique. Mais, si les deux autres points doubles coincident, U'intégrale
- générale sera algebmque. Pour qu’il en soit ainsi, il faudra que, I’an
des elements «, B étant nul ou égal a un entier négatif, I autre élément
smt egal i un nombre enuer posmf o
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Ainsi Péquation différentielle

dry | dh
T X e ) e 2y =m0
dat “dx ’
ou
o — ), ir:J_‘ l, /_m—‘ ;'

admet deux intégrales particolicres algébriques, et, par suite, U'inté-
grale générale est algébrique:
8x ’

Y:-:{",( —~/1+—-——~—) + U {1 — x)
}

b

Vo -

SECONDE PARTIE.

1. Les Mémo_ircs de Gauss et de Kummer sur la série hypergéomé-
trique contiennent un grand nombre de formules qui ne rentrent pas
dans les formules données plus haut et qui n’ont lieu que lorsque les
éléments «, f3, v satisfont & certaines condltlom Le type général de
ces formules est le suwant | |

oZ IJ\I'""‘"TI ql{‘j’g /’ ’,:I'_"‘llj I_,_._.l\!q F‘{y,;ﬁ’ ?’,l\

b i

e otant une f'om,tlon r1|~-'v"(,l)nque de . -

La fonetion (1 — )’ (1 — ) P!, 5,5 t) est alors une inté-
grale de I’ equatloné drfferen_nellf,_

| ;z\dzy

( : . ‘ E :{,'
I . S AR ]
UGN S T da

{7tz pala] h— By =os

de %orle que Ton est ramené A vechercher dans quels cas I'équa-

tion (1) admet des intégrales de la forme précédente. Telle est, ou i

peu pres, la voie suivie par Kummer; mais il n’indigue aucun moyen

de t"r'ouvelf tous les cas ot il existe de parcilles intégrales. Cest ce que

je me suis proposé de faire dans la seconde Partie de ee travail,
G, : _ : o
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2. Je me placerai pour cela i un point de vue un peu diftérent. Dési-
gnons, avec Riemann, par P(x) une fonction non uniforme de la va-
riable @, jouissunt des propriétés suivantes :

1 Llle n’admet dans toute Pétendue du plan ou de la sphere que
trois points critiques, les points o, 1, oo ; clle est holomorphe dans
toute région du plan h contour simple, ne renfermant aucun des pointso
ctor.

2 Lintre trois branches quelconques de cette fonction P, P”, P” il
existe une relation linéaire et homogene a coeflicients constants :

(J‘f l)l’ - (J‘ﬂ PII _{_‘ C.-W l)ﬂl o G,

3¢ Chacune des branches de la fonction reste finie pour x=o,
=1, el aussl pour @ == , quand on la multiplie par une puissance
convenable de « ou de 1 — x.

Riemann a démontré, dans un de ses Memmres, que certaines
branches de la fonction P pouvaient s’exprimer par des produits tels
que z?(1 — )4 F(a, f5, v, ). On peut aujourd’hui le démontrer plus
simplement. Il resulte en eﬂet d’un théoreme donné par M. Tanoery ()
que les diverses branches de la fonction P sont des intégrales d'une
équation ‘différentielle linéaire du second ordre & coeffiuents uniformes,
n'admettant d’autre point critique que les points 0, 1,0, toutes ces
 intégrales étant d’ailleurs réguliéres dans le voxsmabe d’un point cri-
:'thue AlnSl que l a montre M Fuuhs, celte equauon seta de la forme

): d-p [l-—(l—s—mix] {l—x,fj—g —1—”\1“—:— Bx + C)P..._c.

~ On passe de I'équation (1) & Péquation (2) en posant
| _ )ﬂ:: xl’(l — x:‘;QP';
A, B, G, I, m_so'rjt donnés par les formules

)} lm”’%"’.: ’":29*“4‘?’*"” v A=(prgraj{p-rq-p)
f C-——PKP*“"“ 'y}, A—-B——C:: (q-—‘—z—i—ﬁ—_—y}

(VY dnnales scientifiques de: £ Ecole. Normale supéricure, 2* série, L. IV, p. 130,
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Inversement, on passera de 'équation (2) & Péquation {1} en posant
P=a~r(r-—x)yYy; 2, 5,7, p, ¢ seront déterminés en fonction de A,
B, C, {, m par les formules (3). Le théoreme de Riemann est démontré
par la méme.

| Pour achever de défirir la fonction P, il faut ajouter la condition sui-
vante : st P, P” sont deux branches linéairement distinctes, le deter-

minant
P P
D=1\ dpP db”
I dr

devra étre différent de zéro pour tout point du plan autre que les points o
et 1. St en effet ce détermunant était nul pour x=a, le point x —=a
serait pour I’équation différentielle  un point A APPARENCE SINGULIERE.
Considérons, par exemple, les intégrales de l'équation (v); il est clair
guelles satsfont aux conditions qui servent a définir la fonction P. St
’on multiplie toutes ces intégrales par le binéme (x — 2), il en est de
méme, au premier abord, des nouvelles fonctions ainsi obtenues. Cepen-
dant, elles satisfont a 'équation différentielle linéaire

"x(lmx)(x——---*z; f[‘_f;
. dz
|y —(a+ B ]fxuo)w:»x(rwxﬁxm_gf,,;:.
5.-:*%!§?x(f—~x;-*~[o'*ﬁ—ﬂ-= N —yl{e - a)—alx—22z=0,

: -quii n’ést' pafsicomprzse dans: Za forme (2). Mars le déterminant D est éor-

s demment nul pour lc’ poml r=2.]

| Remarquons qu etant donno un quteme de valears pour A, B C, 4,
“m, il en resulte quatre systemes de valeurs pour p, ¢, a, f3, 7; I'équa-
tion (2), et par suite I'équation (1), admet done quatre intégrales de la
j forme ; ~1"(1 wac)“‘?F( , B+ 7, ) : résultat bien connu.

- Soit. maintenant ¢ une nnuvelle variable lice 2 « par la relation
= qa(t) s, relativement & ¢, la fonction P satisfait aux mémes con-
dit_io_ns ._que relativement & x, quand on fera dans Uéquation (2) le
changement de variahle & = ¢ (), on devra trouver une équation dif-
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férentielle (4], analogue & équation (2,
drp . P
() 820 02— e [ 1 e i L) = o A B U P == 0,
UL Podes | ‘ T " " )
It est clair que le pmblbmc traité par Kummer rentre dans celui-ct;
si, en effet, 'équation (1) admet une intégrale

Y AL R TN I UL AU
I'équation ( 2) admettra intégrale
TA TN A N AN Y

Si donc dans Péquation (2) on fait le changement de variable @ == 3(¢),
on devra obtenir une équation différentielle telle que I'équation (4).

La question qui se pose est done 12 suivante :

Reconnaitre pour quelles valeurs des constantes A, B, C, {, m il existe
dles changements de variable = = of (¢) par lesquels I'équation (2) ne
change pas de forme, AB, G Lm emnt remplaces simplement par des
constantes nouvelles A’, B' S, Uym.

Quand on aura llouve les conditions auxquelles doivent satisfaire les
coefficients A, B, C, [, m, les relations (3) donneront les conditions
que doivent remp_hr les éléments «, 3, 7 eux-mémes.

3. Dans I’équation (2), faisons le ¢hangement de variable x =2 (¢);
on a,en desxgn.;mt par.:v et " les denvees de x par rapport a ¢,

({P-._ﬁ.
dp dt
= —r

| d2p dp
AP deE T dl

daz :r"~" als

de qorte que ]a nouvelle equatlon dlffelentiell(, sera

22(y __x\2 (]2]) _[-_-:;_lt[—gf ;_n_,.z, T L L l(.{l’_ _
T2 der

il — e e - o "; x
i dt '

x' : ' i 3 - B -+ (;}'p —_—

Su[}po's‘o'ns”;&:‘f,': A reinplacés par leurs valeurs en fouction de ¢,
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Pour que la nouvelle équation ait la forme voulue, il faudra que Fon
alt

‘ ry e £ — 2
(5 ) Py i . oo (R ! 7}
' At B 4-U) 0 ARG
- {— 4+ mizx . 2% U'-—"I - m't¢
% ()) ; Y - - o j— .
' AN N l-\{-*--fj

Cette dernitre équation peut étre intégrée une fois, car elle n’est autre
que
d d d

—_— — et L Y e LTy — e,
![[ (1 — a2 ] dtu‘x) dZIU no— |

On pourra donc remplacer le systeme des équations (5) et (6) par un
systeme formé de deux équations diflérentielles du premicr ordre :

Ax*+ B (. A B4 O
(5) v iy ) PP, L dt,
zl1— x) {r—1i;
dx B K dt
(/)= . .Z‘l(l-*—.‘l‘?) t.!“_ﬂttm

Les cOnslanteb ALB, O Uy m, K sont arbitraives; il s’agit de voir
dans quels cas on peut les déterminer de fagon que les équations (5) et
(7) aient une mlegrale commune.

lp On apercmt sans pmne cing transformatiens qui réussissent dans

tous les cab, quelles que bment 1Lb valeurs de A, B C, {, m; ce sont les
suivantes : - | |

R a8 L | ¢ [ — 1
J:;::_I-»--t,f'.:()::-z; x == N il : il .

Ce resultat est d allleurs ev1dent 51 l on se reporte 4 la définition de Ia
;fonctlou P. Si une fonction multiforme vérifie les conditions exigées
_jquand on’ prend x pour armble, il est clair qu’elle lcs vérifiera aussi

o 1 1 A
| ,quand on p;endra I une quelconquu des variables 1 — 2, — =, - -,
- X l— X x—1

——=» AL les. valeurb de Pune d’ b“Ob pour les valears o, 1, oo atlri-

“buées a x, :aont aussl o, 1, ® dans un certain ordre. 1l résulte de la
".'é_funb meLhodb Li'bb blmplb pour retrouver les vingt-quatre lnlu"mles de
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Kummer, lorsque les éléments «, 8, v sont quelconques. Je ne m'y
arréteral pas.
I"ajoute qu’il ne peut exister de transformation du premier degré

par rapport aux deux variables, différente de celles-1a. Considérons
. al + b . .
la transformation @ == ———. §i les valeurs de ¢, qui correspondent
ct+d ‘ » 4
aux valeurs o, 1, » attribuées 2 « sont aussi o, 1, » dans un certain
ordre, la transformation sera 'une des précédentes. Supposons, au
contraire, que pour x =0, par exemple, Z prenne une valeur finie ¢,,

différente de o et de 1 { fig. 14). Faisons décrire 2 la variable z un

Fig. 14.

. e
S, _
petit lacet entourant 'origine: le point ¢ décrira un petit lacet entou-
rant le pointz,. Aprés un pareil chemin, une intégrale queiconque de
I’équation (4) reviendra & sa valeur initiale : le point & = o ne serait
done pas lui-méme un point erttique pour I'équation (2), ce qui est
contre I'hypothese.
~ On voit de plus que, si pour des valeurs convenables de A, B, C, /,

~ mon peut faire la transformation z = ¢(#), on pourra, pour les mémes
'vaieurq des conqtmtes, falrp les cmq autres transformations

] 5 ﬁf(li)"% of 3 . tN L [t
T =T, X = 0| - : f:- by ifmtnealll o0 — T .
_:x (p(r i., E=ANT ’ P L N ¢ 7

/

~Dela forme des équations (“”) et (7)'00 peut encore déduire d’autres
;'comequences Si pour des valeurs de A, B, C, [, m on peut faire deux
?-transformataonq dlfferenteq zv__zp( )» @ == ¢(2), pour des valeurs con-
“venables des mémes constantes on pourra faire la transformation
'_go(.x)::j:.{;( ), AIIISI, d ne transfarmatmn x:@(t) on pourra déduire

toutes celleq que lon obtient soit en remplacant « par 1— x, i-:,

S o t
ey ey e smt ‘en remplacant ¢z par 1 —¢, - ——,
= e e remplagant £ p U T
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- —

» soit en faisant les deux opérations simultanément, ce qui fait
en tout trente-six transformations, pouvant d’ailleurs n'étre pas toutes
différentes. Nous déterminerons en meéme temps toutes ces transfor-
mations, ainsi que les transformations inverses.

5. Siles équations (5) et (7) admettent une intégrale commune, cetle
intégrale vérifiera aussi I'équation obtenue en divisant ces deux ¢qua-
tions membre & membre :

VAZT L Bz 4+ Cal iy —zjm V= KA - B O i — gm0,

Prenons la dérivée logarithmique; il vient

B 2Ax -+ B {--1 - 1
dx - " — - i ——
2[A$"*+-Bx—i«(4}; xTX xr— 1 |
1t i 2 A"t +— B ‘ I~ } m—1
=X . ST S i
|2 (A7 - Br—Cy "t 1 |

Remplagons dx et di par des quantités proportionnelles tirées de
I’équation (5) et élevons au carré; il vient finalement

{(2A2 + B)a(x —1) +2{Aa? 4 Ba 4 C){(L—1)(a — 1) -+ 'me — 1}z ]}
- - (Az2+Bx - ()3 . -
2(2;\’1‘ +—B") (t—l)+9(A 2 4- B4 G0 — 1) 1)+ [/ —1}e ]2

(A.t.‘+-B'.+ Ly

————— .

| Sl cette re]atlon n est pas une 1d(,ntll(, on v01l que a sera 1é a ¢ par
- une equauon algébrique qui : sera au plus du sixiéme degré par rapport
4 chacune des variables.

- La relation (8) sera une identité si les deux membres sont nuls ou
S 115 se l‘edUIbBDL a des quantltes conslantes et egales.

~1° Pour que les deux membres de ] cquanon (8) soient identique-
:ment nuls, 11 faut etil sutﬁl, que

vAzE B xf""(lmx)m—' et \/mzﬁ'- Bz G el=t(1 - gim

| se redument a des constantes' Azt + Bz + C = o0 ne devra admettre
o aulre I'a(,me quc 0 et 1, et, de memc, A 0* + B't 4- C'= o. Toules les
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combinaisons possibles sont résumées dans le Tubleau ci-dessous :

1% cas, 7" ras, 30 eas, 4 cas. 5% eas, fi* cas,
A ~{—- B i 0, A — \ s § 0 ,»} i ‘:, ;\ === 0y, B 1),
C=o, {C=o, B (=0, B—oa2A-o0, B —o, Lo,

[:7:: m = ;, [ == ;, mozor, {1 s ==z «_1;, {==1 y =20, [ = n1 = . e O, m=—I,

A=, A==, TN N poe=, yve=ha, o A =1,
po== ), y = =k 4, v =kl L=y, o h=ky, ure ey,

On a inserit au-deqsous les conditions correspondantes que doivent
remplir les éléments a, 3, 73 ), ., v désignent respectivement les quan-
Utés 1—v, y—a—_3, ﬁwa.

b—=t—y, p=my-—a—03, v=>75—o.

On aura pour'A’, B, €, ', m" des conditions identiques. Dans cha-
cun de ces cas, les équations (5) et (7) se réduisent & une seule et 'on
peut faire une infinité de changements de variahle qui n’alterent pas
la forme de qumtmn (2). Par e\emple, siona A+ B=o, C=o0,
l=m =3, il suffira de prendre pour x une intégrale de lune des
équations (lifferentlclles sm\antes ou Kest arbllralre :

dx Kd’t . rfz' Kde r/r | K.dt'

e T - - - — =

V (l—“.,l,) _ V([i-—-—l! \/TII--—-.Z') {11Vt V'L l—x, t\/r-—t
(/x de de ml{(/t | ([x‘ __“ Kdt |
v/x.r, __:"";) T it__. ; L :.\!_xi;‘_“_ &} l—t | V.J;{T:x_) = {.}

ll est aise de s’ assnre{ que, dans tOlIS ces cas, I’ mtegrale genbrale de
P equalmn (4); et par suite de lequatmn (_2), s’ exprlme au moyen de
fanctmns elememalres Je remarque d’abord qu’on peut ramener le

“deuxieme et Ie trmswme cas au premier en ch'mrreanl; x en

Oll

en —-2; de meme, le cmqmeme et le sixieme cas se ramenent au qua-

| )
memc pax Ie chan{gomcnt (JL xcn T".Z ou vn [ — 2. ll reste E von:,):-
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[

dérer les deux équations

cd2p i
w(i—2) 5 () AP =,
dx? = dx

d :p op
d.:c-: R i A ;[; -+ AP = o.

[intégrale générale de la premitre équation est, comme on V'a déji
vu,

. P - . .
arcesin - = VAaresinyz + Cs.
1

Quant i la seconde, I'intégrale générale est
| O P=Ca+Cox,

r désignanty/-~A. Comme cas particulier, si A était nul, Uintégrale
générale serait

2° Il peut arriver que les deux membres de I'équation (8) se ré-
‘duisent 2 des constantes; il faudra pour cela que Ax®+ Ba + C ad-
mette comme facteur double @ ou & — 1 oun se réduise A une constante.
On a inscrit ci-dessous toutes les combinaisons possibles :

Coafreass T o Cas‘ j ) 3¢ cas,

- c—~— B;“‘ZA:O’ b=,
. l::::o,_:g':j m=—o, :g'_l‘ié-_mﬁ:z,_

On tmuve pour o« By fl:es‘ mémes 'Cénditiéns ue dans les trois
| dcmlers cas examinés. - IR

| Supposons, par exemplc, A=C, B~—2A:r0 m=0; on pourra
* .fau'e l une quelconque des transformationb

§ — 1

o L | ' ¢ n

o x:;jK t” .2;‘._41&,(1‘-— t‘”- X *—I\,( ...m_) )
ou K etns ont arbltrmres On voit sans peine que Vintégrale générale
o de l equatlon (2 est encore de 1a forme | |

P C..x"-—%Cux’"' ; f : |
G. ‘  T L | R L)
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Ln résumeé, lorsque 1'équation (8) se réduit & une identilé, on peut
effectuer sur 'équation (2 une infinité de changements de variable qui
walterent pas Ia forme de cette équation, et on pourrait en déduire
une infinité de relations rentrant dans le type des formules de Kummer,
Mais il.est 2 remarquer que toutes ces relations auraient lieu entre des
fonclions qui s’expriment au moyen des fonctions élémentaires, expo-
nentielles, circulaires ou logarithmiques.

6. Jécarte donc ces cas particuliers et je suppose que I’équation (8)
ne se réduit pas & une identité; s’il existe une intégrale commune aux
deux équations (5) et (7),  sera une fonction algébrique de ¢ au plus
du sixieme degré par rapport 2 @ et a 2. Ce n’est donc que parmi les
fonctions algébriques que nous avons & chercher des fonctions qui
puissent servir 4 la transformation de 'équation (2). Nous détermine-
rons d’abord les transformations rationnelles; on démontrera plus loin
que toules les autres se ramenent a celles-13.

. R
SO][CU_'-*S'

nomes d’un degré au plus égal au sixieme, et1’'un au moins d’un degré
supérieur au premier. Parmi les valeurs de ¢ qui correspondent aux
valeurs o, 1, o0 attribuées a z, il y en aura au moins une qui sera.dif-
férente de o, 1, . Supposons, par exemple, que pour x=o0 on ait
t=o0, pour x =0t , ¢t==1. Alors R sera égal & Kz, S a K'(1—1z)’. Les
~ valeurs de ¢ qul wrmspondent 4 =1 sont les racines de leq_uation
K¢~ K'(1—t)=o. L'un au moins des nombres r, s élant supérieur
r umle, le premier membre de celle equatlon nese réduit pas & une con-
blante “d'ailleurs elle. n’admet comme racine nionii.llya, par conse-
“quent, des valeurs finies de z correspondant & =1 qui ne sontni o ni 1.
Je suppose donc quo pour =0, par exemple, Z prenne une valeur
finie ¢,, qui n’ ‘est ni zéro ni I'unité. Le point z =10 sera un point cri-
tique pour la valeur de ¢, qui devient égale & ¢,. En cffet, faisons décrire
A la variable 2 un petil lacet autour (l(, lougme (fig. 14); si ¢ était
une fonetion’ holomorphe de « dans le voisinage du point 2 = o, cetle
variable teviendrail i sa valeur initiale aprés avoir décrit un petit lacel
ﬁutour du point ¢,. On en conclurait comme plus haut que Vorigine
n ‘est. pas un poml u'mque pour I’équation différentielle (2).

une transformation rationnelle; R etS sont deux poly-
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[l faudra par conséquent que plusieurs valeurs de ¢ devienncnt égales
a £, pour x ==0; soit n leur nombre. On aura

S (¢) étant unc fonction rationnelle de ¢ qui n’est ni nulle ni intinie
pour ¢=¢,. Onaura de méme

(Z:r,

(& — t,)n~1
d[ i fl

J1(¢) jouissant des mémes propriélés que f(¢) relativement au point ¢,.
D’ailleurs, d’apres I’équation (5),

de _z(1—ax) VA2 + Bt U
dt — t{i—1) VAx2 +Bx 4+ C-

’

. 1 - .‘L" . r r .
Le quotient e est différent de zéro pour ¢=:¢,. Siaucun des

deux trindbmes A’e* +-B'¢+4-C', Ax®+Bax+ C n’est nul pour x =0,
t=1,, OD aura

(2) étant une fonction uniforme de ¢ dans le voisinage du point L el
différente de zéro pour ¢=¢,, ce qui cst evldemment absurde. Si
A2 —i—B’H— C’ etall; nul pourz =1, sans que C fiat nul, on aurait

dx]j'Ql S A ‘.dx | \
Gl wu =l

(¢ )ayant h meme mgmﬁcatmn que plus haut, ce qui est encore im-
p0551ble. . _ - |
Dol l’on conclut que :

| 8K, pour =0, ¢ prend une va[eur finie ¢, différente de zéro et de
Lunite, zf faudra gue le coefficient C soit nud.

7 Rebte a lrouver les valeurs que peut prendrt, le nombre entier n.
Plusxcu rs supp()sluons sont A emmmer : o -



~6 E. GOURSAT.

Premiére hypothese :
AG B+ C o, B,

(Jn aura

o
T Vx‘!’“) (6 — 1) %(l;

D’ailleurs
dx . .
s (L~ o)t fi (e,

dt

Il faudra done que

Deuxiéme hypothese :

At Bt + €50, B=o.

On aurait
| ‘éf:q;(z), d'ou n=r.

Donc cette b ypo[libs-e est & rejeter.

- Troisiéme h poz/zese
A%L+B:-+cu—m 2AL+ B S0, BSo.

Onaura |
oML
mr(zmz) (), dow - =n—i1, n=3

Quameme /zypothese
SN N1+Wﬁ+CLm_9Au+i <o, B=o.

On aura .

' ‘La transformauon elant supposee ratlonmlle cetle hypothcse

e "reJeter. S

est a
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~F
~.¥

Cinguieme hypothese :
AN B, 4+ C =0, 241, +B =0, BIo.

On aura
H
dit

d’ou 'on tire

Sixiéme hypothése :
A2 4B +C =0, 2A +B =0, B=o.

‘On aura
= (t—t) (), dou n—=.

Les seules valeurs admissibles pour le nombre entier 2 sont, par con-
séquent, 2, 3, 4. -
Oo obtiendra les valeurs correspondantes de / en remarquant que le
- dw
rapport 2 doit rester fini pour x =o0, t=1{,, ce gui exige que I’on
| xl . ’ 13

a.i:t'l =

| 8 On prouveralt de meme que si ¢ prend une valeur dlﬁPPBDLB de o,
1, pour x=1 ou pour x =, on.devra avoir A + B+ C =0 dans
e premxer cas et A—~o dans Ie second 11 suffit, pour le voir, de chan-

_' __ger en ) —x ou en —s En ecartant le cas smguher ol l'on aurait a la

~fois A=o0, B=0, C=o0, on voit que, sil’on attribue & « les valeurs 0,
r, o, il y aura au moins une de ces valeurs pour laquelle aucune des
valeurs de ¢ ne %era dl[ferente de o, 1, o . Nous supposerons que ¢’est
~pour la valeur z=—cc ; nous supposerons en oufre que, pour x =o,

- prend une v.n]eur finie ¢,, différente de o et de 1; on aura toujours

~ C=o.Il yauradeux cas a distinguer, suivant que parmi les valcurs de ¢
-y correspondant A =1 11 y ena, ou non, qu: ne solent pas o, 1,
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/

La transformation aura 'une des formes suivantes :

(('{ ) x s Reegr {:I — f}f,

;\[)] e L L,

el xRty s

Ld) x = R,

[ _ R

Ke) X == ] I —_ t'f
R.” I — tj.s'

) o WU,
Ru

(5] X = s

‘ Rn,

(A T

) R#

) CEVOIO

R désigne une fonetion entiere, au plus du troisieme degré, qui n’ad-
met aucun facteur double, et qui n’est nulle ni pour z =o, ni pour
t=1; n est un des nombres 2, 3, 4; r et ssont des nombres entiers
positifs.
~ On peut réduire ces transformations 3 un moindre nombre. Ainsi
I’on peut supprimer les formes (¢), ( f), (&), qui se ramenent aux formes
(8), (e), (g) par le changement de ¢ en 1 — . Prenons encore la trans-
formation (g) soit r’ le degré du numerateur ' . .
Sir <r, par le changement de ¢ en ?, %f se ch‘mo*e en ﬁ,” ou en
B" z"“"’ el l’on est ramené 2 la forme (b) ou ala forme (d_)_. Sir'>r, on

;‘[ Bn 1 n

cl t 1 ., C ro
| chanaera z en Lt se Lhanqe en oty et l’on est ramené i la

'l I:r" r{ _.,,._f\r

2 f'orme( ). Prenons de méme la forme (e ) soit 5" le derrrc du numéra-
o t pr’tr :
| -.leur Sl s’<s, chaweons t en i ; G=ip se chanbe en

ey \
| g:"ﬂr:iem PYer(r— )=,

Lt[ on re[ombe sur 1a forme (@) ou la forme (b). Si s’ >, on changera
I: ) Pflt! - '

i Py :
i (-5"7756 change Ien P -A-A(--«:-f-{?, et la !;“dnsf@;’matumi est ra-

'_'-:_fmenee ) ]a forme( )

3 en
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On peut donce se borner & considérer les quatre formes suivantes .

(@) SRR -
(] = Raer,
( d) iy f{”,
) R~
(i) SR
t ‘[ - t 'i'

9. Nous allons maintenant calculer cffectivement les coefficients
inconnus qui entrent dans ces transformations. Supposons d’abord que
pour @ == 1 aucune valeur de ¢ ne soit différente deo, 1, % . Si la trans-
formation a la forme (a), les valeurs de ¢ pour = 1 sont données par
Péquation

Il est clair que cette équation n’admet pour racine ni ¢= o, ni =1,
et que le premier membre ne se réduit pas 4 une constante. Prenons de
méme la-forme (b); 'équation R*# —1 = o ne devra admetire d’autre
racine que = 1. Donc on aura |

| Repr==1+ H{r— tj.

“Or le premier membre admet des facteurs multiples, tandis que le
second n’co admet pas; 'égalité est impossible.

Si Ion a la forme (d), lequatlon R*—1=10 ne devra admettre
:d aulr‘e I'acme que 0 et 1, ce qu1 e}uge que n smt eo*al a2 cf que R
- soit du premier degre. On lrouve sans peine qu 11 faut prendre
- ;R—- zt-—-— 1 _d ou I'esulte l transfornml;ion

B |
Pour que la forme () convienne, il faudra de méme que R”— (1 —~2)*
- se réduise & une constante H. L’équation R*— H == 0 ne devra admettre
- comme racines que ¢==0 et == 1. On retombe ainsi dans le cas pr(,cc—
d(,nt ce qm foulmt la lransformatlon |

L)
-

x =

21
,_t,m - a

€
it =)

~Pour que ces transformations puissent étre effectuées, il faut que

-

 Pon -ait, C=o0,1l=1 On (rouvera ci-aprés le Tableau des transfor-

| ffmatmns que lon eri d'edult par' le procede mdlque plus haut ainsi
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que des transformations inverses. On a mis & ¢oté les conditions que
doivent remplir les constantes A, B, €, £, m et les ¢léments o, 5,7
eux-mémes; %, @, v ont la méme signification que plus haut,

( ] RN § | s
I |

ar

t
2

A :’*:.H;:. . g

A-+B+C=o0, ‘
\

B —I— C: 0,

l+om=2,

Cop=TEw

R
-A:-ﬂC:‘:o_,é XI

- zl~+—m':2,

..

IX..

iL ..

VII..

VI, e ViRV

ix;\/?—\/tv—lv

2 2
X —==| - / ) 3

o — (12 “y
= -

S
qir-—1¢]

|

£\ 2 I
qJ s ’ §r sdlindl RN
B - .é‘) 1

Ait— ¢
X = *-‘F_ Yy
{2 — £}*

e LV
2

VI 1 et
[ PP e

2 V’t !

fy1—1¢

3 X =

Wi+ yi—1

2 ) V’t

it (i)
4yt
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Les transformations VI, IX, XI sont les inverses des transformations
rationnelles. Quant aux transformations VI, X, XII, on les obtient en
combinant, comme on U'a déja expliqué, les transformations T et 11. On
peut aussi les obtenir en combinant Il et IV ou Vet VI.

Le Tableau précédent renferme toutes les transformations signalées

par Kummer, dans le cas ol deux des trois éléments «, 3, 7 sont arbi-
traires.

10. Supposons maintenant que, pour x ==1, plusieurs des valeurs
de ¢ sotent différentes de o, 1, oo ; on aura a la fois

-

C=—=o0, A-+-B=o.

Exammom quelles %ont les formes de la transformation qui peuvent
convenir.

Soif

x —= R~ t?‘{f — 1",
Les valeurs de ¢ pour x =1 sont données par 'équation
R~ [”[’I — t)-‘ —1 = o.

Cette équation n’admettant comme racine ni o ni 1, il faudra que I'on
ait - | | |
o Rntl"(r,__._,'t)zf::.:l _}_L”r.

) est 1 une fonctlon entlere de méme nature. que Rinetn qont un des
- nombre% 2, 3, 4, r ets sont des entiers positifs. Remarquons, en outre,
_f.que chacun des membre‘; de cette égalité doit étre d'un degré infé-

~rieur’ ou, au plu%, égal au sixieme, et que 1'on ne peut supposer
5 '_n--*n == 2, .car on-devrait avoir en méme temps /=m =1 et I'on re-
. ”tumberazt sur uncas partlcuher examme _ -

. Ces dlstmctlons ‘bien établies, nous allons démontrer que lemhtv
precedente est 1mpoq31ble. On voit d’abord que S ne pourra étre du
_premier degré, car alorsle second membre n admoltralt pas de facteur
“multiple, le premler en admettant. Supposons

S— al? - bt e, no=n;
L sera egal A 3 ou a a, ot Ie premwr momhro sera (I un clen'rr- qnpermur
o : fG:. o ) E o o ! : ' o : R
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au quatrieme. Soit
Sz af? - Ot - ¢, n'=3;

les deux membres seront du sixieme degré; le second membre admet
au plus un facteur multiple d’un ordfe de multiplicité égal a 2. Il ne
peut en étre de méme du premier membre, car, si R est du premier de-
gré, n égal & 2, 'un au moins des nombres entiers r, s sera supérieur
alunité.
Supposons enfin
S=atd4- b2 +~ct +d, n'==2;

n sera égal & 3 ou 4 4, et le premier membre admettra soit un facteur
quadruple, soit un facteur triple et un facteur double. Le second
membre ne peut admettre de facteur quadruple; il ne peut pas non
plus admettre un facteur double et un facteur triple. Le facteur double
devrait étre ¢ ou £ —r; supposons que ce soit ¢:1l faudra que I'on ait
c =0, d=1, mais alors l’équation

a3+ b2+ 2—=o

n’admet pas de racine trlple.

Examinons de méme la forme (d). Pour que cette forme convienne il
faudra que Pon ait
| - Rre— x::.Sﬂ’tr.(r—- £)s.

. n’lﬂﬂ

Cest une egahte 1denttque & la préeédente, sauf qu’ici r et s peuvent
étre nuls. On verra d’abord que R ne peut-étre du premier degre Si
R est du second degré etn égala 2, on devra prendre, pour 7/, 3 ou 4,
et le second membre admettra un facteur triple ou quadruple, alors
que le premier n’en admet pas. Le reste de la discussion s'achéve
comme tout i I’heure, et I'on demonlre que l’egahte precedente est
1mp0551b|e. | o -
Pour que la forme () convienne, il faudra que Pon ait

R =87 (1 ¢,
$ pouVant'étre nul. -Si s est nul, on retombe dans le cas précédent.

Supposons doner et 5 dlf’ferents de zéro. Les fonctions R et S seront au
plus du seeond d%r s comme l un des nombrec‘, n, n' doit etre supé-
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rieur @ 2, il faudra que 'une au moins soit du premier degré. Soil
R == at - b;
je dis que R"¢ — 1 ne peut présenter qu’un facteur multiple, qui est un
facteur double. En effet, tout facteur multiple devra diviser la dérivée,

¢ est-a-dire
Re=t¢r—1Tnat - r{at + bl

La seule racine dg la dérivée qui convienne est ¢videmment donnée
par I equatlon du premler degré

nat + rial -i-b) = o.
D’ailleurs, cette racine n’annule pas la dérivée seconde
n(n-—1)att+ 2nrat{at + b) -+ r{r —1){atl 4+ b)*= o.

De la premiere on tire |
al ot + b

——

— b

r — Il
“et, en portant dans la seconde équation, le résultat est
— nr(r-+n),

;tOUJours dlﬂ"erent de zéro, puisque r et n sont des entiers po%itifs.
S”(1—¢) ne pourra done admettre qu'un facteur double; or, si n'= 2,
inoest bUPBI‘lGUl’ a2, le premier membre est au moins du quatrieme de-
- gré. Done S devra élre du second degre ou s supérieur a I'unité; dans
| les'deux cas, Te second membre admet plus d’un factem- multiple

La seule forme qm pmsse convemr est donc la forme (7},

. .
Rn-

-~ Les valeurs de t pour =1 ne pourront étre nt o ni 1 elles devront
toutes étre racines multlples de Péquation

.P(” — l"(l — _L')‘.:

~au méme degré de multiplicité.
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On est alors amené a résoudre le probleme suivant :
Trouver deux /bnctiorw enticres Ret S et deux nombres entiers n, n’

de telle sorte que l ’e’quaa'on_
n o__ Su" et ¢

r’admette que les deux racines t—=o, t=1, R, S, n, n' étant soumis
aux restrictions déja indiquées.

On ne peut supposer n==n'==2, pour la raison qu'on a vue plus
haut. Onne peut pas non plus supposer n = n'=14, car I'équation
Rt — S'=0

admet toujours plus de deux racines distinctes. Les seules hypotheses
adnnssibles sont les suivantes, en supposant n<n’ :

n=3," ‘n=—2, n==2, n =3,
n==3, n'=4, n'==3, n'—=4.
Soit o
n:=n'= 3.
L’équation R?® — S® = o0 équivaut aux trois équations
| 11;45," {“_Js Ra=j28.

, Le premler membre de lune df,lleb devra se redune A une con-
btante, etles deux autres devront admettre chacune une racine d:stmcte,

“ce qui exige qu elles soient du premu,r degre.
Soxenl; o -

o .:i::B:tui_-u: Szt-’r-(f,
Al faudra que Ponait -
= chu=j,
On a en effet I'identité

(‘“‘“J) “"*k‘"*"/ )"*‘"U(J——l) (1=12},
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et 'on en dédult la transformation

On trouvera ci-dessous les transformations qui se raménent a celle-la;
J désigne une quelconque des racines cubiques imaginaires de l'unite :

‘' A-+-B=—o, Cxxo, |
k ' "/f*.'_* ’.“.-'i
XMI........... N S R 3,
' 3y(y—rjt{t—1¢
D Az il u.::i;
\ A ?‘"_-“"0, C:‘:O, (
i, "~:3
X1y ..., ... e ! {==m s B P A —---——~_~"—J\—‘ .
( — ’ (£+y2)°
N d=odng, vamdny,
\A:::(), B-+C=o, | .
. XV?-.ni-.---'anao.; l::’}l:";;’ x: 3'](‘](-_ I‘it-{.z—'_f}'
_ e L4
_ lf*:i%: vz g S
- Transformations inverses.
A=C=---B, Iz ‘/t_,\/{_:__; . Yi—1— Vit AV
N e 3 e : ? e
: lﬂ:m:%’ \/t—--l-—-\/t o d/t—— .'{f——- . 4
3 | - J2V yi—1 1 — !
XVL = | , » —— —
'3...._—__.;}., | _ l-——\/t .x'***‘] \/imt—[ .:(:‘ I—*:/(-—-ﬂ-f
:i\ | )\_”*i“v.é_; ]"Vz— S T ey O T Py

e =g
ll $ agxt de determlner deux polynomes R et S tels que
| RS -t He(i— 1),

| la constante Hetant mtmdmte pour fauhter leb t,alculs Cetle 1dentlte'

" peutsecrlre o
St T Ros RS = Her(r— o)

On en_ dé.duira | - |
o R—S=Hw, RSl

= En effet 135 d{,ux equa[mns R S2 0, R+S$*==0 ne p(,uvent avoir
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d’autre racine que o et 1; d’ailleurs, ces équations ne doivent pas ad-
mettre de racines communes, car une racine commune annulerait R et
S. L’une des équations n’admettra donc que la racine ¢== o et 'autre
la racine ¢==1, a moins que le premier membre de 'une d’elles ne se
réduise & une constante, circonstance que 'on examinera plus loin.
S est forcément du premier degré, mais R peut étre du premier, du
deuxieme ou du troisieme degré. Supposons R du premier degré,

R=-at+ b, S=mi-n, |
R—82=—m2e2--(a —2mn)t + b — n?,
R-+82= m2t2+(a-+2mn)t+ b n2
Comme on peut toujours supposer z =1, on devrait avoir i la fois
b= I, a=am, m?-+a 4-2m +2:=0, 2m*--a-+2m-=o,
ce qui est impossible.
Prenons R du second degré :
R=—aiz+ bt+c.
'Si aucun des trindomes R — 82, R+-S? ne se réduit au premier degré, on
devra avoir
. c:_‘:ll.,_ b==2m, a-+m2+4m-+2=0, 2a-+2m?- 4m=—o0;

on;-en' ﬁre; - ) |

$ i_..:.m_:*-;-f—r:
S seralt egal a 1—t.
. Supposons queB S se redmse au premler degre nlfaudra que l'onait

3

c:l, a:m'-, 2m9—;— 2m+ 2. + b “0, 4m’~+— b + 2mH0,
on en tire s_ucéessi‘v:enlent |
T m:‘[,b:——-ﬁ, a:l,.
- d’ous Pidentité: - - 5
oy _;-.(_ 6t—l— 1)2— (t+ ) '.—~16t(1——t)
Sl R elalt du troisizme degre, il faudrait que l'on ait

o - R .(mt+ n) 8B, R+(_mt+n)2:{1—— )3
"_gd ou l’on llre RO R | |
o ) =a(men,
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égalité impossible, car les deux racines de 1’éqguation (1 —¢)" — " =0
sont distinetes.

Si 'une des fonctions R — 8%, R-+-S? se réduit & une constante, R
sera forcément du second degré. Soit

Beeem224+o2ml+c¢, S==mt-+,

RA4-82==aom2{2-4-4mt +¢ -+ 1.

1 faudra quel’on ait

d’olr V'identité |
| (4[2——41'T—_—;I)ﬂ-—w(zl’_—!)ézlﬁt{lfw—t),

que I'on pourrait déduire de I'identité précédente en changeant ¢ en
4 . _ .
f—1 e :
On trouvera ci-dessous le Tableau des transformations correspon-
dantes: '

A+4-B=o, C=o,

=4, m= (26t g —42 (14t 4120
XV""? — VP T T Seehi—g T Tl =
A=k3, p=tg
SA+B::0, C:to,) o
: ' ‘ ' { _— it . — 14
e h +{-—- ; _:4' sx 1061 —1)2 16421 — 1) —16¢{1— ¢
:“7’—’[}':“:- : o
C(Amelma ) e e
ww Ji=4 m=3 [ _ (2-6t41)2 (2+4I—4)" P44t — 4 £2)
e T Tt S o) L CEt) (26-71)
‘ A::‘),.C:U’:'. 8
) le=me=2, [ (-2 (2 — ) (=t
o ix T ;_. R == T (2+41—4)* he—fe)
=w Ve ]
| I=4, m=4 \, 16tr—2 108 —1¢ 16t t)
AR et BN e (=) N TR ) Cri
et oyt ) o |
2oy Vr=toye | -
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— 161 — {7 — 168201 — ¢

By il — y AT z=

i —_ \ {2 —0L-+1 ) u - R
7 R e 5
Transformations inverses.
A :a B QA’ ‘j‘f7-~--—~(32 -—!——I” \I-{—.I}?
[y o o~ | —— —— T [’ e e ——— T {,
| ‘ Sy My, ' USRS P {1 — ¥
XXHI — , -
y QR (A ‘ ’J.__m.__{,j_:.f;f__);____;_ﬂ —y ! :x LT w‘?]‘ — ¢,
\ Ty T e - b - i {1+t |
(C=4 A, B= --4A,\ x? G — 42 (2 — x)
| = mest, )w e 7l e h
XXIV. - — o ‘ / ‘
é - g (2 —2)" __ rﬁxﬁ(lw—x‘}mt
— =g oy = . T b
L2 “ ,{ "*'4‘7"'“‘4} S e
A= 4C, B-_,--4L,‘ (142 — 422 (22 — 1}
‘ =4, m==3, ) ibx(1— &) =5 mrfixfl;x\:l’
XXV.. — : v L
{ N ‘ (22 ~— 1) _ —ulﬁx{l—x}:t
A :{(1+4x-~4x2}2 L2 "
- 13. Soit
n“—.,‘?., n’: 3.

I] faut determmer R et S de telle sorte que 1'on a;t
| 11' S*——Htr(x_—t)f |

B peut etre du prermer, du deux1eme ou du trmswme

16¢{1 — ¢)

TENTESEE

fx?— 612

Ve

— 162 (1 — z)?

(22— O& - 12

(x2+4x —4)?

T i
{2~}

— 1622y — x

(*+ 4z — §)

(1-- fr— 422

{23:-#—1)"

16x(1r — x)

(1 +4x —4x2)?

dé@ré' S peut

jjetre du premler ou’ du deux1eme degre ce qm fait en tout six cas a

; 'GX aminer.

Premzer cas — Supposons R et S du premxer degré,

R df P—-b,_.S:;:mt—g-.n’

le polvnomp R* — S" sera du troisizme degre- il 'u]mettra un facteur
double et un f‘wteur ﬂmple Soit 2 ]e f'a('teur double; 1[ faudra que

" l on alt

;bg = 'n-f%?,' - *':mb = 3mng,

-_(a -+ b)ﬁ:(m - n i,

ol R
o

—
=
2

i
==t A
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+

On peut toujours prendre b =1, n=:1. On aura alors

Im
@ == -
2
et par suite
sm 1,\" HL -1
2 ! ) — ]

On en tire

d’otr 'identité

Deuxiéme cas. — Supposons R du deuxieme degré, S du premier
degré : |
R=—at24 bt 4-¢, 8-=mi- n.
Le polynéme R%-— S® sera du quatritme degré; il ne peut admettre
deux facteurs doubles. Si I'on avait

R?2 —83=H/1(1 — )2,
on en conclurait
| S§3=—=R2— He2(1— )2,
Or l’éql_jati_qn R2—H (1 — )2 = o se dédouble en deux équations au
- plus du deuxieme degré, |
SRR . R==yH (1 —1¢),
et par conséquent ne peut admettre de racine triple; $* — R* aura donc
~un facteur triple et un facteur simple. |
e _Sfoit ¢ le facteur triple, on aura les conditions

¢?=n3, 2bc=3mn?, b*+ 2ac=3m2n, (a-b-+¢)*=(m-+n).

‘Prenonsn=1, c==1; on en tire

: 3 e ' 3
5o 5m, . 3m : gmt om* _ .
; s i 3
. 2 8 64 8

par conséquent

G SR \ - 12
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d’otr résulte Uidentité
(8¢2-- 36t 27 2 =183 bf 1~ ¢,
Troistéme cas. - Soient Rdu troisieme degré et S du premier degré :
Rovats--bt2ct -+ d, S=—ml-i-n

R*—8® adinettra un facteur quadruple et un facteur double, ou deux
facteurs triples, ou un facteur quintuple et un facteur simple.

On ne peut avoir R* — S* = ¢*(1 — ¢}, car on en tirerait

83-—=R2--¢ (Im g} |

Pour que équation R? — ¢4 (1 - t?==0 admett& seulement une racine
triple, il faudra que l'on ait

'[{::1: 13(1 -—- ¢+ H;
mais alors 'équation R-~#*(1 —¢) = o devient 222(1 —¢)4+H =0 et
n’admet jamais une racine triple.
On ne peut pas avoir non plus R*—S*=H#(1 —¢)*, car on en tirerait

R2=- 5% + He (1 — &)3,

et le second membype n’admet dans aucun eas trois facteurs doubles.
I reste & examiner si 'on peat avoir

-4-S3'"_"-"Ht5(1-—l].
Pren()ﬁsé 1, d_ 1, i faudra qup 1 on ait
2(: 3m; Y LS 4b_6m- 2be +2a~m3- b2 - 2ac = o,
-._(a+b+c—{-—1)2——(m+ )3
5 dn Ien t:ré SUCCBbSIVBlﬂEHt |

o 3m 3m2 | ms
-C-—-—---—W~-s _I)m—wu-—: @ == — -—+»
- : - 10

) - 8
et en porlant ddns la quatrleme l’el‘lthD on arrive a la condition

m& Bm‘ R )
q —_— :0,‘dou n = o,

64 16

. Cette h'ypo_it'hése'esti done a rejeter.
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Quatriéme cas. — Supposons R du premier degré et S du deuxieme
degré,

R-==zal-+0, S=—=mt2+n- p.
R?-—S? ne pourra admettre deux facteurs triples. Si on avait

R2-— 83— g3 f:f = 1123,

4

on en deduirait
R2 =983 ;. [3{1 — ;}3;

or le second membre admet évidemment plus d’un facteur distinet.
St ’on avait
S3=R2— t*{1— )2,

chacune des deux équations R = == ¢*(1 — ¢) devrait admettre une racine

triple. On augrait
R — e2(1 — t}—={ut -+ v)3,

RA-2(r—t)={ust + v, )3,

Donce
aR = (wl 0P34 (gt 4 04)%

‘R étant du premier degré, I'égalité est impossible.
Si 'on avait
S§2— R3==H15(1 — ),
on trouve comme condition
|  n=o ab=o.
| 'lJ"hyp'othéséj n'e. donne encore rien.

- Cinquigme cas. — R et S sont du deuxitme degré.
On démontre, comme pour les cas précédents, que cette hypothese
est i rejeter. | D - |

Siwiéme cas. ~ R est du troisieme degré et S du deuxieme degré :

R—=at?+ b2+ ct+d, 8 :_ mi? < nt - p.

R?—S® pourra étre d'un degré inférieur au sixieme. On raméne par
des transformations faciles le second membre de P'identité
]{2——— S8 — H i_"(l — £)¢
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4 avoir Pune des formes suivantes :

He, We, He, He2is— )2, Helo-—-12), Hilo—1).

Sil'on avait, par exemple,

R S H 2 {1 — ¢},
I . pe 1 .
en changeant ¢ en - et en multipliant par %, on en déduit

t— 8} =--He({1—1t).
Si Pon avait -
R_2 — 83— H £+,
on en conclurait que 1’équation 8°--H#® a trols racines doubles, ce
qui est impossible. |
Supposons que I'on ait
R? — 89 == H 2
on en déduira
R R2 — H 2= 89,

Il faudrait donc que 'on et

Done

o HE= (0P — (it oo,

. .cc qui est inadmissible.
- osilPona S
R R R S R2—-S3 =W —t)2,

“on devraavoir de méme
R-- \/Hl(l — t‘, =ut +vi3,
SR : R::-—— \r’ﬁt('rm!}:.%:;{z.t.t%‘r'u,}“, "
et par suite o - o .
o (utwep—(ut e PP =mayH e — €,
Nous avons vu plus haut qu’il fallait prendre pour cela

o ‘m‘ -i.:—'v' :::;ft_:%-%% /s . zi. R A= —’r"j:!;
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on en tire

R U o M E=R R AR A SR O
d’olt Videntité
(243362 — 3t +2)2 — 42—t +1)3=

Si Pon voulait avoir
R? — 83 =—=H1i2(i-- £},

12

— 2t — )2,

on auralt en Supposant d=: p==1, les conditions suivantes :

mazag’ 3m2n:2ab, 3m2 . 3”112’2::: b2

(im—iwn—!—r}%—_:(a—i-f)-«;— ¢ -+

on en tire_ successivement

+—2aqe, 3n—-2¢
b ¥

b

1)?;

a=m\m, b:3ﬁng = 3:9

et, en portant dans la“troisieme, on a

| m{2ym —2)*=o.

Si l’on:prénd n=2ym, on aura

i a::—-m\/_ b ~~3m (,::3 \/:E,
:et l’on est conduu, al 1dent1te

(mt2 + 2 \/mt +: ) — \/mti » 3mt2.+ 3 \/ml 1) o,
'Cette hypothese ne fourmt do.nc aucune transformatlon.

Supposons que l’on ait B
CR2— S8 = H (1 — 1),
les conditions sont alors

mb==a?, 3min=1n2ab, 3m2--3mn?:=0b2-|-2ac,

6mn -+ nd% = 2a -+ 2bc¢,

3m--3n25-3n=—¢2-4-2b412¢;
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on en tire successivement

— 3 6mn -+ nd—amyVym
a=mym, b= nv’m C == o \/m.

3n \-’;2

Portons ces valeurs dans la troisieme équation; elle devient
nt—ramn +16mym—o,

ou, en posant n = - u\m,

'u3—-—12u—i—16::(u +4){u—2)2=o0,

On aura donc s0it 7 = 2 ym, soit n=— 4 ym. Si 'on prend n== 2 Vm,
on aboutira 4 la méme identité que tout & I'heure.
 Prenons n=— 4\m; on en déduit

— 5
a-—mym, b:::——.ﬁm, c:{?\/m,

et, en portant ces valeurs dans la derniere équation, on aboutit i Ia
relation ym =4, d’oit 'on tire ~

m=16, n=-—16, a=—=64, b=-—gb, c=23o,
ce qui; conduit & .l’identité
(64:3-—96t2+ 3ot+ ) | (16:2 16t+ ) ——§:§8t(: — &),
- Sl l’dn voﬁlalt avmr R2 83 Ht leé condltlons Sen'alent

o ;azr_'f n{z-’*,; ;_ 3m2n:2ab, ] 3m__22+ 3mn2:b2_+ 2ae,

Gimi '-+?n3ﬁ 24 +-2bc,‘ cf‘-’--{- zb;: 3m + 3n2.

B -‘Des premleres on txve, comme plus haut

--_u;--4\/m,_amm\/“ b_*—Gm, c:.lg\/m:

t en portant dans la dermere on trouve m == o.

~ On trouvera ci- apreés le Tableau des transformatmns que P'on déduit
| _des 1denl1tos precedentes s | |
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A+B“:::O, C::O, l:::-.‘;—, m:.::-:.-;, h—=tL p.:;::?'_“_f;.

t ol -8 1 gl (g— 8¢z
\ xX = { ) ) N > T oo ____.(..___.__..9_.. R ’ T o= .\__9__-_;_____._._ '{"—_" 5

XXV, Ariheed —27l ot Ny
( (1 -+ 8621 — 1) gt (183 (y— 1)
X I e ey x o o -

———— ....4_.. b . r __..I .“, R :;
274 S RS SR —— 27 t*

(8¢2--36¢ + 2732 (842 - 20 — 112 (8- 360+ 2712
- e o S — ax = g .
XXVII — G4t (e —1) 04— L) ] 64{1 — ¢
s s a4
( . (2782 —18¢—1)2 (€20 18f - on )2 {220t — 82

)
I

x o

64 ¢ ’ ' AL ’

XXVII .. g (2038=30-0)
~ 29 131 — £)?

3

 (643— B2 30t+1)2 _ (3+3082—abt -+ 642 v (13 - 3342--334--1]2
: , 2

XXIX.... z= _ r — _
— 108¢{1—¢) ’ 10844 (v — ¢} 1O [1 — £)*

A+B==0, C=o, (=%, m=—1}, =t il PR L

Be—dr - Bt (3
— 2n 21—t} T ont(1— )% = 27(1 -~ 1]

At — 1)3 . 13 I A
. (4t LL, x:(4 t) (£ 3)

(x:" 27¢ Y | 27(1— )%’

g (Bt—g)t (8t (8 o1)

DR S R T V2

XXXL.. .. |

I

3 XXXII a;.':f-§4_(.gf2‘——; -;érix)s-;f
¥ K Ul S L

(22— 16¢ ~-16)3 gl 2y

| ('161_2%-16{—?—?51)3' )
. | . : 2 —
— o881 -t ’

— 108 {1 — t}"*'

)

. L N ) . _ .;
A:O, _(_A:...T..:O,- l::'“ m-=2, )“_:i;’ V?—-“It—é—

B (gtH8)2, L (1—gt)? | r = (q_:ﬂll__t

]

XXX1V . . | (3 T (BT T (fr—3w
S (-'-,:__'_:-‘(t,e—*g)zt B k) il L] (82— 1)
B U 3 Vi) L D Py S E R



(81230102
g A .

| (g — 8¢)°
( 7 = (9_-;32._,.. 187 .- ,“‘z

DR

XXXVI.. x=:

(208 — 32— 3¢t 422

AYEEy R

(6413 — 612430 ¢ —+1)2

(Y]

XXXVII. e

| (I().tg——~ lﬁf—}*;J:}

A:.:'.O, C:o’

— (3t —4)3
:91'__8)2

(9—8¢)?

o {r—gtpf{r—1t)
{2t — 187 — )2

(81361 — 27)2”
?

42—t +1)8

- (266 3P 31+ 2 )2’
(1642 — 162 - 1)?

f~m2715(r——z)
(3L—4)
'27;’"

' (4¢**1)

, .

64t
(9¢ —1)*(1—1¢)’
._ 27 tz(! - t)

fler—t+1)’

(64;.5 gbtz—'"dOt—r-— J.) X =

A::‘O) B+C“_‘0, .[:::“ ﬂl

'108t('i' —1) .
¥

(I(’)tz——-lbt—-i— ). o

E. GOURSAT.

(7302~ ol 1+ 64)?

= t*-———l()t—b](,n.i
=%, m:-=4, 3 — -+
(3t 1)
(1—g¢)?

(12 —16¢-:-16

¥

lni—

{3t

- 32722

(4— ¢’
- 6he(i—eys
(Be+1p’
64 13

T {t—gpti—e)

Uﬁ+50t~—9617444’ T =

p=cty

—10884 (1 — )

T {2 — 168163’

(8 - 361 -+ 2ny2)?
N Al : R
{9t — 8)%¢

(et 20t - §)2

T i : ,

({8 )3

(68 -33¢2-33¢ -

_(4e—3)p
=19 -"81)¢¢
(4
— : :

(1-+~14¢--12)3

(3ﬂ~33t2-—33z4_.P'

: —_ t
V——-—i-ﬁ',

_ (=1
5= Gy

_ 21—
(£ 3)3

64(1—*1!‘)

X = TG Y

T (8—9gt)*t
_ —64{r—1)3

(8-+¢)3¢

—1082(1 — ¢)*
(1 -i- 14; -+ ;2)3'
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5,97

A=o0, B4+C=o0, [= 0, MLz i T ol

‘ — 2n {3~ [ — 2t — 271 — {
g s e AT e T T e
(gt —82 7 =gt g — 81,24

2~/ e —

=
;
|
&=
i

Lo - - : oS N S .
( (l—+~8t}2§1mt;’ - g%t = 8t o

— 043 (x—¢) =04t — )3

64(1— ¢

XLVII. .. (x:” (B£2—36t+27)2" 7 Bl a0l — 12
641 6400

E

— 364 + 27122
6:@(1 — Z'}"

X o= — - § il N S
(_ 5\275'-’-—|8£--—1}'~" {"t2-+—:8t-—'.27}2,

L ' _w_-zr-t:!{’ — ]2
XLVIN... z=_ 2700 —0F
(243 — 38— 31 + 22

Y A

L% — 2.0 — 8}'—'-’

108¢(1 — (14

—_— (1 e ' iy 7%
XLIX . oz — 1o8¢{1— ¢, 108441 — ¢

e : ; v A== p ; : ;
(6423 —gbe24-30( -1 2 {l’“-—i-50t‘-’-96t+bij'-” A2?

Transformationss inverses.

N =% m=4 gz —8)* __, _Bz—4p
: — — 27231 — x) T —oyaxti—z)
L....... ol Y 1 ! | e ‘
N Pt L (4 —3x)3 _, 2@t — =) _,
N B (gr—8E =" Tz—gp "
2 ) :
30, -::"-__BC, Y L S o _ ..
P . : [ ——': z, ”1:-_—"3‘;2;,; . (l—_c).%')- oy, (31'—1- ljsm 1,
i xg = —27x(1l—x'? 271 — x)*
'I.l].'.--.‘ -.t{ ‘J:::L_‘% r . . ' o ¥ o
. 2 _ (3 4-1)3 anx{1—x)*
o o s S -,————-——:;;:t, . 3 =,
;}L:::igl'- : T .Ll—gx;- _ (5.17»{——!}
. o : 3 o
I=14 m=3 (9g—8z)2x __ {3 —fx3 _
{ I | [ R
- — ‘ 27{1— x) 27 (1~ )
Lir...... 4 3 et , , ‘
- ' —"—’—-_‘3; (41‘—3)2 { 2'](1—.2?) _.;r
L, lo—Bepz " TB—fgzp "
2. ' : ; :

— 331233 11)%




S. g8

£ oo, Be= 3 A,
[~ ' n
1 B I _Jr__ '
M
Yo ot e
2
Cz==4 A, B+5A=0,
{ = —;, m== 4,

LIV ...

LVE..

LvnL.)

Ly

I‘X . P
=

.
|

|

. GOURSAT.

TG -r

-‘,, )—'\l — 'Li

L -+ § i
.Z'""()’, .T

—"'?;’]JU:')'

(§— 1

7+ 87 (1—2)

f— ]

{1+ 8x)%
27
(1—~4x‘=3
(1+8x)2 (1 — x|

(822 — 362 + 27)?

— 6423 (1 — x)

(Ba2— 3bx + 27)?

(81‘241—- 202 —1)2

J— b4x“ _=xli B

(8.:?:‘—4—1\q

o (8.2:‘ 202 -~ 1)*

.(f8:-—: 362 + 2 7 22

bq(l—xj
(gx—S)’x

'{8 — dbx—l— 25X }-‘

(8+ 2?).2:44 .&:‘-’P
6 —z)
(B2

B0 — 2

=1,

=)
64(1 — =)

(8 —gxj3x "~
(8 + x) —t

(z -+ 81—z Iy
(5§ —x)? 7
——ar

L =,

Py
g — 4y
27 x

{I+8x}2i1—x}

(82 — 36x + 2712

lg—8z) -
— 6423 (1 — x) iy
(Ba? =362 +27)2 "’
(822 + 207 —1)2 .
(Bx =+ 1)? _
— 6421 —x)3 ——t.
{8224 202 —1)2 "
(8§ — 362 + 27x2)? ;
- {gx — 83z 0
641—r)
(8 —36x - 2qx2)2 "7’
\8—%—20:1:'—.1:' J2 .
(8422 ’
641 — x)?

. == {
(8 + 202 — 222"
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A=g(, B+10C=o0,
5 2
(=7, m=1,

LX.../ i

{J':‘:i'n

R

Q-

L=gA4, B—+—10fi..,_o,“

LXI..

| A+ B=o0, A=16C,

[ = m = i

LXII.

=k =k

b

p=

-D\i‘i‘.

5 |
B—i—c—_o (':If)A

i

c’_‘l o

l.__',, m==

A ,

'""l

ilu.:

ok

2?18z - 12
b4z
(1h—qgx)ifi— 2!
{9722 — 18x — 12

el 4

‘xte 18z — 2t iy
b4 x3 -

{9—xzPlr—=z)
~ ==,

(22 +18x — 27)2

23— 327 —=3a + 212

2

—a27x?(1—x}?
4lae?— 2 +113

==,

(1-+ 142 +2%)3

ETC. S. 99

Ga—1i—x) Lot —

B -

5w ' i Tgxili

" A

6fx Oz
- e : 5 ; 2
gz —1* 1 —x, 2na? — 18— 2

(x — g} {1—x)

LA 18x - an P

64x3

xi!

Ry T

xmmhma}

hia?—zx+1®

la? 182 — 2

(pad—3at—3x+27%

2;']‘2:"{1-“—.2’-'}

anx21— x;?

PE—

Mat—x 418

—25xt— a2

{23 —332°— 33z +1)2

(2.x’J 3ai—3 x4 2)* flzt—x+13 7 2at—3x—3x o)
(6423 — 622 + oz 4112 (1622 — 162 + 117
- : e [, - - __,f,
—108x{1—x) 108z {1 — x|
[()4.1:5——-(,)6.2: + 3ox +1)2 . oz — 162 113 .,
(1622 — 16z +1)3 7 (64a3—gbx+3ox 1)
108y — x) _ —108x 1 — x| _,
(1622— 162 +-1)* — ' (6423 —gbx2+30x + 1> T
fo+3o¢mmq6¢;+64p_mt {xi_;6x4_wnam_{
: 108z (r—x) 7 —1o8x (1—x)
(23 + 303;'——-963: 4 64 —y (2 — 162 +16}2 .
\x*’-—16x—i—16) 7 {ad+3ox —gbx + 642
| :—-—r08x4(1--x} — 108x4 (1 — x) .
(xt—16x +16) T 7 (2% 3oxr—gbx +064): T
(2% — 3322 — 33 x4 2 , (- je 22 ;
108z (1 —x)+ P —108x(1—x)
rrm_Bst—gax;gﬁﬂ;_r (1 414z -+ 22} _,
(14 142 + 22 ’ (z3— 3322 — 332 +1)2
~—-_1'08;z:(|'—'-'~.2:)-" - ' 1082 {1 — 2t
- = I, =1,

- - %2
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14. On a encore 3 examiner U'hypothese de rn =3, »'= 4. On dé-
montre sans peine que, sous les restrictions énoncées, il est impossible
d’avoir une identité telle que

Ré e St Htr (1 — £ 55

il n’existe donce pas d’autres transformations rationnelles que celles qui
viennent d’étre déterminées.

15. En combinant entre elles les transformations rationnelles que
Pon peut effectuer pour les mémes valeurs de A, B, C, [, m, on obtient
de nouvelles transformations algébriques, mais non rationnelles; il
reste 2 démontrer qu'on les obtient toutes de cetle maniere.

A cet effet, je reprends les deux équations différentielles (5) et (7),
que doit vérifier la.fonction o de ¢,

oy ‘Az x. - vAaez+- B+

5] vAzi+Ba+U,  VNE B+
x{i— &) Hr— ¢

. dx K dt¢

e T

PR Ty rmy

et la relation que 'on en déduit,'

(8) | lotz))r  ___ [oO |
\ - A+ BrxCp T (AE+Bi+ P
ot lona | ”'

o(x) =ax(e—1)(2Az +B) +2(Azt+ Ba + C)[(L —s)a— 1)+ (m —1,2],
RSN

ety =1t 1){2A’z +B) +2(A 2+ B’_M—C’)[(Z’— )t —1) + (m/—1)¢ ).

"D’é'rivonsf ?-ies.-dieuiﬁmem-breg: de I'équation (8); en tenant compte de
I'équation (5), on obtient une nouvelle relation

({zx —1)[20(2)(Az2+ Bz + C) —3¢(z)(2Az + B)]

. | A2+ B+ ()3

=M o (A 2B+ ) —3 o () 2A -+ B
T (Ale2+ Bt + ()3 '

(9)

—rar

- Toute intégrale commune aux deux équations (5) el (7) vérifie les
‘relations (8) et (9). Inversement, toute fonction algébrique qui vérifie
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a lu fuis les relations (8) et (g) est une iutégrale commune aux deux
équations (5) et (7). Eneffet, toute fonction qui satisfaita 'équation (8 )
satisfait aussi 4 'équation

r-f{ '\‘.( , . -“".......' - 15_‘ A - .‘_1
?‘_8 V) Ax T;;.I:I"%Lﬁ;iﬁ ‘;Z, X 2-&5 = B ] \{A 2+ Br o dx
z*+ Bz }:

!

29 (N(A' 4+ B O~ 30, (1] {2AL + B ; -
ik RNETBTECR VAT - Bt U d,

ou, en tenant comptede la relation (g9), 4 'équation (5). En ayant égard
a cette derniere, la relation (8) peut s’écrire

d.LYAZ T Bz+ Coxt 11—z | =d.L[yA T+ B+ .l (1 — £jm'—1 ).

On aura donc

;\/AxZ-F Br +C.2l' (1 — 2t =K YA+ B+ Ot 1
et par suite, toujours en lenant compte de I’équation (5),

dx : K dt

Ay =g

Tout revient donc & trouver les conditions pour que les équations (8)
et (g9) aient une ou plusieurs racines communes.

16. A cet égard, nous allons démontrer le théoreme suivant :

Toutes les fozs que les équations (8) et (9) admettent un facteur com-
mun d’un degré superzeur au second par rapport & l une des variables,
a e!!es .,ont zdenuques

Ny Supposons, par exemple, qu elles alent un facteur commun de
~ degré n par rapport 2 z (n2 3); soient x et x, deux valeurs répondant
4 la méme valeur de ¢. Il y aura entre - et x, une relation symétrique
de degré n, au momq, qut devra étre contenue dans chauune des deux

~ suivantes:

—_—

(Az*+Bx+C)p [AzT +Ba,+ ()’

B Ll st

L f;x(x—-t)[ch_( )(Ax-—!—Bx—i—C)m—?mq:kx‘(zAx—i—Bﬂ

\ R (Ax?+4-Bax + ()3 |

-(I” ? xy(zr—)[20(x)(Ax} 4 B, + C) — 30! ’t:';!lez.—wBH
- o S _. (_Ax —FB-Z'{‘-%*L]
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Multiplions les deux membres de la premiere par 3 et ajoutons; on
obtient la nouvelle relation

—.'I I

4 gty — il — x| o — e

‘ {Ax?+ Bx +C}2

( ho uzi‘{l—i‘i(.:r;m:'~--i-5mm:”?xl‘i—‘r~'r.x‘!x;-ﬁi‘::p’ff.r,\
( ) (Axi -+ Bxy+ C2

L\:

bl

el 'on peut remplacer le systeme des équations (10} et ((1) par le sys-
teme des équations (ro) et {12},
Nous poserons, pour abréger,

r
8 i*

bi{z)=6glz}[{{—ij(z—1j+m—11x]+2x{x—1)¢ 2}

Si 2 est égal i 50046, la relation (12), qui est au plus du quatrieme
degré, devra se réduire 4 une identité et, par suite, les équations (10)
et (11) reviendront P'une a 'autre.

Voyons ce qui arrive quand »n est égal 2 4; si la relation (12) ne se
réduit pas 4 une identité, elle devra étre du quatrieme degré, ce qui

exige que "on ait
AZo, A~1‘~B—i—C>/u', Czo.

Toutesles racines del’ equatlon (12) devrontappartemr al’équation (10);
il faut pour cela que Ax® -+ Ba + C soit un carré parfait. En effet, soit
x = « une racine simple de I'équation Az* + Bx +-C=o; considérons
Ics deux equatlons (10) et {12). | .

Pour @, = a, deux valeurs de x deviennent egale: o dans I'équa-
tion; (13) et d apreb la foune de cette equallon ona pour ces \rdlblllb

R Il suffit, pour le "]irou_'v’éf, de poser

: x:_a:_—-‘.——-z, Xy == %~ 34,

alors I'équation (r2) peut s'écrire
146 1 gy
2 _ z'?' !

B

¢, ¢, désignant des quantités infiniment petites en néme temps que 3
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et z,: d'ou 'on tire évidemment

3
2

lim{ ) — 1.
Z

N

De méme, dans I'¢quation (10}, pour &, == «, trois valeurs de z de-
viennent égales & « et I'on a, pour ces valeurs,

Les deux valeurs de 2« qui satisfont & la premiere condition ne
peuvent évidemment satisfaire 4 la seconde. Il faut donc que 1'on ait

| Az Bz +C=—=Alx — 2'2;
on aura alors

olz)=248(r—o)|alz—1)+(z—a {1z =1+ m—2]]
La relation (10) se réduit au quatrieme degré :

A fo(x— I:"J"(x“"“}[(z‘"’)(x*if!"4*?.'!1%——-1}:1:]%2

. Atz —af
" R e e e el O e L

o A? (-Z'; — \}"

La relation (12) pourra de méme s’éerire

o file),

Ty — 0:'}"' :

hay AAZE (o afile) _ 4Aaile—)

a

LeS r*datibﬁﬁs@(lo) et_?(éuz‘)' doivent revenir 'une a 'autre. Retran-
‘chons-les membre 3 membre, on obtient une nouvelle relation

(13) : : : ' o [ g g T A g s )
Y o S Az =P Az —ap
" qui devra se réduire 3 une identité, car elle est au plus du troisieme
degre. - S
' Supposons n=23; si la relation (12) n’est pas une identité, elie devra
“étre au moins do troisieme degré; deux des trois quantités A, A+B+C,
‘C ne pourront étre nulles en méme temps. Soit

AZo, A+B+C2o.
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Plusieurs cas son! & examiner :

Premier cas. - Ax®+ Bax + € = o admet deux racines simples
r=a, x=[3, dilférentes de zévo; glu 25,7 0.

On ne pourra avoir i la fois ¢ (u = o, 4 ()= o, car la relation {12)
serait d’un degré inférieur au troisieme. Supposons ¢(« )wp)(o pour
x, = u, deux valeurs de x deviennent égales 2 « et deux a 2, d’aprés
I’équation (r2); admettons que les deux valeurs de  qui deviennent
égales 2 o appartiennent a 'équation (10). D'apreés I'équation (12), on
aurait

et d’apres ’équation (10},

. (X — o 3
B lim =1,
AN B 4

condilions incom patibles.
On raisonnerait de la méme fagon bll on avait ¢(f8) = o. Cette hypo-
these est donc 2 rejeter.

Deuxiéme cas. — Ax®+ Bx +C=o admet la racine simple x=o0
et une racine x = a différente de P'unité. Les équations (ro) et (12)
deviennent o | :

- loa(#) _ [oa(z )02
: (m] S 'r(r——:x)i"m 24| Xy — ap
S T 1) IR 1C
(121)_:. SR I x(x.__ or)? — -T'l(,:tq'u—u'-a}""

" () est du trmsleme deg"e, ot l on devralt avoir q;(a) 0, ?2( )<0,
~ En raisonnant comme lout a lheure, on verra que cette hyp(}thes(‘-
. est encore a rejeter. | |

| Trozsxeme cas. — Ax* +Bx + C=A(z —a)?. On remplacsra le Sys-
f'_teme des equalzons (ro) et (12) par le systeme des equatlons(ly) et
- (13). Cette derniére équation devra étre une identité, sans quoi elle
serait du trmmeme degré, et 'on en tirerait

fr—a ?
Ilm( ) =1,
Lo .L"‘-'—d o .
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tandis que I’équation (12 donne

N4

o
fim ( ———) =1,
Xy —

Ko résumé, lorsque n est égal ou supérieur i 3, 'une des deux équa-
tions (12) ou (13) doit se réduire a une identité, ce qui exige (ue
I"une des fractions rationnelles

A f £2

:'Ax2+Bx+C'j3’ A-:x*a;

se réduise i zéro ou 4 une quantité constante.

Il est aisé de s’assurer directement que les numérateurs (), fo{x
ne peuvent étre nuls tant que la relation (8) n’est pas une identité.
L’une des deux expressions devra donc avoir une valeur constante dif-
f'ére’nte de zéro.

$iz)
(Az2+ Bz + C)?
On-pouma faire toutes les transformations

B

[o(2)]2 Loi(2)]2

—
pr—

(Az*+Bz +C)P~ (A2 + B+ ()

se réduit a une constante,

17 It suit de 12 que, si

Gy ()

(A2 + Bt + (')
- 501t egal a la meme quantlte constame Or, parmi ces transformations,
~_on peut en’ trouver une qm est du premler degre par rapport ae il

r jsuﬂit de prendre -

ol A, B, C’ v,m ont des valeurs telles que le quouenl

A.’*i-*B’:._,_O,: C'=o,. !':_’-!, . H"'_"; f;;

s 9:(5.)5—‘:%'3"{‘“'}%
Al |
4"11“ | 3 -
| 4} (t) | ..d_l“___..l .
(A 2 4 + B+ C)7 3A7

.~ Si-l'on prend pour A’ une valeur convenable, on pourra faive la



100 K. GOURSAT.

transtformation

PANE ¢

et e TF T gh =)

qui est du premier degré par rapport a ¢.

It est elair que toute transformation que 'on peut faire dansle méme
cas pourra se ramener a la précédente, suivie d’une nouvelle transfor-
mation, également du premier degré par rapport i ¢.

Jaix)
Az = 0

St le rapport a une valeur constante, on p:'endm de méme

N +B =0, C'. =0, = ;, | m' - ,",
§ A' ' X ' . : z\ {

;igt;:_?zﬂgzhn}, @,(z;:—--z-f?umz )
On aura alors - | |
Los L2)]? _ t
A+ B+ C)3 JA L1 ’
Uy (£ 3t

AR B+ O AT

s st Uon prend pour A" une valeur con-

venable, on pourra effectuer la transformation

La différence est égale a

lo{z)]? t

(Ax —s—Ba. +L) 4:\’“—1-}’

d ou Ia meme conclumon que tout. 3 l heure.

“Pour obtenir les nouvelles transformations, zl sujfra cZonc de com-
' biner les tmanormatwns ratzonnelles que Lon peut qﬁectuer pour les:
| dem: syszemes de valeurs des constantes A, B, C l m, |

'_-}(c_..o,,A—-;-B._.o, iz_—:-;,,l,; m = ) (c..—_c; &TB_..o, (=1, m=21)

aha

| 18 Il reste A exammer le cas ol 1l ex1ste une transfor'mation du
‘deuxieme degre par rapport aux deux variables.

Soient ZquUne valeor dex, ¢, et ¢, les valeurs de ¢ correspondantes; &
la valeur ¢, correspondent pour x les valeurs z, et @, ; i la valeur ¢ cor-
'respondent pour x les valeurs x, et @..

- Sia, 2y, la rela;l_;_ionil‘-(a?o, a;,_):f-ﬁ-, o entre deux valeurs de x qui ré-



SUR L' EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETC. 107

pondent & la méme valeur de ¢ sera du troisieme degré, et 'on retombe
sur I’hypothese précédente.

Six,=uax,, la relation F(x,,z,} =0 s"abaisse au deuxicme degré;
elle se dédouble en deux relations du premier degré,

o —+ b‘

I/ S R 4 Xy == e
’ cry+d .

D’apres ce que I'on a vu plus haut, cette derniére relation devra étre
"'une des suivantes:

1 )
Xymm ) e Xy T T s Xy -
Xy Xy —1

Soit, par exemple, a,—=1— x,. La relation entre x et ¢ sera alors

/5(¢) étant une fonction rationnelle de ¢ du deuxieme degré. Les deux
équations différentielles

JVAzE+ Bz + C, _ yAzi+Bz +C
z(t—x) Lyl — Xy

. xl( f—x)m_'d—f-ixﬂfll——-x!)m'

dzx,,

~ devront admettre comme intégrale x=1—a; il faut pour cela que
Ton ait {=m, A+ B =o0, mais alors on pourra faire la transforma-

. tion S
| (22 —1}2= 1,

et latransformation proposée est une combinaison des deux suivantes :
Clpx—r)ma, u=fil0.

Clest une des transformations ihdi‘ﬁhéés plus haut (VIII, X, XII).

'19. Pour abréger, je désignerai respectivement par U, V, W I'une



1038 . GOURSAT.

quelconque des expressions contenues dans les trois Tableaux sul-
vants ;

. 2 — [\2 1+ 4\2  (af —'2 {o — 2 RS AL
T : s ! \ .
Uool fot—12, — ’ S : ’ ’

v, =0tz 24 ft— 42 f -
) —abt{r— 22— — ] 164{1— ()
[ (gt — 82 [1—qt)? (g—8t21 (v--8e2(1—1¢) (t — g2t
.. - o S =3
— 2982 (1 — 1) —ant{1— )% 9.7(!—-—-!}’ 27 ¢ T on(1—t)?
{t+8)2{1—1¢)  (B12—361+27% (B24-200—132 (8 —36¢-+ 2q¢22
W —ar T —Chei—¢; | —6htii—ep T 6hi—
jlanf2—18t—112 (2448t —27)2 {(2—20t—8)2 ‘o332 -3t+92)2,
64¢ ’ 64 £3 TG4 (e—tp —on 21— )7
(64139612 + 30t +1)2 (343012~ gb1 0642 [3—3312-33(412
' —vo8t(ir—1¢) 108141 — ¢ ’ 1o84{r— ¢}

Moyennant ces conventions, toutes les nouvelles transformations
seront contenues dans le Tableau ci-aprés :

EXVIL.... '




LXXII. .
LXXIE. ...

LXXIV....

LXXV.....
LXXVI....
O LXXVIT...

LXXVIIIL . .

sA
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. A
A=o B C=o
, mom s T / 9 - ar

;-

W,

——— o

B:Q, (_J —_ Uy ,
o 5 {og 2
[ — TRUE=ET E-H._..__af’\ — W,

—=C, B4+2C=o,

| e
=

_’ (22— 62 —+1)2

(22— 0x +1)? v
g —1brir—x;?

— U —
T —1bx1—x)?

»

T e

Y

C=4A, B= —4A,

3.

: — 1 3. . ) : : o :
=4 m=l | (g o fp (@ ha—h

’:m

— gy — 3 ' L,
==t | ge g (4 he e
QERSEE P e =0, - ~ =V,
T B a) TEI
,Azip:ie-\:*'
: R
A=o0, 4B +3C=0, -
| -_)-\ } —agxi(1—2z) T —xta—az)
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LXXIX. ..
LXXX ...
LXXXI. . .
LXXXII. ..
LXXXIII. .
LXXﬁV“_

LXXXVI ..

s l"“’"‘"}, 'n"“"‘ﬁ
4

\:":::(), B — “’

A

l")t.‘ :""l"}'—___i—__
i 2

E. GOURSAT,

(::"...."O, IB"F' A o o, ,

)_:ml?’_ 'E“L“i"v
C“—. éi'A’ B+ ’A"-‘—O,
[:%’ mx'u

J r—
A
{J'::i-.{f: ;::[:y
A=4C, B+ 5C=o,

IQ—:%— 5
-

——————
R
t
k
o

((8""‘363’,‘ =)= 271:2‘}2

. \. v

(Sx-+zox__”

“G—I-xfl———x) _'U!

— U,

(t—9x)? W

S T

2701 — &)

— W ,

=W,
27x
(an—asx.%97)mm
“""6435‘?(1-—--3’,‘) -—‘—W,
. (8x2 -;-mx__IJ

64(1"‘—"1“! :‘V;




LXXXVIL..
LXXXVIII.

Lxxmx..s =
)
g !J, -..-..._.3',3 ij.

-----
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i

a3

‘ C==0, B=8A,

{== 3, m=

———

{

( P R o t’ % e Ay,

e 2
[ =%, m=4%,

‘ A:-_-Q(.:, B+ IOC":_“(),

¥

|«

H+

i i

t
32

(N

l":_"i_;, m

A+B=o, A=

l'_ ‘m’"'"?'i,s

: \ =108zt —ax,

1 ——

l:%, ] ::%.’
lﬁ;g#:$:

e e o e ¢ _

- ( {a 3-—-;33.:&'.'3'—_.-.-'3'3.%‘+'1)2 -
-ﬁ;g - 108x(1— )

_’ O - 202 — a2

- ;___U,

i

| 61— )

i

lonx?—18x — 112

\ 61 %

C."——'—'QA, B—I——I'(_}A:::[), .

,' ‘18z — 272
s 64z

- b

IZG:C, -

84 nox — i
6f—z:3

o w,

"2+ 182 — o |2

6fx?

, {2-25"—;2-2:'-"*:5.%’ +*2)-’ U (223 -~ 322 — 3z 4 232

\ — o2 (1 — x)? 7 —2nxt(1 — x)? o
!

{64x3—96$2+30$+!)"_u '(64:2:'3——'9629+_30.z‘+1_f!2 .

| =0, = —W,

(22 -+ 3022 — 962 -+ 642

108zt (1 —x)

1

U,

— 108.2:‘{1_! —x)

{8 -4 Jozt—qgbx + ¥2
(087 (1 — 2|

=W,

(23— 3322 — 33%& +11¥

= Y,

IOb'.z"{l' — xﬁ '
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Les transformations ainsi obtenues ne sont pas toutes irréductibles.

Ainsi, il est clair que la relation

‘{(.').'I,' e H - ()f - b\

B S R =
— 27221 - X)) 2"!! (: {

¢quivaut a deux relations distinctes, dout I'une est & = ¢, autre ¢tant
du deuxieme degré par rapport 4 chacune des variables. De méme la
transformation

Tl — 3t — 3t 002

/ o
{22 — 1} s 5 3
— anl* {1 — 1]

se dédouble en deux transformations rationnelles déja trouvées direc-
tement :
203 3¢2— 3[4 2

3i3¢t1—1t) '

28X — 1 = i

Je n'insisteral pas davantage sur ces simplifications, qu’il est facile
d’apercevoir dans chaque cas particulier.

20. Supposons que pour des valeurs convenables de A, B, C, /, m
on puisse effectuer la transformation @ = ¢(¢) et passer ainsi de 1’équa-
tion (2) & Péquation (4). Si pour x=o plusieurs valeurs de z de-
viennent égales & un nombre z,, différent de zéro et de I'unité, ces
valeurs, comme on I'a vu plus haut, seront au nombre de deux, de
rois ou de quatre. Admettons d’ abord qu’il y en ait deux que nous
3deslgne:ons par 4 et % admettons en outre que I"on a

. mOd t1<l.
ZL’équzation (4) et, par suxte I’ equauon (2) admettront l’intégrale
| l (I--— t”‘l F(af Br . l!‘ : tﬁ ( l')q F(O.! 3! . t"} '

Cette lonction est evulemment holomorphe dans le voxsmage du
point @ == 0, car, si 'on fait décrire & la variable a un lacet autour de
ce pomt, les racines ¢ et #' ne font que s’échanger. L’equauon (2)
devra donc admettre une intégrale uniforme dans le vmsmage de I’ori-
gme cette mlegrale sera de la forme

(1= ) ‘IF(a',B /5%
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et 'on aura, en désignant pav A une constante convenable,
At )9 F (o, 5,y == 0P 0 L R 5 ) - 0 — !, By, 07
L’équation (2; admet de méme U'intégrale
U 0l By — 00— 4 Fla 5,y

qui se reproduil, au signe pres, quand la variable 2 déerit un lacet
autour de I'origine. Cette intégrale sera de la forme

21—z 0 Fla, Bz,

et V'on aura, en désignant par B une nouvelle constante,
o '
.qupmxyﬂdﬂm,&,%,x)
— [,P {I-—— t’)‘? F ; ,;.r _/t’ t!} . [I/[),:;I . t”}q!Fl 4:’;3:, /"’ [ﬂ}.

Si les valeurs de 1 qui deviennent égales b ¢, pour =0 sont en
“nombre supérieur i 2, il est aussi facile de former des intégrales de
| lequatlon (2), qui se reproduisent, multipliées par une constante,
quand on fait décrire 4 la variable = un lacet antour du point x=o.
Supposons, par exemple, que trois valeurs de ¢ deviennent égales & ¢,

pour x=o, et soient 7, ¢, ¢" ces trois racines, rangées dans Pordre

- dans lequel on les rencontre quand la variable décrit plusieurs lacets
. _SuCCG‘SSlfS dans le sens dlrect autour de l omgme. L’intégrale

tp( "q F( 5 y t') o . o
f ‘tﬂ ( l”“]IF\ 5,5 r, f” +£ml)u u\q F&C{ ,j / z.w'i

st ev1demm9nt um[orme danq le volsmage de lorlgme, tandis que

e 5:1 mtegrale

= R, 8 ) |
P W R B ) =

se reprodmt, multlphee par Js quand x décrit un lacet dans le sens
direct autour de I'origine. On en (ledmt_des relations analogues aux
preccden{ea

Une ou pluswurs valeurs de g’ peuvent étre llll“ﬁ‘b en méme tempb
I G' . ‘ o ' . . |_)
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lae x. Si ta valeur de ¢ qui est nulle pour a == o est unique, Uintégrale
i~ ¥l 5y, ¢ se veprodutt, & un Facteur constant pres, quand
X flt,uil un chemin fermeé erttourant I origine; elle doit done étre égale
a unc intégrale de la forme

Ceo v o2yt Yox, by, 2.

»

l.e cas ol plusieurs valeurs de ¢ sont nulles en mewe temps que
demande un peu plus d’explications. Je suppose d’abord que 'on ait

a -c:j:_‘[‘:,

» désignant une fraction rationuelle. Luquatwu (2 admet une inté-

grale dL la forme
x b=zt F oo, By, 00

1l en est de méme de 'équation {4 ;. SiPon considere ¢ comme la va-
riable indépendante, quand on fm décrive a cette variable un lacet
autour du point £=o0, x revient & sa valeur initiale apres avoir décrit
plusieurs lacets autour du point & = o et 'intégrale précédente se re-
produit, multipliée par un facteur constant. On a donc

wpit— 2 ¥l B, ) = L (1~ I Flad, By ),

¢ désignant 'une des racines de I'équation wx=g¢{?) qui sont nulles
pour x=o0. Toute transformation se ramenant a une combinaison de
transformations mtmnnelles la conclusion ptewuente subsmte dans le
cas.olt & n’ést plus une foncllon rationnelle de ¢,

~ Lecaleul des constantes qui entrent dans nos formules s'effectue
sans dlfﬁuulte lorsque pour == 0 on a en méme temps ¢ =o; il suffit

‘,;.-.

!
de chercher la lumte du rapport ~— pour x = o. Prenons le cas ou,

~ pour x=o0, Y prend une valeur ﬁme t,, dlfﬂrente de zéro et de I'unité;
| dans les formules ecrltes c1 dessuq, falsons x==0,t=1{; on en déduit

Qt’ulf'lmt”q Fa,ﬁ y:tl ’

t}”('t--——*t-:’}-‘?’E{z-',{fﬁ.'/,_l"}-—wi”l.)'_f\'r 1 F i, B )
N . LII;- .
.

b= (-(-]E#) ;(z[z?[f””'(*. — ) Fla's B 7' ey
: N . dx“) :-rfz:n' e | : ¥ | ‘ j | o |

B=Ilim pour x=—o, =,
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Les exemples suivants montrent bien la méthode & suivee dans
chaque eas.

21. Considérons 'équation différentielle

d2y dy
! - P ] ! ¢ e Y . ] .
il - I Rl gL e D LN e e 2SO
. ) (ll i 2 i , -j (l.i(»' ™.

a2y dy
fir - b g4 Bt g oo ] =S - JaxBy -,
. ' (/(l_' [ nd 2 ' i~ ] (lt | FJJ '

Pour x =0, les deux valeurs de ¢ sont égales &4 L. On aura donc

| | |+ } : 1 —Vx
a Fle, 3, .—L-,x}::F(?-z, 203,048+, -——;V-—-> rl‘(:*.sc,‘;aﬁ,z—:»—ﬁ---;--i, ----—-:;—-—--):

e B o | 13
. bwl‘x Fga"%"g';f)“a”-:;,'ﬁ,x]

. ’ - - o
. 1+ | 1 — \Va
— _[‘(9.5:_, 2,08, 0+ B i~ &,y o vz ) —_— F(zz, 2B, o - 5, e ]

0

2

Pour =1, une des valeurs de £ est égale 2 o; donc

. A I — /z
Fla,B,2-+8+4 1t—ax = (295, 28, o+ B - 4, -,,V,,r,,,\ *\,'

Cette derniere formule va nous permettre de calculer @ et b. Ona, en
effet, | | | -

Ll

-
i

[FAE

~ou, d’apre.s la formule précédente,

o 2¥ET e+ 3+ 1)

ERATEy - | :
ek AP UPE L Ea Y
‘On n de méme S
bt 2 — Floaa 41,23 +1,0 + 3 +—3, 1%,

o - B

=)

~ Dans lavaleur de @ changeons w en'w + 1, S en 5 +4; on trouve

. hab Vril{e+38+3" 4ynTiz+ 3+ 1)
T e+ Bt Tia+)TB 41— Tia T3]



116 _ F. GOURSAT,

22, Considérons encore I’équalion differentielie

_, cdzy o, B dy |
R Tl B i 2 S AR M= B
‘ C el ‘ -

i

¢
£

Faisons le changement de variable == —-——~—- = ¢t posons en

méme temps y=¢*{1—£**z; on obtient la nouvelle equation différen-
tielle

d*z oy, U3 , .
Lov== ) ok g = bu+ L], - Qo v+ 13m0,

Pour z = o, deux valeurs de ¢ deviennent égales & 3 - 2\ 2. Soient
¢ et " ces deux valeurs; dans le voisinage du point =0, elles sont déve-
loppables ¢n séries convergentes ordonnées suivant les pulssances crois-

. _.!“- ,
santes de 2. Soient

L’inlégrale

l!.x(l____ l’ )2’1 F(4(x, 2 ! 3o 5} ["'I e £.”'-H’I'"""'t”‘2!1F(4_tz 2o - !(’ 2o i3 ilf';

42

- est umforme dans le vorsmage de l'origine. On a donc, A étant une
| metante, '

Al b e B
o ( t “’“l‘ '40', ?7+ s 2/%- 4, t’)-’;—t”“;'x t’-"}gF‘FMa,zxﬁﬂ I3 Q.a—i—?%},:t”).
()n dum (lb mcme en deswnant p:u B une nouvelle constante,

Ba* F(a?'+ +5 7’“ Oy 4, X ) = t'“:(f — U2 F{fa, 2004+ 4,20+ 3, ')
ST e Lt el SEE AL T A
Taisons x =o; il vient

A 21\3-— 2, ﬁ}“(zﬁ — 2)2?1:F(./}ac', 20 4,02+ 3,3 — 9 v;),

el —
B*“-).\/—x&d\/z-mq)d [ti(l—t;“l‘(yx 20+ 4, 22+ %, L)] pour =32y,
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Remarquons maintenant que, pour & — w, une des valeurs de ¢
devient nulle. L’équation différentielle proposée admet les deux inté-
grales

I I PP R

: s L
2+ F (“} o -i»r 27 :"!-’ ---—)5
2 H

qui appartiennent au méme exposant dans le domaine du point x ==
Elles doivent donc étre ideatiques & une constante pres; on en df‘dlli[
la relation

m—-l()t rmt) ]

que l’on peut aussi écrire

- 1 . 4 \ ; ’ P I(jt{l——t)z'
I‘(40!,20!+7;,21+};, tfz{\l—*_ t)_'laF 05,5.“{*;:,,25’.'—{“'},', ({-—‘—t‘"” ’
. ; /
Dans cette derniere formule faisons ¢ =3 — 2y2; on en tire

Flfor, 20+ 1,204 3,3 —ay2) =(§ —2y2) " Fla,z+ 1,20+ 4 1.
Done

}\*[(3-—*2\/;)(26 2)2]7‘ ayrl{2a+4-%) [ )5‘ o ya oo+
A= o I —{—
| P =\

T aya) | | Tar DT{a+3 \36) Tax Tia+g,

on aura---de méme'- ;

i (1~——-t)za r(4a 'chﬁ,.,?a-%,', t)

—_ u:i‘ - af
= t(I 47 F{a d+,,9a+f,—-—~————#-"
RICELE e . | _
_;1u+4Pf~:y%F@a+ﬁ)_F[agJ_l1fﬂfﬁzfgk
S RTErnl R PRI U il Rk Tt
L T{—1 )I‘(za—&-—) -6t +1 [ (—61-+11%)
UL I .._________l T _i‘ b
+"__I‘[o:3 f’:x+,,—) SR AL A ET SENAL |

Prenons Ia derwee du secoml memhre en négligeant tous les lermes
qui sont nuls pour ¢ =3 — 2y/2; nous Lrouvons

| (3= y3)(a 3 — )
szv——l[ 5 (/,__9\/_)

5
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ou, en réduisant,

B~ ::;(.._',)" RLRESER
VUG T Da e

23. Les formules que 'on trouvera ci-aprées ont été obtenues d'une
maniere analogue :

Y

Sl

!

» N - -~ 1“1-'_
sft ['{d,?*,-.'_;-,x'_j::F(taa,'z;:ﬁ,a—}—;j—k;. S
f ~+~F(

‘2,
2ymlio + 5+ 4]
= S .7
“ r{’ ""“'.";‘4 ﬁ(f)-'{—ir
' | | | Vi 4+ o
eFio, 3,0, 2 ==lt—2)*Fla2g, v —aB,a--1 -5,
| ‘1\/.2:-——1
06 _
:.)‘ ] f /
, ., X — 11— yx
: -—:—i\lmx,“"F 20, 1 — 20,2 -+1— 5, Y S )
')V.Z’_l

?\/Tcl‘(a—é—l——ﬁ)
T r L8

1\/7:1‘(0:—1—.6*; )
Mo OT(E— 1)

[._M

(20) FioBra+frial :F(% AP T et L x)

»
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»

TP PR B,
i i.‘ E‘a, r.)’z_'i_i-/—i“z’ 'T:

30) -

by g e S
e A | . PR A
' -t —————— J 3 gy U T Y o, L T Wy TR
o ’

—r————

95 1 - - 2y —
CFea—1, 251, 202 0—02, ’

W—x+J~x

_ _ PR .

. _ : L T yI— 2 ! = Vl—x
(55) Ii‘{o;,a(—i-“;,/,xlf_:(m——r;-m-) F 21,.20:-1—1“/, 4 D ——
o : N .. : o . ] /

. | . | | o T

5l-ﬂ | ‘: ‘._ ‘\_. f o : . - _ \,/.I'-—.‘L"——-I
(36) Flaya-rty,a)=1—a)*F 20,27 —2a—1,7, -

A | 2\t —x ’
00 TR LR AN Y AN P
“‘;“:37)_- F(a; oo 4, Y,Ix)i(l‘*“\_/x) “F vay 2y I_{"_‘*\"/;—)’
}(Féﬁ“+gfo ;q?J§a
| SRS o

-
A\ 2,2, 25,
|38 - l

+
( .—_:Ll——zij[ ;

) ) H(Y Tz )

\~

341 a4 3+
? ? E

, .
B W A I e A
- . 12 |
i e B . fa a1 a4 B41 farix —1)
i.‘it)j F(bﬁ', 5,w-@w,x):\l—zr}*°‘l"‘[;g 5 » 5 — % l"z,: I’ s
i 4 : , 2 . . : . ) _&'. : e ‘_



i 20 Y. GOURSAT,

) i

z -+ 5 vz — 1 j
]

ST a4y
- \»I — -4 v_..... x} ’i Sy memmmm ey O e 3, ol "
[V I~ 2 -~ \ —_— x ;

: | ‘ vy -2 4 +oa—1

\ Vigyv—a, v, xj= 1— 2 ¥ I‘[———I)—w---a /"",',""“_" s 4y it — r)]
) - -

) . Vi +r— .
( : f_il——x)T'*h\:-—-f).xf;I‘[/ - ! ﬁf,-’;x{!-—x;ja
"F(a,l"—“’%‘r). .

(42} L [i—a y-ri—a  felz—t)
. ’ :(l_-——x)‘( il‘_l'mfz‘zﬁ k 0 2 R _{Zx-ml:?,

(F(a,im'cc Yy &)

(4;} ¢ — T“" I-—-—.Z'+ -—T]-" ::a'H‘_‘YF o e gf ~— | sy }\/ﬂf .:K':T)_ ) R
f | t:E Wi- v / T 2 ’(\,’.1-_.2:+\/—— )
i . m;‘ f 0.___?_ 9 .1 x?
) I‘( f) ).{3, = 1 .Z') [zap 57 ‘:5-%_274(2:'—-—1}}
4%) )

- w1 g -
X —= I—oa 1+« 1 x2.
={1—=){1—ax}) * F|B+ > aﬁ+—97——~—- ’
2 | | 2 2 2 4{x—1j

' / x\ % o o~ X ! x \2
Floa .2, 2} = (“‘;) .F[;’“T"“;’(;z-_x)]

S iFfX,@,_,p} z) L o |
| / ' _ _' 17 SN . g : » : __ -_:._ 9-
o W ) (.I___t,,\/_l___._.) F[a,a—§+é’5_r_é} (5 \/l .Z') J,

@ a-+1—2f

(48) ( B,a—ﬁ—i—: .L’) ”{.l-—-x.) “F[*yﬁ#——é————:a—@—l—l. (:‘%],

S 5 (w,ﬁ, —B+1,2)
B -(49)'

= {t -—i—x)(x-—x)"“"F[g;—:—;aE_i 1—(3 o - 5+l (-[__—4;5‘,“}
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£
SR X : ! T R e L G
(50 FlayByo—p5-1,2 == v ox” *F] 20 Ty g 5 w_f—mmf
o ' “ o 2, .z a e
‘I*wz, Lyo—541, x)
7
51 o-=1—25 o — 95 40 7
{ i ( - (l ___le" IJ'I"‘}"-Z' »i = l [ SR -—.._.-.-.-....[:.).._ —_ O‘:—‘!‘—‘—?J, i
. o 2 S
(Fﬂ,tJ,7mp*l x
5 Y -
("7',’ ¢ 2y - v
ey ) Floy o — b+ 202544, e |
i e N R

Formules données par les transformations rationnelles du quatrieme degié,

‘ AI‘( "'“"'_a’ )’xl]
,i_
(53) ? =A{1 —2z)* l?(émz,a~5—¢,'-,-,§,x}

= — 120 F (o, 00 4 Ly oa 3, 00 0 — 722 Fldo, 20+ 22 5, 17

1
-(Bx'F(O"F;,:?”O!,:ﬁ,W) -

54) « g on

( I)( =Bz (Imx) Fl1—oa,0+3 3% 2"
Vo= (= U F o, 2o 0 - R ) — T = 2 F (fo ook o -3

¢, t" désignent les deux racines de 1'équation
£ i

(t2-6t+1)2+ 162y — {22 — o,

qm bont egale% A "5 zv) pour .fr:of

1
jt

_t': : 3"_2 v';: “‘;’" VIJ: {3 ‘r"f'-?-: - i}x’:{ "é"— . . .

o -

peed e T3y e

L ayrTlea+H R izl {20 %
A= (#%* = LA .I'k il =y Bom oy —a o0 4y .r,(‘ zT
BN TP Y SIS PaY Py

3

s X  '

A F(a o

-t
Cr
R

= A.(l *-x) F_(‘:'“-—O!,:Z—f-'%, '.‘l,‘,.Z';
= (-""t )“{l lf)a F\s}O’, 3y 29’ + ‘, t;\ "i"‘ T t"}‘i t” * I" |~71 liw LR S :n t }s
G, = - | 16
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R ]
a Lo 3 .
i Bx P"Z T 1z ::'"“'Gﬁ,.:q-z
» 1
“BpY M b L. |
! Bt ) Pt a5 2
. \ (LS
(e (= O3 Bl 2 e 3, 1 e 0 )5 Bl a1 0

!, ¢’ sount les deux racines de I’équatlion

= G 22— 16— = o,

M ’ Y l -— ;
‘.IUI sont Pga]es a __')_,‘_(__ pO]”' = 0,

-
Y - _,_,___V__ — \/—-—I — .Z'z =+
2 4
) I — ';'), J— i l.
1 LAV P S
>
"

COFig b — o L

N

CH A ,
D7 = Cir—z2) F{y —a, 2+ 4,5, 2)

A L BV R e i T AT oY et el aiE U G R TN AT

: 1
T i , 3 :
‘ Dx?Flo+ 5% —ua, i,z

; L, L i 1 .
’ =Dzt i =2V Fli—a,a+4,3 2.

158

e t’“_{ (— ' Flbo, 2&'—?%!;5_";1:!."—1—' L= £y — ") Flfaz, 2z + b fo = 5, 1
/,'t" sont les deux racines de I’équation
(12 4= 4t —4)2+1622(1 — t)x =0,

~ qui sont égalesh 22— 2 pour x=o.

|

U= —a =1 (3Va —f)2t .,

L&

e

) V’?):'—EZ — \/——l '3 \/; -—’l) l--"{—. .y

aVrT{2a+}) . D=y VT (22 + 1)
Tlo 3 Ma 510 Fia'T{o+ 1"

o=
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5 ‘ E¥{z,a+-,) 2

P ¢ 3 8 | [ N . 3 ’
U sl o P {fa,oa+ L oat i+ 00" 2 F fo,nn -4 20+ 1, 07,

i
MU A I B 3 03 ;
1{60,‘ ‘ (l.Z l‘[l—f‘ﬁ,/ﬂ‘f—j@‘,g,xj

'y a . ! ! 1 Sk e P i) L.
‘. R L O e Y o T¥ ) el el Al S A e P

£, ¢" sont les deux racines de 'équation
RAE (TS BERS I S AL ey N

qui sont égales 4 3 -— 2vy2 pourz =o.

i
.k

1 =3 —ayo+— 3ye — 4z 4. ...

H

t”:ﬁ-—-?.vfi;-"—-i?) V£ *—4)35'3'“"‘-‘1

B vall2o -+ 3) , . dvrlea+3})
Fla+8T e+ 3 (e + 1)

-

6 ) EF(mardbe)

| =(i— 2% F(fa, s, 20+ 3,0 (1 — 2" 2 F{ia, §, 20+ %, ",

i : :
(62)5 6 (’”TF(“""L 9'-:-{—,%,%*) S

. : . IR ' ; . ‘ " n . .3 .
=(t—at 2 Flloa,d 20+ 5,0 ) — (v — 20" 2 Fl4a, §, 20+ 3, 8);

¢/, ¢" sont les deux racines de I’équation

{;I+4t—-432}‘3'h~ (20 —1)tx=o0,

T \/; o
- pour & =o0.

qui'sont égales &

- -
, 1 — 2 2 3
(o o NT l/—— s .
)
1— V2 | vz !
lﬂ s .- ._{_ _7_ .:L.- _+_
s ] . ‘_I.
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EF a2+l
;‘)‘5 .;‘ P ‘
i

(2= NV o fa—t"
| = k“) ) Viia, a4, 42+ 5,00+ ( :

- ) Fifa, 2+ !, 4ot 1, 0",

i

_i_
GaiFla—+ 5, 0+7% 32,
R tf K 4 “; I ’ i ;-
(64 ) , —_— ( S Fifa,20 + ), jx+ 5, ']
" )
. _____t”‘i

| —-(—2 ) Fifa,20 44, 4o+ 41"

4

¢ sont les deux racines de I'égquation

qul sont égales a 2 \/2— 2 pour == o.

_ S
V=22 — 24 32— 4)z° +

— — 1
== 9 \f2 — o —(3 V2 —f)x* .

(HF(a )= b
(65 __,.H(:--.x) Fli—aaz+bhi 2]
| -~zm{p%¢ﬂxFua,pza-+,,z}+-fa( PR (G m+*”tﬂ
+ird4( t’”)“[‘(éz, ”2“_*_ t”"+t“’°‘(l-—t"') 4 ‘i? . 3 tu'\!
.jr u | )
K-’”"'F(“"i‘f}?i:‘i“'"_:9:‘9”2‘"”}' = |
. . ¥ ) 1:!‘. : .- ' '_ :
{bb :K:r"'(lm'x)zFf'l*—d,ﬂ"f":,, T _ .
(i;—lf)ai‘1(4“} 2,2&:-{*4},1‘ \/——lt”“il )q[‘H‘g) ,,20’—} 'nt”'
t"”'»‘( ”’“F(4rz, ,,2oc—r~’,,, " +‘/_~|z“'“(1—t""°‘F(4oc, ,,29:4-;;,1“',,
.,

v sont les__quatre racines de Iéquation
(2'1 — 1) +16t{1 —tixr=o,

* rangées dans P'ordre dans lequel bn' les rencontre quand ou fait décrire



=

H ’ A + Ll A g y ] LT 1] . - ; :
SUR L EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE, ETG. 20

a la variable .x plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour
de I'origine :

, i o — =5
£= !+ 7:((:054 V——:sn~)x~ :
v2 . 4 4
I 3 3=y 4
t”:i+—.—_(cos—'——+—\/———lbm—7'~)x‘~ ,
Va2 o 4 4
P 1 51 _— ;""‘ ‘f-
t”;:;';-;—-—;:(co = —1sin ——'—)x'—‘r—. ,
v2 o 4 4
et oo 5T VT ain 7T &
"= ,-—k——-_,:kcoa-.»«—{m V—1sin 5 & - .
V2 4 I

— T 161! ,}l“’a’—:—{j
4 l‘foﬂl e

s /it'm- 412

45’, {»: 22 + it tr)

F 40, |), 2G(+ 4’ t’f

..]

LA

+ F4°’"in9“+ntj.

T +4t”f— fem

= F%cx, ,,2a+,,t"’),

(e
(i
(et

1—T~4t —41"3)

7

v :Iftffw.. tl!'_i Fof N \
__¢ﬂ0*444-) Flha, hroat3, 0/

U 42— 4172\ 22 N
( i o Flfoy$,20+ 3,17,

tl\"___ Ev2\ 2
-TJﬁl(l+4 t ) Flfo,t,2a 45,07

(40:, Yy 20 + 4 )

?
sl:«:"[* cx—%—,,cx—!— ,.,,xj_; (
i |

4
¢, 0", ¢", ¥ sont les quatre racines de I'équation

=i h— =0
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Ainsi

3
t .
£ *-j! ";/—;xl T s
2.

o~
o -
i

1

H
I N
m _._.| §
Premy e — X
V2
- I
v—r1 !
e
tlv un— .‘: o — xi b S

I NENN ST

LB{-J‘;" * - T s
7w INEAR NS

i
Flo,a+saa+z)=(—x2}" Fla+ |y a+ {20+ }, &)

(69!

T o

o (t’2+ 48 — 4

4

¢ étant une des deux racines de I’équation

2o
) Flho 2 b a0

16021 — 1)+ x 2 ft — )2 o,

~qui sont nulles pourz =o0. -

:70) o —\2% Y |
N = (““) F{fo, 22+ 3 fa+ 1,05
¢ est une des deux racines de ’équation

| B "rﬁtﬂ(iéit}mx{zm {i == o,
. qui sont nulles pour z=o0.

g | Flo, ot h2ot+ o) (i—a) Flat ot eat 2,
! . . " :

=B =6l Flhay 20 4 22 - L
- ¢ désigne la racine de I'équation
[6t{[.—t}2+&-{t.’__6t+ I;}."’;‘_’O,

- qui est nulle pour x=o0.
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— }If‘i‘oc,z---:—%,').z%-- P S S "l"/-lﬁ--i-,:/_—?—:,:,t):f,—’r" L
Y A
|

S e e Al N T N T AT
¢ désigne la racine de I’équation

YR SIS o ¥ A ¥ AL =
qui est nulle pour =0,

‘31 g Flo, o+, 90+ if,x";:—:{;——-x) Flo+4, o200 1 2

= % F {_ga:, PR A :, A :.:, !];
¢ désigne la racine de I’équation
1620 — 2 xit+tih=—=o,

qui est nulle pour x =o.

ag) N Tlaetrgoz+foi =0 —2 Flat 24500+ 4, 2,
t_ = {(1— 20" Ffa, §,22 + 1, t);

t deslrrne la racme del’ equation
IGI’IM—-I +.z‘;9t-——-1]"2 :

?

~qui estnulle pour x =o0.

Formules données par les transformations inverses.

Flhfa, 20+ 4,20+, z)
' \'.—m

: l—:v, : F(%-*’?-O’r’:,?a%**"'n-r)

‘ (22— 6x + 1] 2 [ By O 4y 20 b Gy e
i

i » 3 -16.2:"\1-*-.’1.'132

. f (1)

U
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§ R
‘ cr— 24 : _ .
=z  Floa+i,t—o20,20 -7, 2]

e
~]
L |
S

" _— 16x (1 — )
\ {r—+—4x—~4x2}"-’*P[a,a-«!—%—,zx—!— 3, - ( /. A__],

== {

|
' \ Fl4o,4 20+ %, 2
/|

(' (1—2 w)**“F[a,a+i:-;22+-%, :I
(A J

(',},"’—‘_“d,a “*’“ny'!)'ax‘
- t"‘.!fx(l — t’)aF(}}a, 344 S 405—!— ;,t'\-—l— l”““{] I”)Q‘F(sa, do+ %,40&—}- i, t”),

=Bj(i—a) Fli—a x4}, 1,2)
—z( )“F(3a3a+,,4a+ e N

z” demgnent les deux racines de I equatlon
kgt— 8)2 +27z°(1 —tlx—o,

_qu1 sont egales h 8 pour x=0:

t’_—:-—s T — - . 5
9+\/ L +
——8y3 4
‘”—-'“'/“*"g"/r“’”" ’
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i
4o
== Ay (0 —ay i — a0 44,4, x)

- f iy . . I . ; Ly - A O [
= Ui~ 022 F (30, 3o+ o0+, U+ 21— "2 P30, 3a4 4,00+, 17,

g {
vy ’ " . Y
gmx:ﬂa+;gm%ax;

(81) | 1

( =B (1— ) Fli—a,az 45,3, &)
= (1= 122 F(3a, 30+, 00 +3, ) — "2 i —1"2% F {32, 30+ L, 20+ 5, 175
', ¢ sont les deux racines de 'équation
MT—qgil2+a7t{1—()2xr—o,
qui sont égales a § pour z=o.

83

Lei=

t’::;_!_\/_"l .’Z-‘—!—...,

AFlo, §—a, b, 2)
(82) ]

':A’(;hx)ﬁF(%_q’“"E:T: :,.Z')

=) F(Ba, o, 20+ 4 8) + (— ") F(3e, § —a, 20+ §, 17,
P T e St T

FREN R (—. ') F[30,’%_,, o, 20t 5, 3')'5; (— ") F(S.“":{f— @ 2o+ 5, 17
¢, ¢ sont les deux racines de I'équation
{1+ 8¢)2 (1 — 1) — 27tx = o0,

“qui sont égalesd — & pour x=o.

: . o ' ___m'v.'rg i

f:f%md~1§x%£“,

' /3 !
A= Ay -‘1;- P TR

s
-
b ]
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L. GOERSAT.

¢

' v oy . . L g s R A
‘8/” ¥ fory oo oy ._',, x| =1 ﬁx;’ k *_'_,~ Ayt .i,,:r'.:;:(l-— l}‘ F(3a, ',

{ A

L --!x,;;;,t)‘
i

| Fod b2 oo ha

o Flr— s, e L8, 20
(85} ( ' Q

o ot B3y Lo B

9"—-—8f L TR s 1y [}
{etant la racine de l’équation

‘g —812t—oa7 1 — tjx =0,
qut est nulle pour z=o.

Flr — o, -+ 0,3, x)

:zfpatPTH-m37]ﬁ3a4—sz'

M

o

1 "+
]

¢ élant la racine de Péquation

T— 92l 4o - 2 =0,
qui est nulle pour xr=o0

G—3ENY g
| (L[r.._) F(jy, 3o+ 4,2+ 3% 0" (

iy L

z-_/-!p .___ 3 sz

NED : S |
‘ : _‘i__ - S . :—;- ) . )
M@ Pl by R
(89) ¢ sy sw - : Y7 S W AN P
| =) e sar bda s 1 (152

Fi3a,3a+ 4 4a+ 2,1

7.
i

¢, " sont les deux racines de I'équation
e | (gt =824 (31— 413z
~ qui sont égales & § pour x=o.

§
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C e 2VELliva+g)
£lo4 e +3)

6

s I ¥
(90 F V9% e ¥ X ) _
' =32 F (30, 30+ Y20+ 50, 4+ 0373 F (30,3244, v 5017
_’- .
oo [Pt
| =1+ 3¢)3%F(3a,3u+ Y22+, 0 — (1 3P2 F 32,30+ 4,22+, 17

t

U, ¢ sont les deux racines de I'équation

i
i

~qui sont égales & § pour & = o.

CyF (o, o b )= = U F Sa, L oy o 4

oy \ : 7 F S | .
o Z + f\[...__..4z’;.i:‘£ F Sa, b — o, B {:, lﬂ. .
= . | . i L 4. 4 P : (4 ’.2'; '!.q -~ -~ i I3
:’93) ' :l){xl‘{‘ﬁﬂ'i“_‘i, d+?;’ -2,‘1‘}‘“_\[_ I[;xl_ol, :;*JC, -’.Z—E—t—;,t '.
B := o :- . ! : E LA

v ) ¥

R ey PR Ll B P R N il
7, ¢ sont les deux racines de I'équation
(r+ 82— ) — (1 —4tPx=o,

qui sont égales & (— &) pour .x = o.
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L 3%
; . - . 31 ..
*,94; [‘;‘5(,9!“%—:'“;, x}‘:;:(lw-ﬁ?;- I‘%\ﬂa, f,-~——:£, -;,t,z,

. /t o R -
(99) Flat+y a4, 5 x)‘=(l- S I LI LR A T

¢t désignant la racine de I'équation
I!\Q o St)')t ~+ i?) _— ii.f;:‘x = 0,

qui est nulle pour x =o.

N . \ / AN 23
(96) Flo,atbohzj=(1+5) F@na+ilo)
Faim s
977 Fla+ta+rbda)j={1+5) 2 FBat b e+l )
\97) VLT X gy ae & 3 g —1 2 By oua 63
A / y

¢ étant la racine de 1’équation

- qui est nulle pourr=o0..

:: l : 1 L : : L 1 . : )
A EiF(a, it ) =E(—a)F(§ —a 2+, 5, 7)
sy 1 ==t FBay—a i, 1)
S N
S, ' ;+(l'.—_tJ“Fl.33"3__“72_’t)
: e {I-‘“ l:ﬂ)gc F(Ba, % — _1-)’ tm]’

-
-

G Fla+td—a b 2) =62 (1 =2 Fli—aa+i |, o)
‘0] | o = (1— 1 )2F{
S ( . : | i +J'2(i____t”)2F(
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!, ¢, ¢" sont les trois racines de I'équation

(3“4!’”27! — tj}x:::(),
rangées dans Uordre dans lequel on les rencontre quand on fait décrire
i la variable x plusieurs lacets successifs dans le sens direct autour de
Porigine :

3 \if; ! . S
t’l;f“*—“g—" .Z"i—'r—..., J —:'““;'—i—¢—‘1'—2“‘?
- 3 Py
g 3 5\/;' is “ | —"\/3
t:Z'-— 8J.Z‘~—ﬁ—..., 'l‘:—-!—— -‘“-['-‘:;_“’
3
3vae . 1}
tﬂ}:;____ ;j sz'i+.. ,
E;Z 3\/71: (Ii , Gt ; “()\/Tr(:;}
L3 — o)l {2+ §) F{al(g—a

s H{ F(“! fl,"'"" &, 3, x) :Hi(l —_ x)JF(-; — % %k :'1", :—:’ 1-'}
' :Z’aF(?’_a:

(100) 3 — a, 20 —+ 2, ')
+ "2 ¥ {30, 4 —a, 200+ ¢, 1]
' v + "2 F (32, } — o, 200+, 17,
N ~ ! '
S Kiz’Fla+g t—a,n2) =Kz’ (t—z)Fli—a, a4+, 4,
(or) | = A FQBa g aar i )
. ? 4 2% F (3o, §— e, 200+ 3, 17
4+ f " F (3, — o, 200§, E);

L, ¢ sjoill;-.les_l_rois racines de I’équation

('nﬁ{flt)f*-{-;zjtx:o:

V=4

I
o<
&

4

[

+
cc[

8

4

V=g et
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i (' \* 3T Tl e H ‘)“)1‘ DCEES
| =k _—: LV S f:' ;,)17 | — ("’: . .
2/) LA V27 )T+ 4]

.

s H, F("zr :; -

102}

|

Kt.:v‘ 1‘(0& -}~ 'glg', 1,
{103) ¢
5’, er’

(104){

(105) ]

Hy ;,-Z'j—u—-—Hi l'—"x} l‘(fi*‘-‘*

L, l‘kcx,j-{-.—,, ;,x

s eag I,
3]
e
Q
+

¥

d, &+ ,, 3y X,

e e U2 0 = U2 g, Sa-+d, 22+, 0
. l”)“(l-—-— t”}‘gxl“{?):;:, 3 4 :-_” 25 - t;‘ tn]
tlffjx(l — t’”)zle(Sa’ 35( -1 :‘i, 22 "+'“' ‘j, t”";,

!

A

—a, by i =Kz} (1 — )’ Fli—a, 2+, §, x)

(— 121 — £ 22 F{3a, 3o+ 4, 20+ 5,

2 — 11— 1722 F (3o, S 4§y 2+ §, 1
4+ Jl—=" My — "2 F (3, 3o+ 4, 22+, ")

(" sont les trois racines de P'équation

ﬁ3t+1}3*27f{1—-— [ 2x =2 0:

3, )
2¢2 gy
Lj— i 3
== — 3 X" 4.,
¥l ' ®
. 2V ¥
l’ = — 'l_._ 3 R
8
- 3va |
L/ . 3
£ i & 3 ‘] +l

= (9 -sr)war(sj, (PR
4 \9__81”;-’“13”“1"‘(30:, li J, )’ zﬂ\'
+(9 8!”’))1””&:['1(39'; l’ 2, ” tm)

(9— 82 F(3a, | g, 4,
2(g — 817 24¢"% F (3,

S
)=
. —i-
| +J( —-81”’}-’“£”’°‘I'139c,

z’” sont les l!Olb racmcs del’ equatlon

(41_33 lq~—-bl}-[.1.':1):
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3
o 37 t
. SR !
| N 1 3 i
==+ — T ...,
oo
300 !

3 V o) 4
-3 g LT 23;;(;'" - N
- g J

(106) . + {1+ 822 (v — " *FiBa, § — =, 20+ § 1"

e (148" 21y "2 F B, o, 22 3, 7

' 1 ., . , \ ,
Qz’Flo+ e+ tox)= (148220 —1t'*F(30, ) —a,20-+4,1)
(107 ' 8072 (1 — ") F (3, y— oy 20+ 5, )
4 f 8 em2a (s — 1" (3o, § — o, 2o+, IV

', ", t" sont les trois racines de I’équation

(=43 — 18021 —t)x =0,

i
; 302 .8
= i;-——:———-;; J.Z'J—I” ’
o3
| 3ya . |
(7= — ——-;3 ,?x" -+ )

PR )
Tio) I'a+ 3]
.

L

—qt/ )22F (32, 3a+ &, 22+, '}

LY

‘t— gt")22F (3a, 3oz + L, 2o+ 2, 1)

"
"1
BN
+
:l
.:Iu
N
i

N m_gt:’”]‘-’“.F(?mc,_iSz + 1 2a + 3, ",

44
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i
3 A4 : ; Ny ER \ g :
Qz’Fla -~ §,a-+F, 4, xi= {1 -ql' 2*Fi3x, 3z, 204+,

1O e amiag i, 2. | s
. ‘J. " ] i .r)t f ]‘ {51, =3A"+“2, 2.{ e [y ! :

e J'i [ — f)trff'Jgch(fg_z, 31 e :’ i (1” [m; :

', 1", £ sont les trois racines de 'équation

(3t+ 13- 1—qgtPxr—o:

S

" est une des deux racines de ’équation

©sr(—1)+ (gt — 8Pz =0,

- qui sont nulles pour z=o.

i)

| Flona+d2a+ho)=(1—2) Flo+fat+i2a+i2)
AL |
, ‘ | . ; I: (l + 8) '(l—t’}-a F[Sa,a+é,4a+%,f”;

s : o . ’ ] . : o
¢ est une des deux racines de I’équation
2782+ (¢t +8)2 (1 — l)x = o,

~qui sont nulles pour x=o0. =

%
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) "?:' _‘ . ' 3 v Va3 o t 5 5 .
f_’il‘.?,i . li’Z; 2’+2, 20 e Gy X =1 XY I;y’-—i‘_;:qg_._}.l“lg_.d}_ M

; _
t = =gt )22 Fi3u, 3 L, 2o L
¢ étant la racine de 'équation
27000 — 112+ (1— gl 2 =0,

qui est nulle pour x =o.

. i_
(”3)5 Flao,a+4 20+, 2, =li—x2V Fla+ },a-+i 20+, 70

Foon
e
~ 1

= {1+ 8822y — (¥ (32, § —o,20-+§, 1 ;

¢ étant la racine de I’équation
250 — (148120 —L;x =0,
qui est nulle pour x=o.

i
2 L H \:2 ) ' 1 3 . 3 A -

(1:4) « 3¢\3% . .
( = I—"—Z— l‘x\_3o:,5aﬁ-:,qo:—5—§,t_:

¢ est une des deux racines de ’équation

: 27 fg iil"""t} — {4_ 31}33: _ 0,
- qui sont nulles pour x=o0.
5 s Floz+ ,2a+3 0] =0—z Flat+i,a+i 02+,
{115) ' '

' : : o : Y LAWY I S _ . _
( R " -:(L__Z): Fi{3z, 2+ fo 45,603

¢ est une des deux racines de I'équation
22— (§ — P =0,

qui sont nulles-pour x=o0. - |
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1
Figyo+dy2otp ) cr—x) Frat ), 24522+ 5,2,

(116 ’ , g
., = I TATE B A e N e T

¢ étant la racine de Péquation

.“---tI tl:_:,___& ";l 'i l}-fx‘ - (_},

4

qui est nulle pour x=o.

g 1
A Fig,z+lina+i,al=h—2)f Flea+ L a4 20+ 5,2

(117
Y . e e o
(1 — 43 K30,y —o,20+ {3

e —

¢ étant la racine de ’équation

278 + (1 — 432 =0,

qui est nulle pour a =o.

Formules fournies par les (ransformalions inverses.

l“{"jz, 3 o+ g, fx + z, x

'._:,x‘ L

. : . L= \

L B '"_x/ - i""’*“m”‘f"vﬁi/“? 30 & _

8y x B wazﬁxi’-@l'—:—:c'i"

(118) \ l—-gm-— 404—,,_22—}-0, _,j —55 '
IR R - | gz — 812 |

8
-(? B DU
A — = o 45 B 7 —5 .

4 ) ;i, : f. \3‘2:___’41}';

L

) el .o s o 2rxt1—x)

- F(34, 3u + koo z)

L il o .
-~.1~=——'x;’; Ff"—-a',i%~—-x,21'+ﬁ-,x)

| - T —ampii—at |
{ I : ' 2 :
L1rg; Q kl—-— 91') 22 F o, o~ illzs 20 -+ g, (IIN_‘\gx)‘l_LJ ?

LT i C L. -
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CFi3o, b b fo 22

1
=2} Flo 45,30+ ), fz -+ 2
' , \ 2y ' — ot
2 d -z i :;
(120] (p&— M=z 2 Flo, o+ 00+, - o |
g, , * 8z
=T
L ) 2’
2 .ur — 27X~
l__T o, of - {.?J’"{"“,j """""" 9 3
\ . S i‘.! - xﬂ4:.

F(3c,4 — o, 20 + 2, 2]
I
= (1 -—x)?

‘1]" y

=3z +d 00+, 2.

e

' : 2
(121 O f o - | P | I
(121) .‘{1—}—89:) (+— 2) l*[o:,-x RIS o T §202 01 7]
: - 1 5
- {
- 27X
’ — . i . ; i
{{\['“"'4.27) st 0:,0:—1—--5,2%—%—-&,:—@ """"" I—,\“J]‘J
- e !

"F(3a,3 — o, b, x)

24

- 12 1)
== (1 — &))" y—3a,t+ o, d, )

| F(i
. ! — 8xi2x
) S R ==

271t — x| _

—

] fx\ = l9—Bx )=

\

. =_1__-_4 ‘ - -
::.:5‘[ -—;.Z'):;: qu{;"—aa"i -—_OC,;,.Z‘)
Ty, lz—oitx T
'93 ‘(I"_‘x;}—o“F[asr—a? % __?7{]___3?)2:‘1
. i -'_'3‘1:‘: 1::{_ (x_g)‘.’x ‘
| ( (l+§) I‘:[cx,a:—:l— 2 x4+ 3) .

]

| _.,l" | (g — 8x)2
194‘58' '(]_..?-—{)(]—-.‘Z')a ZFIOK-‘}":‘;,%'_‘a,TF) 9 x) x],

3

. . ) * [} \q
{ 8x\ 2\ 342 . q— 8a)?x
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e 1

{128

|

!

Flha, oo+ !

’
H

R
=z Fig

'

AN

(=3

27 — 180 — &’

oan

—3%

)"

-

GOURSAT.

by 6o+ 4, !

(1 8a)oe Fé[s;:,_ TS PP )

(1—x) 2 F

-

|

(1— 202 - 8z2)=22F [a S NP

6z (1 — z)3

PR i N 2 r
:I l » 7 - Ly L g E! x,l
! ’
. v . " o
S J;J b[lhniz,g Ay oyy X
- | Z | , , (e — g2z
L) ( P = ) R R | [7. e N By b, s 2ANNO
oL : 27 - .
‘ O/ e
== 3
T RN I (xr — ¢ =
, ( i — ) o, } Flo-+4a—3 1, -—~-‘3ﬁ.—-f* :
[ Y / . ) ) el DR
Formules fournies par les transformations inverses
des autres transformations rationnelles.
Fido,do -+ %60+ 4 a)
2% i 1 1 \
- ==z F(oadg2u+ 4, 60+, x)
1 _ p %y %5y 24 T TSt ABg oo
. p; i_‘.x"—"") X+ 27
| Sz’ sz [ , . 6fa3(1 — )
P — — Floe,og-+ % 2a-+3, — : = 15
| AN , (9—8x)
Flio, fa--4 224§, 2)
: ' ' 1
s . e I ] + Lo = ’ = .
== {r—wx) Flf—2ad—2a,22+ 0, x)
. | —642x(1 — 23

1

(1~ 202 — Ba*

B 3

oty 2o+4, 0044, x)

i
a,f/—_%_?f,

(1+8x)3

i h
2“7"({,{

?

|

)2_}’

[x2 182 — 27

-64.2’:3
)]"

— iy —
.Z'-QJFI.Z

"

3

\
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Sig N T
5 l‘(‘{"‘:’:‘:m DAy 2L, X

i
\ s Pl Ll 2 =- 2 )
. / - o4
[ ‘A ! TR 9 A I A
129 a8 e 2nxt g, a2+ { ki )
182 — a2 )E
o _ . Olx .
'hw g3t -z} 2 F = dy 22 g, MAUPIEI
: - LR P vy n t
. ‘ L — 117 — 2
1\1?(4“? j! 2%, %, X .
/ " (8 —gxritx
—y i 2 bR
{130) .. Xy
— A -
8 —36x + aqx? . s —I(8—gxPx
F a,“'—%’“ ); gj :
8 ) Ni——%bx—%—cw z?®

F(4o, 20+ §y 5, x)

- | 3.
{ — )3 F[a,rma,g, ]

o041 —x®

(8“90:5'——-.2:)—2“ [ , (z + 8V J
Flo,2+1%,%,- ,

—

(131) S
|

(2 —20x — 82

- a3 9r\ ¢ (8 —gx
| | (o I R e |
\

8— 36.2:‘—{—-27.2;‘2 | 9 1 5 % —{8_9'17)337
( 3 ) (l———8-—) Fl:d—!_"&'; o+ '6"-:3'_’(8"-_'36_65“%“‘?.7.1}'2)

(40‘“}“ ;,:2% + )s ;s .Z'}

. : L ey i 1 Ly A

- E L =2 ' S
| '81~—2'03.zf—'-—.a:2 - z\ | b s 4 (z +8)x _
(% ) (*-+§)F[“+M*nw’(xa_.,mst;a]’

F(6o,2a+4 dathz)

1l

S ko

1';@.51;‘)":#’-?'1@'11"'(90:44— L3 —~aa,f2+3 x)

2]’

2 ’fzx —3x2— 32+ 212

= _ _ _
(134) . _‘?(2_:_-'3.7:;-:—;.3.1'-—{—2.2::)“;“F"a,a_% L2a+3F —2gx? (1 —x)?
o ) .

| \ 2722 (1 — x}?
1=+ 27 Fla, e+, 20 + 3§, g :
fre ' [’ v ﬂr~x+ﬂq’

5
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Fiba, 5 2z,0m -0, 2!
s
el I"""‘" L [?{1':{_'7’:‘;"%12,21—{* ;,.’L‘\
35) .

]
-

y — 10l l
- *

B R O A S e e SV e L e S P - ' '
‘ : 4 ’ = Bt — b ata- Sox 402

me'l--x‘

; i e
Ty A A RS TR SR PO RSSO S S U P+
’ 7 b 4162

44‘,;"‘““?,2’:’“{"’6’ ‘

:()Sx(imx" 'I

& (% — 332% — 332 412

)

—1082{1— 2"
(2?4 14x 4133

'(I*ii.ﬁ?—{—-l '*“’”F’l’a: o = %, 20+ 2 ;

F(b6o,jo -+ ¢, 8+ 4, 2!

1
—2y
== (f — x'&" Floo+ 4, 4o+ §8a+ 4, 2]

(137) ¢ ‘ (64~—96x-é—430x2+x3:)"“MF[O':’cx_t__:t , 108z (1 — x) | ],

{;‘36); \(rm-» 332~ 3322 + x?)" "‘11‘[0 o by A

“ (64 —gbx+30z>+ 27)?

i' 16 — 162 + a2 "”3“1 —IQSx'h—mx)*_
\ 16 o o+ ’2J+”"|6-~16x+x-)

Les transformations que 1'on peut effectuer lorsque deux des trois
éléements «, 3, 7 sont arbitraires ont été données completement par
Kummer. Dans le cag ot un seul élément est arbitraire, il a indiqué
quelques cas particuliers de la transformation rationnelle du quatrieme

“degré et un certain nombre de transformations irrationnelles.

Les autres transformations rationnelles et la plupart des transforma-

tions irrationnelles me paraissent absolument nouvelles.

Vu el approuve :
Paris, le 8 avril 1881.
Le Doven nE ra Facuirt pes Sciences,

| MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, 1le g avril 1881.
Le VlcE-RFc'rEUn pE L'Acaptwie pe Pauis,

(JR EARD



SECONDE THESE.

- e g1l e

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

- Formule de Lagrange pour développer suivant les puissances de «
Pune des racines de Péquation s = o + =« [z,
Propriétés des polynomes de Legendre et applications de fa formule.

Vu et approuve :
Parvis, le 8 avreil 1881,
bk Doves v 14 FA(:L:LTIT: DES SCIENGES,
| CMILNE EDWARDS.
?f':’ermis. d’zmpmmer ; .
Paris, le g avril 1881.

. GREARD.

Le Vice-Recreuvi e L'Acantanie ne Pans.

- Bijob ' CPARIS, — IMPRINERIE DE GAUTRIER-VILLARS, QUAL DES AUGUSTINS, DJ.



