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MEMOIRE

Sur le principe des forces vives dans les mouvemens relatifs
des Machines;

Par M. G. CORIOLIS.

LU A VACADEMIE DES SCIENCES, LE 6 JUIN 1831.

La détermination du mouvement d'un systéme de corps {iés d'une
manigre quelconque a des points qui sont entrainés dans l'espace, est
une des questions qui intéressent le plus fa théorie des machines, parti-
culiérement celle des roues hydrauliques. Jean Bernouilli a traité te
mouvement d’un point matériel pesant dans un tube droit tournant
horizontalement d'un mouvement uniforme autour d’un de ses points.

M. Ampére, dans les Annales de mathématiques, a résolu fa question ana-
logue pour fe cas oit fe tube décrit un céne vertical. On peut généra-

liser ces questions, en considérant le mouvement dans un canal entrainé
dans espace d'une maniére quelconque; mais ce dernier probleme n'est
encore qu'un cas particulier de celui dont je me suis occupé dans ce
Mémoire. Il comprend les monvemens d’une machine quelconque dont
certaines parties sont entrainées d’un mouvement donné. J'ai trouvé
relativement a cette question une proposition assez générale qui, je crois,
n'a pas encore été donnée: voici en quoi elle consiste.

Si un systéme de points matériels soumis A des forces est assujéti a
des liaisons s'exprimant au moyen de coordonnées relatives des plans
qui se meuvent d'une maniére quelconque; dans le mouvement par rapport
ces plans, on peut appliquer 'équation des forces vives en y faisant
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entrer les vitesses relatives, et les quantités d'action ou de travail qui se
rapportent aussi aux déplacemens relatifs. Mais dans ces quantités d’ac-
tion, en outre des forces qui sont immédiatement données et qui con-
courent au mouvement absolu, il faut en considérer d'autres dont il est

facile d'indiquer 1a nature : elles sont opposées aux forces qu'il faudrait
appliquer aux points matériels du systeme siils étaient libres, pour les

obliger 4 conserver par rapport aux plans mobiles les positions relatives
quis ont a un instant donné, et & n/avoir ainsi que le mouvement quils
prendraient s'ils venaient a étre invariablement liés a ces plans.

Pour mieux faire comprendre cette proposition par un exemple, nous
. supposerons ici qu’il s'agisse du mouvement d'un courant fluide glissane

par effet de son poids dans un canal, pendant que celui-ci prend un
mouvement de rotation autour d'un axe vertical. Dans ce cas, le prin-

cipe qu’on vient d’énoncer apprend que, pour calculer l'accroissement de
fa demi-somme des forces vives du fluide, en n’ayant égard qu'aux vitesses
relatives au canal, il faudra ajouter fa quantité d'action due a la des-
cente verticale de son centre de gravité, celle qui, dans le méme mou-
vement relatif, résulterait pour chaque point d'une force de répulsion
égale a la force centrifuge fictive que ce méme point produirait 4 chaque
instant si, contrairement a ce qui arrive, il restait a la place oit il se

trouve dans fe canal et décrivait simplement un cercle autour de I'axe
de rotation.

Lorsquil s'agit de ’équilibre d’un fluide contenu dans un vase tour-’
nant autour d'un axe, on voit immédiatement qu'il faut introduire des

actions égales aux forces centrifuges; mais il n’en est plus de méme
pour le principe des forces vives appliqué au mouvement relatif: on seméprendrait si fon regardait la proposition comme évidente, méme dans

cet exemple assez simple. Il est si peu évident qu’on doit introduire ces
forces, que l'on arriverait a des résultats faux si Yon procédait ainsi pour
toute autre équation que celle des forces vives.

Lorsque les questions de mouvement relatif 4 des plans mobiles ne
renferment qu'une variable indépendante, {e principe général qu’on vient
4énoncer suffira pour résoudre complétement fe probléme; il n'y a plus
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autres difficultés & surmonter que fintégration d’une équation entre fe
temps et une variable qui fixe la position du systéme. Les calculs
sachévent complétement pour toutes les machines qui sont entrainées
d'un mouvement de rotation autour d’axes verticaux, en supposant qu'il
ny ait d'autres forces extérieures que les poids des mobiles.

Le but pratique de ces questions étant de trouver fa quantité d'action
transmise a la machine pendant qu'elle est entrainée; j'ai cherché a sim-
plifier l'expression de cette quantité en réduisant autant que possible celle
qui résulte des forces introduites en vertu du mouvement de transport
des axes mobiles. Voici comment on peut se représenter l'expression de
cette dernidre quantité, Il faut d’abord la concevoir partagée en deux par-
ties : une premitre, qui est due aux forces opposées a celles qui produi-
raient sur chaque point fe mouvement que prend un point donné pris
pour origine des plans mobiles; et une seconde, qui est due aux forces
opposées a celles qui produiraient fa rotation autour de cette origine.

Liexpression de 1a premiére quantité s'obtient trés-simplement; elle est
nulle quand fe centre de gravité du systéme ne se déplace pas par rapport
aux plans mobiles. La valeur de la seconde offre plus de difficultés dans
sa réduction. Pour en énoncer expression, nous remarquerons d'abord
que dans le cas oit {es plans mobiles tournent avec une vitesse angulaire

constante autour d'un axe qui ne change pas de direction, elle est sim-
plement accroissement que prendrait la force vive des points du sys-

téme sils n’avaient dans leurs premitres et derniéres positions que les
seules vitesses d’entrainement axec les plans coordonnés mobiles, Dans
le cas général, elle est égale ace méme accroissement de force vive dimi-
nuée de Lintégrale d'une certaine différentielle dont on peut se repré-

senter assez facilement fa valeur. On imaginera sur I'axe instantané de

rotation des plans mobiles, un point situé 4 une distance de lorigine

égale a la vitesse angulaire. Ce point décrira une courbe par rapport a des

plans coordonnés de direction constante passant par Vorigine mobile, On
concevra fe plan normal a cette courbe, et 'on formera 1a somme des

produits des masses multiplies par les projections sur ce plan des
aires décrites pendant un temps infiniment petit par les rayons vecteurs
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menés de forigine aux points mobiles; la différentielle a intégrer sera le
produit de cette somme multipliée par 1a vitesse du point fictif pris sur
faxe instantané,

Cet énoncé montre quelle est l'influence de Ja variation de Ia vitesse
angulaire et du déplacement de I'axe instantané sur les quantités d'action
dues aux forces qu’il faut introduire en raison du mouvement d’entraine-
ment des plans coordonnés mobiles. On apergoit quil y a des cas o&

cette quantité d'action se réduira comme si le mouvement de ces plans
se faisait avec une vitesse de rotation uniforme autour d’un axe invariable

de direction. Il suffit pour cela que !'intégrale dont on vient de parler
s'évanouisse entre les limites du mouvement.

Le principe des forces vives étendu aux mouvemens relatifs donne
trés-facilement une théorie exacte des roues hydrauliques comme celles
de Borda ou turbines de M. Burdin, Pour fes roues & aubes courbes de

M. Poncelet, if montre que toutes les fois que l'eau sort de Vaubea fa
méme distance de l'axe de rotation oii elle est entrée, si l'on néglige fes
frottemens, elle ne peut avoir acquis ou perdu que la vitesse relative
due a action de la gravité, rapportéea la roue considérée comme immo-
bile; de sorte que, d’aprés la forme ordinaire des aubes, fa vitesse relative
de {'eau est plus grande en sortant qu’en entrant.
En appliquant le méme principe général aux seuls mouvemens de “

translation, on en conclut la pression qu'une veine fluide produit contre
un plan qu'elle vient choquer obliquement. Le résultat ne dépend ni des

pertes d'action de toute nature qui peuvent avoir lieu par les frottemens
dans le fluide, ni d’aucune hypothése particulizre , comme celles dont on

avait eu besoin jusqu’a présent pour trouver cette pression. Il suffit d’ad-

mettre seulement que le plan est assez étendu pour permettre I'épanouis-
sement de Ia veine. S'il y a frottement du ftuide contre fe plan, la méme

expression subsiste pour la composante normale au plan de la pression
oblique que celui-ci éprouve de faction du fluide. Par la méthode qui m’a

conduit & ce résultat, on voit que, pour évaluer I'effetdu choc d'une veinefluide sur les palettes inclinées d'une roue, il n'est pas nécessaire d’attri-

buer une valeur particuliére a fa force vive perdue par fe choc; elle peut
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étre nulle ou elle peut étre toute fa force vive initiale, sans que fa mesure
de effet change de valeur.

Tels sont les résultats principaux de ce mémoire. It me semble que

Je principe d’oit ils découlent trouve assez d’applications dans la théorie
des machines pour qu’on {fe mette au nombre des propositions de 1a mé-
canique rationnelle.

DEMONSTRATION DU PRINCIPE DES FORCES VIVES APPLIQUE AUX

MOUVEMENS RELATIFS QUELCONQUES.

Si {on réprésente par x,, J.» Zi les coordonnées relativesa des axesfixes dans espace pour les points matériels du systéme; par x,y, 2, les
coordonnées des mémes points rapportées A des axes mobiles, et par
£,n, C, les coordonnées de Vorigine de ces axes mobiles; on aura par les
formules connues,

x = E+ axa by +ez,
yer tadx + by + cz,
uel + a's + My + ¢z

On sait qu'entre fes cosinus abe, a'8'¢, a’b'c", ona les relations,

are +e m1,

ae eere = 1, .
a be ec = 1,

ad + bh +ecd =0,

aa" + bb" + ec" = 0,

da" + b+ dé = 05

ou bien également,

a+ra*+a* = 1,

e+ oe + 5% = 1,

‘ ore

ae = 1,ab + dh’ + a’h’ = 0,

ca + ca +a" = 0,

be + bed + Be" = 0.
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Nous supposerons que les liaisons qui subsistent pendant fe mouve-
ment soient exprimables entre les coordonnées x, y, z, relatives aux
axes mobiles; fes équations qui en résultent étant L—=o, M =o, &c.,
on sait que f'on pourra regarder chaque point comme libre, pourvu qu’on
ajoute des forces dont les composantes, suivant ces axes mobiles, serontexprimées par

a tt La
Teo a + Key

aL 4MA
Dp +H > + &e.,
ate + be
qth es

A, #, &c., éant des coefficiens arbitraires.

Ainsi, par exemple, lorsque les équations L =o,= 0, &c., seront
celles de surfaces entrainées avec les axes mobiles, ces composantes

4b dM 4

A=, uw ST, &e., seront celles de forces normales a ces surfaces.
Les projections de ces mémes composantes sur les axes fixes seront

- aL aLsur celui des x, aA2 + bate + ca SE 4 &.,dx dy qe

1, ab 1, ab », dbdesy, aA at BAT HCA + ben
ny ab a db wy) abdes 2, ara + BAe On + &e.

De sorte quen appelant X,, Y,, Z,, les composantes des forces données
dans fe sens des axes fixes, les équations du mouvement seront

ax aL aL 4
— — = AS osmo Hib wate + ba + AG + ee
ay’ ab 1, dh 1, a

=y+ waz + bay + On + &e,
ay ny dh oy dk ya

a= Zot ara Ate Ova &e.
On peut passer de ces équations a celles qui expriment les équiva-

Jences semblables entre tes composantes des mémes forces estimées
XI Cahier. Mm
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suivant les axes mobiles. Si l'on appelle, pour abréger, X,Y, Z, les
composantes des forces données suivant ces axes, on aura .

(A) ame amf anit = XL AE + w+ Bes

bmEm E2 Um = OY + at + ca + 8s
emi ema + ontt = Z+ az + we &e.

On fera disparaitre les forces dues aux liaisons, si Yon ajoute ces équa-
tions pour tous les points mobiles, aprés es avoir multipliées par les

vitesses relatives dx, dy, dz, &c., qui se produisent dans le mouvement
du systéme par rapport aux axes mobiles.

Avant d’effectuer cette opération, il convient d’exprimer les premiers

membies a l'aide des différentielles dx, dy, dz, et de celles des quantités

7.0, a,b, ca, U, ¢, &c., qui dépendent du mouvement des axes
mobiles. .

Nous désignerons, pour abréger, par d, toutes les différentielles prises
seulement par rapport aux dernigres quantités a, 6, ¢, &c., Cest-A-dire,
prises en supposant que les coordonnées x, y, z & », C, ne varient pas,
et que les points, ne se déplagant pas par rapport aux axes mobiles, ont
seulement le mouvement d’entrainement avec ces axes dont l'origine serait

supposée immobileet qui n’auraient qu'un mouvement de rotation autourde cette origine. C'est pour rappeler que cette différentiation se rapporte
Ace seul entrainement des axes, que nous mettrons ainsi !'initiale, en bas
des d. Les d sans indices indiqueront tes différentielles totales prises par

rapport au temps. On a d’abord
dx = adx+ bdy + cdg+ xda+ ydb + ede + mdf,
dy, =a'dx+ b'dy-+ cde+ xda' + ydb’ +- de + mdy,dz, ==a"dx-+ b'dy + c'dz + xda"+ ydb" +- ede" +- mdC,

et par suite

()

md*x =m (ad*x+-bd*y +-cd*7-+- adxda+- 2dydb-+- 2dgde-+-d,x)-+ md*,

dty —=m(u'd*x +b d'y-e'd*7-+-2dxdal-+-2dydb'-+-2dzde'-+-d,"y)-md*»,
md*==m(a"d*x-+b'd*y-+e'd*7-+-adxda" +-2dydb"+-2dzde"-+-d,'2) +-md*C
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Les derniers termes m (d,* x,-+-d* £), m(d,*y, +-d*n), m(d,*z,+-d'C),
ne sont uutre chose que les composantes dans le sens des axes immo-
biles, des forces qui produiraient sur chaque point fe mouvement qu'il
prendrait s'il restait a a méme place par rapport aux axes mobiles des
x, Js 2. Nous désignerons ces composantes par X,, Yu Z,.. et nous re-
présenterons par X, Y,, Z,, les composantes des mémes forces dans le
sens des axes mobiles x, y, z. On aura donc pour les deux derniers termes

des expressions ci-dessus

dx, EY dy, | diny ee oY(TEA) Ho MBA) ato mGTe) Son
Pour avoir fa composante sur I'axe immobile des x de la force qui pro-
duirait le mouvement effectif d'une masse m, il faudra substituer les

valeurs (n) dans les équations (A), et ensuite remettre X,, Y;, Ze pour
fes sommes

(aX, + aY, + @'Z,.),

(6X, + UY, + WZ),

(eX, + d¥, + Ze).

Fn vertu de ce que ada + ada’ + a"da"= 0, on aura ainsi, en né&gligeant pour abréger d’écrire les dénominateurs dt* sous les différen-
tielles du premier membre,

md*x +- 2mdy (adb --a'db' +-a'db")+- 2mdz(ade-+-a'de' +-a'de") +- X,
= X+ ae + &e.

On arrivera de méme pour fes composantes sur l'axe desy a

md*y +- 2mdx(bda+ b'da’+- b'da’) +- amdz(bde+ Bde’+ b'de) + Y,
=V+atei + Ke,

y

et sur axe desz a
maz +- 2mdx (eda + dda’ +-c'da") + 2mdy (edb+ ¢'db' +- c'db") +-Z,

. =Z+ ate+ &e.az
.

Mm*
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On aura des équations toutes semblables pour les autres points. Si on

les multiplie par dx, dy, dz, et qu’on les ajoute, les forces ASX, &e.,
disparaitront. On aura ainsi, en représentant par & la somme des termes
semblables pour tous es points mobiles

Emi(dxd'x-+-dyd"y-+-ded"2)

+Eamdxdy(adb-+a'db'—+-a'db"-+-bda-+-'db-+-6'db")

+Eamdzdx(cda--e'da’ +-c'da" +-ade--a' de +-a" de")
~+Eamdyde(bde+-8'de' +-8"de' edb +-<'d0' -+-c"db")
+E(Xde-+ ¥idy-+-Zde) = E ( Xdx+-Y¥dy-+-Zde).

Les facteurs qui multiplient les produits ddy, dedx, dydg, sont nuls en
vertu de ce que Yon a

ab + ah + a'b' = 0,

ca+ ca +c'a" = 0,
be + Be + Be mo.

Ainsi cette équation, en rétablissant fe dénominateur dt", se réduit &

Bm (de + dy 4 dg 2) 4 EXdx + Yedy + Zaz
= =(Xdx + Ydy + Zaz).

Si fon appelle V, fa vitesse relative d'un point quelconque par rapport
aux axes mobiles, on aura

VAV,= dx 2% + dy t+ dySO bh OG Tae

Sion désigne par P, {1a force opposce a celle dont X,, Y., Z., sont les

composantes, par ds, arc de courbé décrit dans le mouvement relatif d'un
point quelconque par rapport aux axes mobiles, on aura

—~

Xx + Vody + Zdq = — Peoos(P.ds)ds,.
En se servant de notations analogues pour les forces données, et dé-
signant par P fa force dont X, Y, Z, sont les composantes,,on aura—~

Xdx + Ydy + Zdz = Pcos(Pds,)ds,
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Ainsi 'équation précédente peut sécrire ainsi:

—~ o>EmV,dV, = Peos(Pds)ds, + P,cos(P:ds,)ds,
En intégrant cette équation et désignant par V, la vitesse d'un point

quelconque a la fin du temps ¢, et par y, Ja vitesse du méme point a
Torigine de ce temps, on aura

pte ome = ppeos(Pain)ds, + [P.cos(Pa.)ds
Cette équation renferme ce théoréme, que le principe des forces vives

4a encore lieu dans le mouvement relatif aux axes mobiles, pourra qu'aux

quanttés d'action [P cos(Pds)ds,, calculées avec les forces données P et les ,
arcs ds, décrits dans ce mouvement relaif, on ajoute d'autres quantités d'action
qui résultent des forces P,, qui sont egales et oppostes a celles qu'il faudrait
appliquer & chaque point mobile pour lui faire prendre le mouvement qu'il aurait
S'il était invariablement lié aux axes mobiles.

Nous indiquerons plus loin le moyen de représenter ces forces et de
simplifier les calculs des quantités d'action qui leur sont dues. Mais aupa-
rayant nous allons examiner les principaux avantages du théoréme pré-
cédent.

* Cette extension au principe des forces vives ou de fa transmission de
Ja quantité daction donnera une équation différentielle qui suffira pour
déterminer tout le mouvement quand il n'y aura qu’une variable indépen-
dante et que le mouvement dentrainement des axes mobiles sera donné

4 priori : ta difficulté ne sera plus que dans Vintégration de cette équation

oit les forces Pet P, et les cosinus cos (Pdi), cos (P,ds) seront en général
des fonctions du temps et d'une variable se rapportant a 1a position du
systtme relativement aux axes mobiles,

Le but ordinaire de ce genre de probléme de mouvement dans un sys-
téme entrainé par une machine d'une maniére donnée 4 priori, comme
cela se présente pour les roues hydrauliques, est de trouver Ja quantite

action transmise a la machine : nous allons chercher l'expression de cette
quantité,
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RECHERCHE DE LA QUANTITE D’ACTION OU DU TRAVAIL TRANSMIS A LA

MACHINE QUI PORTE LES AXES MOBILES.

On peut appliquer fe principe des forces vives au mouvement du sys-
téme dans l'espace, pourvu qu'on tienne compte de toutes les forces aux-
quelles les points mobiles sont soumis, cest-d-dire, pourvu qu’on ajoute

aux forces données celles qui remplacent les liaisons par rapport aux axes
mobiles en ayant égard au mouvement donné de ces axes, Ces forces,
jointes a celles qui sont données, remettront fe systéme dans l'état ordi-
naire od il n'y a pas de liaisons dépendantes du temps. La quantité d'action

*

que ce systtme aura recue par I'effet de ces forces sera en signe contraire

. celle qu'il aura transmise aux systémes des axes mobiles. .
Nous désignerons, pour abréger, cette dernitre quantité d'action par Q:

nous appellerons y et V les premitres et les derniéres vitesses d'un point

quelconque pour son mouvement absolu dans espace, cest -a-dire,
par rapport aux axes fixes,et nous désignerons pards le petit arc décrit
par rapport & ces mémes axes fixes.

Le systéme étant devenu isolé des axes mobiles, quand on considere les
forces qui produisent la quantité d'action Q, on aura par le principe des
forces vives dans ce cas

sem _ pm — sypeos(Pas\ds — Q,
2 2

ou

a my mvsQ = BSPcos (Pds) ds + 7 — Bm,
Le calcul des quantités qui sont dans fe second membre est subordonné
A la connaissance du mouvement des points et aux vitesses initiales.

Distinguons comme précédemment par des r mis en bas des lettres les
quantités qui se rapportent au mouvement relatif par rapport aux axes
mobiles, et par des e mis également au bas des mémes lettres, les quan-
tités de méme nature qui se rapportent au mouvement d’entrainement de
ces axes, lorsque fes points matériels sont supposés liés invariablement
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avec eux. Les premiéres et dernitres vitesses v et V seront les vitesses .
résultantes de y, v,, et de V,, V,. Ainsi on aura

“A

wv = v2 + ¥* + ayy, cos (¥y,),
a

Ve = V+ Ve + 2VV,cos(VV)).

De sorte que 'équation ci-dessus devient

my mye insQ = EfPcos(Pds)ds + ES + E+ Zmy,y, cos (¥,¥,)

_ zee _ baa — Em VV,cos(V,V,).
Les quantités qui se rapportent aux vitesses initiales y,, »,, seront don-
nées, il restera a calculer {es vitesses V,, V,, et le terme E{Pos (Pas)ds :Cest ce qui se fera quand on aura {a connaissance compléte du mouvement

par l'intégration de f’équation des forces vives pour le mouvement relatif,
puisque, connaissant les positions des points par rapport aux axes mo-
biles, on connaitra aussi leur position dans lespace. :

Sans rien particulariser sur ces mouvemens, on peut néanmoins pré-
senter des résultats généraux qui se simplifient beaucoup dans des hypo-
théses conformes a ce que présentent les applications de ces questions a
a théorie des machines.

:

Remarquons qu’on a pour les mouvemens relatifs en verfu du principe
établi au commencement de ce mémoire

mVe my — of.() BE eh = x/Peos(Pds,)ds,+ B/P.cos(Pds,) ds,
substituant cette valeur dans I’équation précédente qui donne {a valeur
de Q, on aura

= —_ —Q = Em/Pcos(Pds\ds — ¥fPcos(Pds)ds, — ¥fP.cos(P.ds)ds,

+ Ee etl 4 Emyycos (in) — EmV.Vc0s(V,V).
Sifon appelle ds, le petit arc que décrirait un quelconque des points s'il
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était lié invariablement aux axes mobiles; le petit are ds, décrit dans le

mouvement absolu, sera {a diagonale construite sur ds, et ds, comme
cbtés, Done si f'on projette ds, ds,, ds,, sur ta direction de {a force P,
on aura

“~ — —~

dscos(Pds) = ds,cos(Pds,) + ds,cos(Pds,),
ou bien

— ma —ds, cos(Pds,) == ds cos(Pds) — ds, cos (Pds,).

En réunissant pour chaque point les deux intégrales
— —~

[Pcos(Pds)ds, P cos(Pds) ds,

on aura done—_~ —~ —
JP cos(Pds\ds — /P cos (Pds,)ds, = fPcos(Pds,)ds, .

Ainsi 1a valeur de Q devient

— — mvs\v) Q = ¥fPcos(Pds))ds, — EfP,cos(Pds)ds, + B

. ~~ mvs —_
. + Emy,y(r,%) — E=E — EmMV,VcoslV,V).

Telle est la formule générale du travail transmis a la machine a
laquelle tiennent les axes mobiles.

Le calcul de cette valeur de Q est subordonné a celui des intégrales
{Pos (Pds,)d5., [P.cos(P.ds,) ds,, et aux valeurs de V, et de V, qui
résulteront detl'intégration de {'équation (c). Nous allons voir des cas ott
{es calculs s'exécutent sans complication, et nous montrerons comment

cette formule, lors méme que ces calculs ne s'achévent pas, permet de
reconnaitre les circonstances qui influent sur faccroissement ou la dimi-
nution de fa quantité Q.

SIMPLIFICATION DANS LE CAS OU LES QUANTITES DE MOUVEMENT DUES

AUX VITESSES D'ENTRAINEMENT SE FONT EQUILIBRE D'ELLES-MEMES DANS

LA MACHINE AU DERNIER INSTANT.

Hy ades cas oit fe terme © m V,V, cos (V,V,) sera nul: pour cela il
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suffira que les vitesses d'entrainement V, soient telles que Jes points
étant dans les positions oi ils sont, restent en équilibre dans a machine

par rapport aux plans des x, y, z, sans produire aucun mouvement re-
fatif, si fon supprime les vitesses relatives, et qu'on ne donne que le
mouvement dentrainement avec les axes.

En effet, les quantités de mouvement imprimées aux points seraient
alors mV,; les vitesses relatives V, sorit des vitesses virtuelles pour les
mouvemens de fa machine; ainsi on aurait

=m V.V,cos(V,V,) = 0,

ce qui donnera dans ce cas

. — — moe nVe

Q = SP cos (Pds}ds, — fP.cos(Padin)ds, + BM — yp Ble
—

+ 2Emy,v,cos(y,%,).

EXPRESSION GENERALE DE LA QUANTITE D/ACTION QU’IL FAUT INTRODUIRE

DANS L’'£QUATION DES FORCES VIVES, EN RAISON DU MOUVEMENT DES

> AXES MOBILES.

—~

Nous allons examiner comment {a quantité d'action E/P, cos(P,ds)ds,
dépend du déplacement de I'axe instantané de rotation des axes mo-
biles et de 1a variation de la vitesse angulaire.

Les forces P, peuvent se décomposer en deux esptces : fes unes dont
. ca ay eo,{es composantes, suivant les axes fixes, sont mE, m=, mL, cest

a-dire, les forces capables de donner & chaque point le méme mouve-

ment que forigine des axes mobiles; {es autres dont les composantes
suivant es mémes axes fixes, sont m “@**., m “2+, m “%, jesquelles
forces sont celles qui produiraient 1a rotation du syst?me avec les axes
dans la position ot il se trouve a chaque instant. On choisira lorigine
des coordonnées x,y, z, pour rendre le plus simples possible les forces

m2, m2, m££, Par exemple, si un point se meut uniformément
. de de’ de ’

XX1s Cahier. Noa
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ou avec un mouvement uniformément accéléré, en le prenant pour
origine, ces composantes seront nulfes ou constantes. Il est facile de voir
que, si 4’, Y', Z!, sont les composantes suivant les axes mobiles des forces
opposées a celles qui produiraient sur chaque point fe mouvement de
Vorigine, la quantité d'action due a ces forces directement appliquées
aux points mobiles, sera

hE fin X'dx VY dx-¥-Z de) = -fX'Emdx--f¥ Emdy+-fZEmdz.
Si x’ y' Z sont les coordonnées, relatives aux axes mobiles, du centre de

gravité du systéme, cette quantité devient, en appelant AZ la masse totale, ,
+ Mf (X' dx’ +Y' dy+ Z dz).

En désignant par P”, la force accélératrice opposée A celle qui produirait
ce mouvement de forigine, la masse totale y étant concentrée, et par ds,
Vare décrit par fe centre de gravieé du syattme; on pourra encore la repré-

senter par
es

+ M [P’, cos(Pds)) ds,.

Sife centre de gravité n'avait pas de mouvement relatif par rapport aux
plans mobiles, cette expression serait nulle, puisque ds,’ serait nul.

Revenons au calcul de/P,cos(P_ds,)ds,, en ne nous occupant plus des

forces dues au mouvement de l'origine des axes mobiles.
: En se rappelant ce que désigne P,, on verra facilement que les compo-

P, Not, bysantes sur fes axes fixes de — sont, en n’écrivant pas, pour abréger, les
dénominateurs de,

— (xdta + yd*b + ede). :
— (xd*a' + yd*l! + zd*e’)

— (xd'a" + yd*b" ++ ed*e")

et sur fes axes mobiles
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— x(ada-+a'd'a'+ a'd'a") — y(ad'b + a'd*h'+ adh)
— ¢(adte + a’d*c + a’d*c")

— x(bdta + B'dta+ b'dta") — y (bath + Bath + b'd*b")
— abdte + bide!+ b'd'c’)

— x(ed'a +dtd + eda") — y(cd*h-+ edb + cath")

— gedte bedtd re c'd'e" ).
Les projections de ds, sur les axes mobiles sont dx, dy, dz; le moment

~

virtuel P.cos(P.ds))ds, Sobtiendra donc en faisant la somme des produitsdes composantes ci-dessus par dx, dy, dz: on aura ainsi !a somme
suivante ;

—xdx(ad‘a-a'd'a'ta'd'a")— ydy(bdb-U'd'b bab)Pscos\Pedids, edeledet-ddte+-c'd*e’)

=| —xdy(bd*a+b'd'a'-b"d"a") — ydx(ad*h-a'd*b-+a"d*b")

cds (adepa'd'd'--a"d'c’) — xdeled'a-cd'a+¢'d'a")

ydeled*b-c'd'b--c'db') — zdy(bd'e-bide 4-6'd*c’),

Or, en vertu des relations entre les quantités abc, a’B'c', a’b"c’, ona

.
ada + a'da' + a'da’ = 0,

doit fon tire

— (ada + a'd'a’ ++ a'd'a") = (da* + da’ + da’).

On aurait des équations toutes semblables pour les lettres } et c.
Si I'on porte sur l'axe instantané une Jongueur égale a la vitesse angu-

laire, et qu'on appelle pgr les coordonnées par rapport aux axes mobiles
du point ainsi obtenu en portant Ja longuéur d’un cété tel que Ja vitesse
angulaire fasse tourner dans un sens déterminé autour de cet axe, par

exemple de x vers y, si ce point était sur Vaxe des z du cdté des
positifs, on aura par {es formules connues

e
Nno®

‘
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— (adb-Ha'db'-t-a'db") = (bda--8'da'+-b'da") = rdt

— (bde+U'del-+- W'de") = (cdb-+-c.db’+ c'db) = pat
— (eda-pe'dal-pe'da) = (ade-balde'-Ha'de’) = qdt,

et de la

bdta + Uda’+ b'd*a"= — drdt — dbda — db'da!— db'da"ad*h -+-a'd'8 + a'd*h!= —drdt— dbda — d dal—dB"da.
On aurait des résultats tout semblables pour les autres combinaisons
enbeet ac.
Sion appelle w,, dy, uz, les vitesses angulaires des axes des x, des y

et des z, on aura
dat + da* + da’ = ogdt

db + db* + db" = ade
de + de® + de® = ogdt

et
~~

dadb + da'd¥) + da"db" == waycos (oxy) dt*
em

dade + da'dé + da'de" = axuyc0s(a,ay)dt*LY
dbde + d8'dé + db'de’ = aywzcos(exa,)di.

En introduisant ces valeurs dans lexpression précédente du moment

virtuel Pecos (Pedr) dsr, dans laquelle on remettra le dénominateur
d¢* quon wavait pas écrit par abréviation, on aura

Pe 5. s,Fe cos (Pedsdldsy == axtxds + ay'ydy + agtede A
Ae (xdy + ydx)q0yc05(dn0y)

~

bh (ude ++ zdx)eax0,008 («yeae)
aN

+ (yd + Zdy)wyeezcos (yz)
d)

— (xdy — ee)
di

— (cde — xd) SE
Ey

— (vde — dy) 2.
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Les quantités xa, yoy, Zz, sont les vitesses d’entrainement des points
situés sur [es axes mobiles avx distances x, y, z de Lorigine. Or la

vitesse dentrainement du point dont x, y, z sont les coordonnées, est
la résultante de ces trois vitesses, comme cela résulte des relations

entre les coordonnées. Ainsi en se rappelant qu’on a désigné par ve la

vitesse d'un point supposé lié aux axes mobiles, on pourra poser
: ~

Ve* = Wx?X* bE Wy*y* WZ" 2X Wx @y COS(xy) “A
2X Wx @z COS (Gx Gz) ++ 2YZ@ye2C0S (ayer).

Or, en comparant cette expression avec les six premiers termes de la
~

valeur précédente de Pecos(Pedsr)dsr, on reconnaitra que ces termes

forment fa valeur de d,—*-; le dy désignant une différentiation faite
par rapport au mouvement relatif, lorsque x,y, z changent seulement
et que les vitesses wx, ay, ; et leur direction ne changent pas.

an P. >Pour réduire l'autre partie de 1a valeur de ~ cos (Ped s+) ds, , o& se

trouvent les facteurs (xdy —ydx), nous désignerons par dM, la petite aire
décrite dans le temps dt par le rayon vecteur qui va de forigine des plans

mobiles a un point quelconque du systéme, en ne tenant compte que du
mouvementrelatif par rapport aces plans, et nous représenterons par A,u,7
les angles que fait, avec les axes mobiles, la perpendiculaire au plan de

cette aire dMr, en portant cette ligne d'un cdté tel que Ia rotation du
rayon vecteur se fasse autour de cette direction, dans le méme sens que
celui qui se produit par la rotation des axes mobiles autour de l'axe
instantané pris dans fa direction qui va de Yorigine au point dont les
coordonnées sont pgr. Les trois derniers termes de la valeur de P.cos
—

(Peds,) ds, se réduiront évidemment &

dp dq dr(cosa E+ cosy Sh + cosy )24m,
Si fon appelle p,g,r, des quantités analogues & pgr, mais se rap-

portant @ des axes fixes, on aura

>
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pap, + 4g + a'r,

q = bp, + Ugh br,
rep tg ber.

On sait que {'axe de rotation est perpendiculaire aux vitesses de tous les

points, et par conséquent a celles de points pris & lunité de distance
sur les axes mobiles, et que les composantes des vitesses de ces points
sont da, da’, da’, etc., on aura done

pda + q.da + r,da =o

: pdb + 9,46 + r,db"=0

pide + qidcé + r.de' = 0;

ainsi, en différentiant les valeurs précédentes de pgr, on trouve, en
vertu des relations ci-dessus,

. dp = adp, + a'dg, + a'dr,

(e) dg = bdp, + dq, + B'dr,
dr = cdg, + ¢dq, + c'dr,.

Si l'on appelle A,u,¥, les angles de l'aire dM, avec les plans fixes
desx, y, Z,, on aura

cosA, == acosA ++ b cosp + ¢ cosy

cosa, = a’cosA + Ub’ cosu + cosy
cosy, == a’cosA ++ a’cosm ++ c'cosy;

ainsi Yexpression précédente devient, aprés 1a substitution des valeurs

de dp, dq, dr, fournies par les équations (e), .
- apy dq, dry

(cosa, PL + cosu, SE + cosy, +) 2dM,.
Mais p,, q,. ¥, représentant les coordonnées d'un point porté sur l'axe
instantané & une distance de lorigine égale A 1a vitesse angulaire absolue

quiest //p7-g,-r7+ + Sil'on congoit une tangente a la courbe décrite par
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ce point, et qu’on appellede le petit arc qu'il décrit, ou /Ipp+raqp antile cosinus de angle de ta perpendiculaire au plan de Pélément dM,
avec la tangente en question sera

conn, itt a dn
Cosa, ES + cosm, Te =b cosy, TS.

If sensuit que, si fon projette cette aire dM; sur le plan perpendiculaire
& cette tangente a la courbe décrite par le point dont p,g,r, sont les

coordonnées, et qu’on appelle dV, cette projection, on aura

2d N= 24M; \cosa, PR + cosu, A + cosy, |,
- Ainsi l'expreesion précédente des trois derniers termes de Pecos (Peds)
ds, deviendra

. —.dN, St.
On a done

Pp, (ve*) de
cos (Pedse)dse= dp “1— a At;

ainsi

(ve) deEfP.cos(Pedsx)dsy = Bfmd, “).— 2EmfdN, =.
Si Von intégre par partie le premier terme du deuxiéme membre, en
vertu de la formule

d(ve)' = de(¥e)* + delve},
on aura

Bf Pecos Pedy) dsy = BE —eB fmd, 2)
de

— 2 mf dN,

En appelant A, B, C, les momens dinertie principaux du systeme
pour une position instantange des points mobiles, et en supposant

que les axes mobiles soient cet instant les axes principaux pour cette

+

.
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position des points mobiles, ce qui est permis puisque jusqu’a présent

ces axes mobiles ont été laissés arbitraires;on aura
mye 4. BY. ce.
PSST tyres

Mais pouravoir Emd, 2”, on doit différentier la valeur précédente
sans faire varier les positions des points, cest-i-dire sans faire varier
A,B,C, et en gardant toujours pour axes principaux les axes mobiles;
ainsi on aura

.

Em £00" — Apdp + Bydq + Crdr.

Si fon congoit tes petites gires décrites dans le temps dt par les
rayons vecteurs dans le mouvement d’entrainement des axes pour une

. position donnée du systéme par rapport aux plans mobiles, les quan-

tives A pdr, S-qdt, dt seront les sommes des projections de
ces aires sur ces plans mobiles choisis comme plans principaux pour cette
position du systéme. Si l'on appelle d Mz fune de ces aires, et Ac ieee les

angles de fa perpendiculaire a cette aire avec {es axes mobiles, en fa
prenant d'un cété tel que fa rotation du rayon vecteur se fasse autour

de cette direction dans fe méme sens ot fon a déja supposé quelle se
faisait autourde 1a direction prise pour fa perpendiculaire aux aires dM,;
on aura

dM,Ap = 2Em ~~ cosre
:

aM,

. Bg = 2Em  cosue

dM,Cr = 2Em= cosre,
done

d _ aM. , d dApdp + Bqdq + Crdr =2m—— (cosredp + costedg
+ cosredr).
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Si on remet pour dp,, dq, dr, leurs valeurs en dp,, dq.,dr,, tirées
des équations précédentes (£), et si l'on fait

cOsA,, == acosdA, + b cosm, ++ ¢ cosy,

ccsfy, == a’cosA, + b’cosm, + ¢cosy,

c0s¥,, == a’cosa, ++ bcos, + c'cosy,,

ce qui revient a désigner par Ayes ves Vier les angles que fait l'aire dM,
avec fes plans fixes; l'expression précédente deviendra

aM,2m—T—|cosAredp, + cospyedg, cos ¥,ed¥, |5
donc, en appelant comme précédemment de [arc décrit par fe point
géométrique obtenu en prenant sur I'axe instantané de rotation une fon-

gueur égale a fa vitesse angulaire, qui est /p>aqr re» expression
précédente peut s’écrire ainsi:

am| cosrye PE + costtye HE + cosre| de.
Si fon représente par dN, la projection de laire dM, sur te plan per-
pendiculaire au petit arc do, la quantité ci-dessus devient

25mro de;
ainsi fa valeur de {'élément différentiel de la quantité d'action due aux
forces P, sera

EP.cos(P.ds;)dsr= Emd OH — aem Me de +
aN,

— 2Em de.

Or, sil’on désigne par dN la projection sur fe méme plan normal la
courbe dont de est le petit arc, pour l'élément dire décrite dans le
mouvement absold dans l'espace par le rayon vecteur mené fun des
points mobiles, on aura dN = dN, ++ dN,; on a donc

XXL! Cahier Oo
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d(¥)* dNEP.cos(Peds,)ds, = Em 220 _ gem 2% de.

Ainsi, lorsquin ne considére que {es forces dues a fa rotation, la
quantité d'action se réduira en définitive &

mV mv dNE/P.cos(Prdsy)ds, = EAE 2Em fe do,

On conclut de cette formule que, siles points décrivent de trés-petits

aires dans espace, ou des aires paralléles ala direction de, dans laquelle

marche le point fictif pris sur faxe instantané, alors la quantité d'action
EfP.cos(P,ds;)ds, est la méme que si cet axe ne changeait pas, et
que la vitesse angulaire fit constante.

Si, la vitesse anguiaire des axes mobiles étant variable, ces axes

tournent autour du méme axe instantané; alors ©fm 44 de devien-
dra la somme des aires projetées sur un plan perpendiculaire a cet axe.

Si do est nul, cest-a-dire si la vitesse angulaire ne varie pas, et que l'axe

instantané de rotation soit fixe, alors le terme 2m {4% de est nul, *
et la quantité d'action due aux forces P, se rédvit toujours az 2H.
= TE, cest-a-dire, a laccroissement de la force vive due aux vitesses
dentrainement avec les axes.

Si, pour calculer la valeur de fa quantité d'action P, cos(P.ds,)d5-,

on a égard maintenant au mouvement de Lorigine des plans mobiles, il
faudra ajouter le terme M{P,cos(Peds,)ds'r, dans lequel M repré-
sente la somme des masses, P,' fa force accélératrice opposée a celle
qui produisait le mouvement de Yorigine, et ds, élément décrit par
rapport aux axes mobiles par le centre de gravité des masses. Ainsi on
aen général

mV my? dNEfPrcos(Peds,)ds= EM — eM 2Em fF do
+ MIP/cos (Pi ds)d5q
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Quand l'originedes plans mobiles a un mouvement rectiligne uniforme,
ou que Ie centre de gravité du systtme ne se déplace pas par rapport
aux axes mobiles, /P,'cos(P,'ds,)ds, est nul, et on a seulement

meV* mev* dNEfP,cos(P.ds,)ds- = S— — 5 23 fr do;

ce cas est presque toujours celui qui se présente dans la pratique.
En substituant cette derniére expression dans {a valeur (p) de Q, on

aura fa quantité d'action transmise a la machine lorsque le terme/P,' cos
(Pids,)ds¢ est nul : elle sera
Q= EfPcos(Pds,)ds, -+- Emy,t — EmV,A + Emy,v,cos(r%)

de

— EmVVcos(VeV,) — 2B fmdN.

Lorsque /mdN 4% = 0, ce qui arrive, comme on vient de le dire,
quand la rotation est uniforme, puisque de = 0, on a

~

Q=EfP cos( Pds,)ds,+ E my, —EmV2 + Bmy,v,cos (%,%)
a

—EnV,V,cos(V,V,):

le méme résultat aurait encore lieu si, de n’étant pas nul, on avait entre
es limites du mouvement

dNEm[- de =0.

APPLICATION AUX CAS OU LE MOUVEMENT DE ROTATION DES PLANS

MOBILES EST UNIFORME AUTOUR D'UN AXE DE DIRECTION CONSTANTE

QUI N'A QU'UN MOUVEMENT DE TRANSLATION UNIFORME.

Supposons que le mouvement des plans mobiles soit un mouvement
de rotation uniforme autour d'un axe fixe ou d'un axe se transportant
uniformément dans espace parallélement a lui-méme, Alors on a de

Oo*
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= 0, et les forces dues au mouvement de lorigine, en fa prenant sur
Yaxe, sont nulles, de sorte que le dernier terme de la valeur précé-
dente de Q est nul. Ainsi cette valeur devient

.

Q=BfPcos(Pds,)ds,-+ E my —EmVe

+ Emyv, cos (yr) — Em V,V-cos(V,V;)-
*

Sit'on désigne par « Ia vitesse angulaire de rotation des axes mobiles,
et par K et les momens d'inertie du systtme par rapport a axe de
rotation dans ses premitres et dernitres positions, on aura

mye mV
_ wtpe et = tk).

Dans le cas of les forces P sont toutes paralléles a axe, alors on a

cos (Pds,) = 0,

puisque ds, est un arc décrit dans un plan perpendiculaire a {a direction

de axe ou de P, De plus, en désignant par r et R les premiéres et der
nigres distances des points mobiles a axe de rotation, on a ¥, = or
et V, = wR; la valeur de Q devient donc

Q= wEmrv,cos(vv,) — @ EmRV,cos(VrV,) — a(K — h).

Sil n'y a, comme on le suppose, qu'une variable indépendante dans le

mouvement de la machine, on conclura la vitesse V; d'un de ses points
de l'équation

me any, * tm, Sal
ES BE + BfPe0s (Psy) dsp + EfP,cos(Ped51) dsr

ou A cause de

EfP,cos(P.ds))ds, = EMME ee Kk)
ve ve ot (pan

Em Em SKA ft) + Bf Pos (Pdi) dir.

Les forces P étant par exemple des poids dont fa direction est paral-
Réle & axe de rotation supposé vertical, si on appelle 4 fa hauteur
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dont fe centre de gravité des mobiles est descendu parallélement a cet
axe, et Mla masse totale des points mobiles, on aura

—

EfP cos (Pds,)dsr = gMh.
Enfin, si fon appelle V;’ et v-' les premiéres et derniéres vitesses pour
un point particulier du systéme qui soit tel qu'on ait V, = AV," et
¥ = av’, A eta dépendant de la position de fa machine et pouvant
dire des fonctions de fare s, parcouru par ce point, on aura

SE em At = EEmat+ 2 (Kh) + Mh,
dou

FY OE St ETZLVi =Vw toa + tea + Sma
Remettant dans l'expression de Q pour », et Vy les produits ay,'AV;’,
et substituant en méme temps pour V;' la valeur ci-dessus, on aura

Q= + 4%’ Emarcos(y,V;)
RELICSe ELAVj 1 Se ptA SE | sm areos(h, 4) 0" (2)

Les facteurs cos(v-¥,), cos(VrVe), sont de la nature des coefficiens a et

A, et dépendent aussi des positions de chaque point du-systéme; tes

sommes Emarcos(-y), ZmA Reos (V;V,) seront des fonctions de fa
variable unique qui fixera la position relative de la machine au premier
et au dernier instant. De sorte que, connaissant la premiére et la derniére

position du syst@me par rapport aux axes mobiles, et connaissant »,’et «,
on aura Q. (Voir fa note (a), en supplément.)

APPLICATION DE LA FORMULE QUI DONNE LA QUANTITE D'ACTION

TRANSMISE A UNE ROUE HYDRAULIQUE TOURNANT AUTOUR D'UN
AXE HORIZONTAL,

:.

On peut appliquer fes formules générales des articles précédens ala
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question du mouvement de l'eau dans les aubes courbes des roues de
M. Poncelet.

Si ton considére Yaube comme un canal ot l'eau se meut pendant
quil est entrainé d'un mouvement de rotation uniforme, fa valeur de
V, sera donnée dans ce cas par

mV mv, Bat BdeBaSa ZfPcos(Pds-) ds, + BfPcos(Pds;) dsr.

Si les molécules fluides sortent a la méme distance de I'axe & laquelle
elles sont entrées, on aura V, = y,, d’ot

mVe mv
2=~,

2 2

Rae instet par conséquent £/P.cos(P.ds-)ds = 0; ainsi on aura

mV mit I

ETe+ E/Pe0s(Pdix)dsr.
Lintégrale du second membre ne sera pas nulle lors méme que fes par-

ticules sortiront 4 1a méme hauteur a laquelle elles sont entrées, parce

que, la force P faisant des angles différens avec ds, quand l'eau monte
dans l'aube et quand elle en redescend , les deux portions de signes con-
traires de l'intégrale pour ces deux périodes de mouvement ne sont pas

égales. Suivant la forme ordinaire des aubes courbes, 1a gravité se rap-
prochera davantage de Ia direction de ds;, cest-d-dire de la tangente
au canal que forme l'aube, pendant la descente de l'eau que pendant

we mV vetson ascension; il s‘ensuit que © ——— est plus grand que 5 ——,et
quiainsi l'eau sort de fa roue avec une force vive relative plus grande que
celle qu'elle avait en y entrant.

DE LA PRESSION QUE PRODUIT UNE VEINE FLUIDE QUI RENCONTRE

OBLIQUEMENT UN PLAN FIXE OU MOBILE.

Lorsqu'il n'y a que des mouvemens de translation, les termes /P,cos
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.(P.d5,)ds, sont nuts, puisque les forces P, fe sont : en méme temps on

av, = V,, puisque toutes les vitesses d’entrainement sont égales. Ainsi,
en reprenant fa valeur (p) de Q de l'article (2), on aura

—

Q= ¥/Pcos(Pds,)

ds,+oe o>.Emy,V,cos (vpV,) — EmV;V,cos(VrV;).
Dans fe cas od une veine fluide arrive sur un plan, si fon suppose

que ce plan ait une vitesse d’entrainement V, perpendiculaire a sa sur-
face, alors fa vitesse V; étant dirigée dans fe sens du plan, on aura

cos (V,V,) =0; ainsi -~
Q= EfPcos(Pds,)ds,—

Emv,V,cos(v-V,).

La quantité (Pcos(Pds,)ds, ne doit étre prise que pour les frotte-
mens de l'eau. Or, les frottemens étant des actions mutuelles qui se-
raient en équilibre si le fluide restait immobile sur le plan, et s'il n’avait
ainsi que le mouvement d’entrainement; on a EPcos(Pds,)ds, = 0.
Ainsi il reste

>

Q= Emy,V,cos(rV,).

. op P, SSV, est ici un"facteur commun. Si f'on suppose que », et langle v-V,
restent les mémes pour toutes les particules fluides, et si lon appelle
M {a masse totale d'eau qui a coulé sur fe plan, on aura pour fa quan-
tité d'action Q transmise au plan tandis qu'il se meut avec la vitesse V,,

et quil a regu fa masse Mf,
—

Q = My, 00s (eV.)V..
On peut remarquer que, commey est la résultante de», et V,, on a

en projetant ces vitesses sur ¥,,

v cos(v V,) = v,c0s (%V,) + Ver
ou v,c08(¥,V,, = v cos(v V.) — V,;
ainsi Q=M| v008(¥V,) — Ve} Ve

- .
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Si de 1a on veut fa quantité d’actién, non plus pour une masse donnée

M defluide, mais pour un temps donné, par exemple pour une seconde;
alors

M sera égal Ala masse d'eau qui arrive dans une seconde Sur le plan.Or, si a est Ia section de la veine, 1a quantité de fluide qui arrive sur

le plan dans une seconde aura pour volume a, et pour masse “<* ,
en appelant 2 le poids de Punité de volume de l'eau. Ainsi on a alors
pour fa valeur de Q dans une seconde

——-

Qate cos (eV) Ves
sion appelle P la force produite perpendiculairement au plan, on aura
Q= PV, ;ainsi

“oo™~PY. = 7a cos(v¥,¥,)Vi,
dou

>P= wa~ cos(nV,).

Si V, devient trés-petit, alors v devient égal a fa vitesse absolue. du
fluide avant quil se détourne par 1a présence du plan; vitesse que

—

nous désignons par v. En méme temps l'angle ,V; devient langle de V,
avec ¥, Cest-a-dire celui que fait la direction de Ja veine fluide avec

a perpendiculaire au plan ou avec fa force P. Ainsi on a pour fa pression
produite contre ce plan

av aSP=— = cos(vP).
8

Ce résultat subsiste quels que soient les frottemens de eau.

On peut voir qu'il subsiste méme pour des mouvemens de feau sut

fe plan qui donnent des vitesses V; non parailéles ce plan, pourvu que le
terme Sm V,cos(V;V,) soit nul, ce qui aura lieu si fon peut partager le
fluide étendu sur Je plan en portions qui soient telles que leurs centres de
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gravité se meuvent parallélement a sa surfaces car alors y;cos (v,V,)

Gant {a vitesse de chaque particule dans le sens perpendiculaire au plan,

on aura toujours Emy,cos(y,V,) = 0, ou Lmy,V,cos (v-V,) =o.
(Voir fa note (4).)

XXL! Cahier. Pp
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NOTE (a).

Nous appliquerons les considérations précédentes & la théorie d'une roue& axevertical qui est mue par une chute deau, et qui sert de moteur & un moulin ou &
toute autre usine.

La théorie de ces rouesa été donnée déja par Borda et M. Navier mais il ne
sera pas inutile de la présenter ici comme application des résultats du mémoire
précédent.

‘Au liew @appliquer directement les formules générales, nous reprendrons dans
cet exemple les considérations qui y conduisent.

Nous concevrons qu'un courant d'eau sort d'un certain réservoir et descend

Gabord dune hauteur & depuis le niveau supérieurde ce réservoir, soit en parcourant
un coursier, soit en tombant librement, et quiayant acquis aprés cette descente
une certaine vitesse y, il entre dans une espéce de canal tenant & une roue qui tourne
autour d'un axe vertical avec une vitesse angulaire constante «. Nous supposerons
que cette eau descend dans ce canal d'une hauteur Hf — et qu'elle en sort ensuite

avec une vitesse absolue V. I sagit de caleuler fa quantité duction que recoivent

les parois du canal dans lequel eau est descendue, ou, ce qui est la méme chose, fa
quantité d'action que recoit la roue qui le porte, et par conséquent celle quelle
communique & fa machine dont elle est le moteur, Nous examinerons ensuite dans.
quelle circonstance cette quantité d'action est un maximum.

Considérons la descemte d'une masse deau égale & m. Si Q est la quantité action
transmise A fa roue par cette masse, et si A représente la perte daction due aux
actions moléculaires par leffet du choc que l'eau éprouve & son entrée dans le canal,
on a parle principe des forces vives pour fe mouvement absolu

LaA = mg(H—-h) —Q—A.
Ici nous éerirons pour abréger“Y” au lieu de la somme des forces vives (*) étendue
& toutes les molécules de la masse m si toutes les vitesses n'étaient pas égales. On
tire de fa

Q= mg (Ht) + MEEg,
Pour rendre Q le plus grand possible, AY et & étant donnés, il faut rendre A et V le

plus petits possible. 4 ne provenant que du choc & entrée du fluide dans le canal,

(°) Nous continuons ici Cappliquer la dénomination de force vive & ta moitié du produit
mY, ainsi que nous Favons fait dans ces Mémoires, et dans celui qui a pour ttre Du ealeul
de l’effet des Machines.
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fon peut rendre cette perte sensiblement nulle en disposant Finclinaison du canal &
son entrée dans la direction méme de Ia vitesse relative, qui est la résultante de V et| une vitesse opposée & celle du canal. Dans ce cas, Ia vitesse absolue de l'eau restera

| 4 trés-peu prés vA son entrée dans le canal; cela étant admis, on aura seulement

H _ H k my mvs| Q= mg(H —h)+ —-——.-
Tne reste qu’a calculer V* pour avoirfa quantité daction Q. Pour que cette quantité

| devienne Ia plus grande possible relativement & Vil faudra que V devienne nul ow

| le plus petit possible. Si l'on désigne par R la distance & Vaxe de rotation du point
du canal par oft eau sort en bas de la roue, et par V, la vitesse relative au canal
pour l'eau qui en sort, on aura

Vi = Vit + otRY+ 20R Vicos(aV;).
Ainsi fa condition pour que Q soit'un maximum étant V == 0 deviendra

a

os Vt + ath? + 2@RV,cos(wV,):

équation qui exige, comme on sait, que Yon ait cos (#V,) = —1 et Vp = wR: il
4 reste’ calculer V,, Pour cela on appliquera le principe des forces vives au mouvement

relatif, en remarquant que, # étant fa vitesse angulaire de Ia roue et r la distance de
entrée du canal 2 Vaxede rotation, fa quantité action quill faut ajouter en vertudu principe établi dans ce mémoire, cest-d-dire celle qui est due ici aux forces cen-
trifuges de Ia rotation, ayant pour expression Paccroissement de force vive du au
seul mouvement de rotation, sera

22 (RP)
Ainsi, en appelant toujours », Ia vitesse relative de Peau dans fe canal au point ot

elle y entre, on a
mV? mys mo" pp,
ESmg(H — ft) + “2 (RP),

Mais puisque vest Ia résultante de y, et de wr, ona

vy? == v* + wrt — 2arvcos (wy).
insi

| mVe my met

= ES OF Me rV008 (wo) + mg(H— h)
me Rs “
+(Re —v),

.

. Ppt
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Comme on doit avoir, pour que Q soit un maximum, V, = #R, cette equation
devient, en réduisant,

my(4) 0 = ““ — marvcos(wr) + mg(H — A).

Cette condition étant jointe & cos(#V,) =— 1, donnera Q le plus grand possible
sa valeur est alors

CH mgH—+. ,
On tire de Péquation (A) cidessus

¥

_— 6A) +>Or
—eitvey

‘elle est 1a formule qui indique la relation qui doit exister entre la vitesse v de Neau

qui entre dans fe canal, son angle avec Ia vitesse de rotation w , et Ia vitesse de rota-
tion wr & Pentrée du canal qui regoit cette eau dans Ia roue. On voit quion peut

faire tourner ces roues trés-vite, sans perdre de leur effet, pourvu que cos (v4) soit
trés-petit ou bien que y fui-méme soit trés-petit, cest-t-dire que A le soit.
Sion admet qu’il n'y ait que des pertes d'action insensibles dans ta descente

de eau de fa hauteur 4, depuis le niveau supérieur jusqu’a son entrée dans fe canal
toumant, on aura

=mgh.

La valeur maximum Q devient alors

Q=mgH,

et la condition pour que cette valeur soit arrivée & ce maximum devient

or 4,
vcos (wy)

NOTE (d).

On peut retrouver directement de fa maniére suivante fa pression produite contre
le plan par Ia veine fluide. .
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On concevra que le plan ait une vitessew perpendiculaire & sa surface, et que,pendant quil se meut ainsi, Ia veine fluide Patteint avec une vitesse absolue v, et pat
conséquent avec une vitesse relative qui sera la résultante de v et d'une vitesse égale
et opposée a uw.

La quantité d'action due aux forces moléculaires pendant le mouvement de dévia~

: tion du fluide contre Ie plan pour Punité’de temps, pourra s‘évaluer dans le mouvement
relatifen appliquant Ie principe des forces vives 2 ce mouvement. Si l'on désigne parA
cette quantité action, par w Ia vitesse d’une molécule du fluide relativementau planconsidéré comme fixe quandune fois cette vitesse est devenue paralléle & ce plan; y*-u"

: A

—2uycos{us) étant le carré de Ia vitesse relative du fluide avant quill se soit dévié

par laction du plan, on aura

2A = Em(vt + ut — aucosuy) — Emw*;

fe = s'étendant & fa quantité de fluide qui arrive sur fe plan en une seconde.

Appliquons maintenant fe principe des forces vives au mouvement absolu du fluide,

en ayant égard aux actions moléculaires et & fa pression produite sur le plan qui

réagit sur le fluide.

Si Pest fa pression sur fe plan, fa quantité d'action que celui-ci produit sur fe

fluide dans une seconde sera — Pu, Ainsi la diminution de force vive du fluide qui
passe sur fe plan dans une seconde sera

Puta

pour toute I'étendue du mouvement de déviation des molécules. La force vive du
fluide,qui arrive sur le plan était primitivement

Emy*

roan

fe = sétendant & toute fa quantité de fluide qui arrive sur le plan dans une seconde.
La force vive des mémes molécules fluides, lorsqu’elles se meuvent parallélement

au plan, et quelles ont accompli leur déviation, est
Jpn (we ew)

> ,

puisque la vitesse absolue d'une molécule est Ia résultante de fa vitesse relative w et

de Ia vitesse u, qui est perpendiculaire & w.
On adone, par le principe des forces vives appliqué au mouvement absolu,

Smyt Em (w?+u)
am ae) = Pa .z > +A

*
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Or, on a 24 = 3m/(r* + ut— 2uycosuy)— 2mw*, Ainsi il viendra, en subs-tituant et tirant Pu,

. 2 Pu = Smv* — Bm (wt + ut) — Em (v* + ut — 2uycosuv)
+ Emw;

ou, en réduisant,

P = Em(vcosuy — x).

Si aest la section de la véine, Ia quantité de fluide 3m, qui passe sur le plan dans
une seconde, est

- ou «

Em=a(vy———_)x+,

 étant le poids de lunité de volume du fluide. Ainsi on a

Pa Zag Loa,
¢ 7coy

siu=0, Cestardire sile plap est immobile, alors on trouve
ad

P = ~ ay'cos (uy).
6

Telle est expression de fa pression produite par une veine fluide sur un plan im- *
mobile quelle rencontre sous une inclinaison quelconque (uy) avec Ia normale au
phan.

Cette formule ne suppose autre chose qu'un écoulement qui ait assez de durée

pour quil devienne permanent et pour que les molécules fluides finissent par ne
plus avoir que des vitesses paralléles au plan. Du reste, ill peut exister des frot-
temens sur le plan et des actions moléculaires quelconques entre les molécules du

fluide; celui-ci peut étre trés-visqueux sans que Ia pression change; seulement fe
frottement sur le plan donnera liew & une action dans le sens du plan, mais qui ne
changera rien & la composante P perpendiculaire au plan,



MEMOIRE

Sur les équations du mouvement relatif des systemes de corps;

Par G. CORIOLIS.

Dans un Mémoire qui fait partie du XXI* Cahier du Journal de
l'Ecole Polytechnique, j'ai montré que pour appliquer le principe
des forces vives aux mouvemens relatifs des systémes entrainés avec

des plans coordonnés ayant un mouvement quelconque dans l’espace,
il suffisait d’ajouter aux forces données d’autres forces opposées a celles
qui sont capables de forcer les points mateériels a rester invariablement
liés aux plans mobiles auxquels on rapporte les mouvemens relatifs.

J’ai fait remarquer dans ce Mémoire que la proposition qui en est
Yobjet , ne peut s’appliquer en général 4 d’autres équations du mouve-
ment que celles des forces vives; mais je n’avais pas examiné alors s'il
ya des circonstances ou la marche qu'elle fournit peut s’appliquer A
certaines équations du mouvement; et si, dans le sens ow elle ne s’ap-

plique pas, on peut donner une expression simple des nouveaux termes
de correction.

C’est la question dont je me suis occupé dans le Mémoire que je
présente aujourd'hui. J’y donne cette proposition générale, savoir : que
pour ¢tablir une équation quelconque de mouvement relatif d’un sys-
téme de corps ou d’une machine quelconque, il suffit d’ajouter aux
forces existantes deux espéces de forces supplémentaires; les premiéres
sont toujours celles auxquelles il faut avoir égard pour I’équation des
forces vives, c’est-a~dire que ce sont des forces opposées a celles qui
sont capables de maintenir les points matériels invariablement liés

aux plans mobiles : les secondes sont dirigées perpendiculairement
aux vitesses relatives ct 4 l’axe de rotation des plans mobiles; elles
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sont égales au double du produit de la vitesse angulaire des plans
mobiles multiplide par Ja quantitéde mouvement relatif projetde sur

un plan perpendiculaire a cet axe.
Ces derniéres forces ont la plus grande analogie avec les forces cen-

trifuges ordinaires.
Pour mettre en évidence cette analogie, il suffit de remarquer que

la force centrifuge est égale 4 la quantité de mouvement multiplicée

par la vitesse angulaire de la tangente a la courbe décrite, et qu’elle
est dirigée perpendiculairement a la vitesse et dans le plan osculateur,
c’est-a-dire perpendiculairement aussi a l’axe de rotation de la tan-
gente. Ainsi, pour passer de ces forces centrifuges ordinaires aux se~
condes forces dont les doubles entrent dans l’énoncé précédent; on

n’a qu’a remplacer Ia vitesse angulaire de la tangente par celle des
plans mobiles, et substituer a la direction de l’axe de rotation de cette
tangente, la direction de l’axe de rotation de ces mémes plans mobiles.
En d’autres termes, il suffit de substituer 4 tout ce qui se rapporte en

grandeur et en direction 4 la rotation de la tangente, ce qui se rap-
porte a celle des plans mobiles, et de prendre le double des forces ainsi
obtenues.

Crest & cause de cette analogie que j’ai cru devoir donnera ces nou-
yelles forces la dénomination de forces centrifuges composées : elles

participent en effet du mouvementrelatif par la quantité de mouve-
ment, et du mouvement des plans mobiles par l'emploi de leur axe de
rotation et de leur vitesse angulaire.

- On dira done que pour poser une équation de mouvement relatif,
qui n’est pas celle des forces vives, il faut introduire de plus que pour
cette equation , les double des forces centrifuges composées.
Les directions de ces secondes forces supplémentaires étant perpen-

diculaires aux vitesses relatives, on voit de suite qu’elles disparaissent

dans ’équation des .forces vives pour le mouvement relatif, puisqu’on
n’emploie dans cette derniére que les composantes des forces dans le
sens des vitesses relatives.

C'est dans cette disparition de ces forces centrifuges composées que



144 MOUVEMENT RELATIF"
consiste le théoréme que j’ai présenté A Académie des Sciences ,
en 1831. Ildevient maintenant un cas particulier de l’énoncé plus
général sur Vintroduction de ces forces centrifuges composées.

Il y a dans certaines circonstances d’autres équations ou ces forces
centrifuges composées disparaissent encore; ce sont celles qui se rap-
portent A des mouvemens relatifs qui s’operent dans des plans mo-
biles qui peuvent rester paralléles 4 axe de rotation de ces plans. Il
est clair en effet que les forces centrifuges qui sont perpendiculaires

a cet axe de rotation , aussi bien qu’aux vitesses relatives, disparaissent
quand on ne s‘occupera que des projections des forces relatives sur
les plans dans lesquels les mouvemens s’opérent.

On peut aussi présenter Vintroduction des forces centrifuges com-
posées , en employant dans les énoncés les vitesses virtuelles relatives
qui ont servi a obtenir chaque équation de mouvement. On arrive

ainsi 4 cette proposition, que les deux espéces de termes supplémen-
taires qui entrent dans une équation de mouvement relatifs sont, les
premiers, les momens virtuels des mémes forces qui entrent dans
V’équation des forces vives, et les seconds, les doubles des sommes des
aires des parallélogrammes construits sur les vitesses relatives et les
vitesses virtuelles, ces aires étant projetées sur un plan perpendicu-
laire 4 V'axe de rotation des plans mobiles. , '

Ce dernier énoncd montre dans quels cas ces seconds termes supplé-
mentaires disparaissent, non plus isolément, comme on le voyait seu-
lement par la direction des forces centrifuges composées, mais dans

* leur ensemble. .

Ainsi, si Vaxe de rotation a une position fixe dans J’espace, et con-
séquemment fixe aussi par rapport aux plans mobiles, les forces cen-
trifuges composées disparaissent toujours dans Péquation du mouve-
ment de la projection du centre de gravité sur une ligne paralléle 4
cet axe.

Si le centre de gravité ne peut se mouvoir que sur une droite fixe
par rapport au plan mobile, les forces centrifuges compos¢es dispa-
raissent dans V’équation du mouvement relatif de ce centre.
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Dans les équations des aires, les forces centrifuges composées ne
disparaissent que dans le cas trés particulier ou axe de rotation des
plans mobiles est fixe en direction , et qu’on prend les aires sur un plan
qui lui est perpendiculaire et autour d’un axe par rapport auquel les
momens d’inertie du systéme ne changent pas pendant le mouvement

relatif. ,
Voici les démonstrations des propositions qu’on vient d’énoncer.

Désignons par x, 7, 2, des coordonnées rapportées aux plans mo-
biles; par L==o0, etc., les équations de liaisons des points mobiles,
lesquelles sont supposées exprimées par ces coordonneées relatives x,
¥,2- Représentons para, etc., des coefficiens disponibles; par X,, Y., Z,,
les forces qui produiraient les mouvemens dus a la liaison avec les
plans mobiles; et enfin par abc, a'd’c', abc’, les cosinus des angles
que font les axes mobiles avec des axes fixes.
On a établi, dans le mémoire déja cité, page 275 du Journal de

U'Ecole Polytechnique, XXI* cahier, que pour un des points maté-
riels dontm est‘la masse, ona

m £2 4. 2 (adb + aldb!+ a'db") mdy —
+ 2 (ade +- a'de + al'dc"\mdz =X — X,+ agi-rete.,

+ o(4 + Mae Mee im =Y—Y,+ as + etc.,

m = + 2(cda +- c'da' + c'da") mdx
+ 2 (cdb+ odd! + ¢'dB") mdy = L—L, + 0% + ete.

Designons comme a lordinaire par p, q, r, les trois projections de
la vitesse angulaire de rotation des plans mobiles sur ces mémes plans,
ou en d’autres termes les trois vitesses angulaires de ces plans prises
autour de leurs axes. Ces équations deviendront ainsi

XXIP Cahier. 19
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m= 2 (rm x — qm a4 X—X,+- ast +etc.,
(A) mE = 2 (pm & — rm =) + Y—Y,+a at etc.,

m oe. 2 (qm = pm Z) +Z-—4,+ az 4- etc.

Nous voyons ici, dans l’expression des forces qu’on doit considérer
dans les mouvemens relatifs, deux termes supplémentaires; les uns
sont exprimés par — X,, — Y., — %,, et sont des forces opposées a
celles qui seraient capables d’obliger les points mobiles a rester inya-
riablement lids aux plans coordonnés mobiles; les autres sont expri-
més par

2 (rm oy —qmg),
2 (pm F —rm§) >

Remarquons que si x, 7, 2, x’, y’, 2’, sont les projections de deux
longueurs r et 7’; le paralldlogramme construit sur ret r’, et dont l’ex-
pression est rr’ sin(rr’), a pour projections sur les plans coordonnés

-

~ (x2! — za’),
(xy! — y2'),
(yx! — ay’).

Les expressions ci-dessus peuvent étre aussi les projections sur les
axes coordonnés d’une longueur égale A rr’ sin(rr’), laquelle sera por-
téeperpendiculairement au plan des deux droites r et 7 et sera située
du méme cété, par rapport au sens qui va de r vers r’, que V’axe
des z l’est par rapport au sens qui va de y vers x.

D’aprés cetteremarque, les expressions ci-dessus en p, 7, 7, dx, dy,
dz, seront les doubles des composantes suivant les axes d’une force

dirigée perpendiculairemeut au plan de l’axe de rotation et de la vitesse



DES SYSTEMES DE CORPS. 147

relative; laquelle force aura pour grandeur le produit de la vitesse

angulaire Vp? + q? + 7°, multipliée par la projection ou la compo-
sante, dans un plan perpendiculaire A Vaxe de rotation; de la quantité
de mouvementdue a la vitesse relative du point matériel. Le sens dans
lequel cette force devra étre portée, par rapport 4 un mouvement se
dirigcant de l’axe de rotation vers la vitesse relative, sera le méme que
celui de l’axe de rotation par rapport a Ja vitesse de rotation.

L’introduction des termes ci-dessus revient donc a celle d’une nou-
velle force, qui a une analogie compléte avec la force centrifuge
ordinaire.

En effet, en désignant par » la vitesse angulaire avec laquelle tourne
la tangente a la courbe décrite par un point matériel dont la masse est m,

par v la vitesse; la force centrifuge ordinaire peut se mettre sous la forme

@INY ,

cest-d-dire qu'elle est le produit de cette vitesse angulaire multipliée
par la quantité de mouvement du point matériel; de plus, sa direc-
tion est a la fois perpendiculaire a Ja vitesse y et 4 l’axe de rotation de
la tangente, puisqu’elle est dans le plan osculateur qui est celui dans
lequel tourne la tangente. .

On voit donc que, pour passer des forces centrifuges ordinaires aux
secondes forces dont les doubles entrent dans les équations du mou-
vement relatif, il suflit de substituer en méme temps, 4 V’axe de
rotation de la tangente, ala vitesse angulaire, et 4 la quantitéde mou-
vement du point mobile; Yaxe de rotation des plans mobiles, la vi-
tesse angulaire de ‘ces plans, et la quantité de mouvement projeté sur
un plan perpendiculaire a cet axe.

Ces secondes forces centrifuges, résultant de Yemploi simultané des
mouvemens relatifs et des mouvemens des plans mobiles, on peut les
nommer forces centrifuges composées. On arrive ainsi a cette pro-
position, que les expressions des forces & ajouter aux forces données
pour avoir les expressions des forces dans les mouyemens relatifs

19..
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sont, 1°. celles qui sont opposées aux forces capables de produire
sur chaque point le mouvement qwil aurait s'il était ié aux plans
mobiles, 2°. les doubles des forces centrifuges composées.
On yoit de suite que ces secondes forces disparaissent dans I’équa-

tion des forces vives comme les forces centrifuges ordinaires, puis-
quelles sont dirigées perpendiculairement aux vitesses relatives, et
qu’on n’obtient l’équation des forces vives qu’en projetant les forces
relatives sur la direction des vitesses relatives elles-mémes.

Eilles disparaissent aussi lorsque les mouvemens relatifs doivent se
faire dans des plans paralléles 4 Vaxe de rotation des plans mobiles,
puisque les équations du mouvement dans ces plans ne contiendront.
pas des forces qui, étaut perpendiculaires A Vaxe de rotation, le seront
aussi aux plans dans lesquels les mouvemens s’opérent.

On peut encore, si l'on veut, donner un autre énoncé des termes de

correction dus 4 ces forces centrifuges compos¢ées , lorsqu’on les con-
sidére, non plus isolément dans Vexpression de chaque force, mais

. dans une équation quelconque du mouvement obtenue en choisissant
un systéme de vitesses virtuelles relatives.

En appelant dx, dy, dz, etc., les composantes des vitesses virtuelles
prises dans le mouvement relatif, c’est-a-dire des vitesses compatibles
avec les liaisons relatives exprimdes par L=o, etc., on aura, en indi-
quant par 2 une somme s’étendant 4 tous Jes points qui entrent

dans )’équation L = 0,

3 (fiw+ 2 by + Ez) =o.

En multipliant chacune des équations (A) par la vitesse virtuelle
correspondante et les ajoutant toutes ensemble, les termes en

gd, a e, etc., sen iront, c’est-a-dire que ces forces qui provien-
nent des liaisons s’élimineront, et il viendra
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5 da ay az ‘dydz — dudy
=m (& oa +ra + dz) + opim(22 or)

dzdx —~ dxdz

(B) + agim(SA Toe)
dxdy — dydxa+ 2rsm(WE)

= 2(Xdxr+ Ydy-+ Zdz)~ 3(X.dx + Yo dy + Z.dz).

Telle est la formule générale qui donnera toutes les équations se
rapportant aux mouvemens relatifs.

Ces équations, au lieu d’étre 4 deux termes comme pour les mouve-
mens absolus, contiennent toujours quatre espéces de termes qui dé-
pendent 1°. des différentielles secondes; 2°. des différentielles premiéres;
3°. des variables elles-mémes; 4°. de termes qui dépendent des forces

données, lesquelles, suivant les cas, dépendront des coordonnées ou.
de leurs différentielles premiéres.
On voit qu'il y a deux espéces de termes supplémentaires; les uns

sont dus aux forces X,, Y., Z., qui dépendent ainsi des coordonnées

x, Y, 2%, qui sont les inconnues du probleme; lesautres qui dépendent
des différentielles dx, dy, dz de ces inconnues.
Remarquons que le facteur

m(dydz — dzdy)

-west autre chose que Paire du parallélogramme construit sur la pro-
jection de la vitesse effective et de Ja vitesse virtuelle sur le plan des yz;
ainsi

um (dyéz — dvdy)

sera la somme algébrique de toutes les aires semblables pour tous les
points du systéme.
Chacune de ces aires, dans Vespace, peut sexprimer pars...

msds sin (dss). En représentant par A, “, v, les angles que la per-
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pendiculaire 4 son plan fait avec les axes coordonnés, on aura

dy dz __ ds : ,=mG oz — y)=im =, ds sin(dsds) cosa,
dz dz ds - 7%zm (Gx —- a bz )= im =, ds sin(dsds) cose,
dz dy ds . ytamG dy — FF dr)= um 7, ds sin(dsds) cosy.

Représentons par a, 8, 7, les angles que l’'axe instantané de rotation
des plans mobiles fait avec ces axes, et par leur vitesse angulaire de
rotation autour de cet axe; on aura

Pp = © cosa,

q == ® cos,

r = @ Cosy.

La somme des termes en question dans l’équation (B), devient ainsi
égalea

d: . “~ *2wlm 5 ds sin (dsds) (cos 20s A ++ cos 6 cos —+ cosy cosy).

On voit que c’est la somme des projections des aires m * ds sin (dsds)
sur un plan perpendiculaire 4 l’axe de rotation. Ainsi l'on peut dire
que, pour avoir une equation du mouvement relatif, il faut ajouter
aux termes ordinairement existans pour le mouvement absolu, da-

bord celui qui provient des forces qui sont capables de forcer les
points @ rester invariablement lids aux plans mobiles, et en outre
un terme qui est égal & deux fois la vitesse angulaire de rotation des
axes mobiles multiplide par la somme des projections sur un plan
perpendiculaire & Caxe de rotation de ces plans, de toutes les aires
des parallélogrammes compris entre les quantités de mouvement
effectives et les vitesses virtuelles. .
Dans le cas de l’équation des forces vives, chaque aire est nulle,

puisque la vitesse virtuelle coincide avec la vitesse effective; la somme
de ces aires est donc aussi, et le dernier terme de correction dispa-
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rait. Cette remarque forme précisément le théoréme que j’ai donnd
sur le principe des forces vives dans les mouvemens relatifs.

Il y a un autre cas assez général ou ces aires disparaissent aussi,
cest celui ot Jes mouvemens relatifs et virtuels se font pour chaque

point dans un plan paralléle 4 l’axe de rotation des plans mobiles. Il
est clair, en effet, que les aires comprises entre ces deux vitesses de-
viennent nulles en projection sur un plan perpendiculaire a l’axe de
rotation. Ainsi, dans ce cas, toutes les équationsdu mouvement, par
exemple, celles du centre de gravité et des aires ont lieu pour le
mouvement relatif, enajoutant seulement les forces —X,, —Y,, —Ze.

Lorsqu’on veut avoir des équations qui, pour ce mouvement relatif,
se rapporlent au centre de gravité, c’est-a-dire qui résultent de vi-
tesses virtuelles égales et paralléles a Pun des axes mobiles, il suffit
@ajouter ensemble toutes les équations (A) qui se rapportent 4 une
méme coordonnée.

En représentant par &,» et €, les coordonnées du centre de gravité,
par rapport aux axes mobiles, et posant m— M, ona

i ayim Ge = Me
et

dx atim = Ma

ce qui donne pour | mmes en ti tu les forces a 2 diq pour les so en question, ott les forces a 5-,etc. ,dis-
paraissent toujours,

d% a di .

Ma+ oM(GF ~—rZ) = 3X — =X,,
a's & ay __(C) MSF + oM(rG —p F) = 2¥ — 2¥.,
at dn a. y

Mao+ aM (pz —4 5) = 22 — XZ.

Si, dans le mouvement relatif, le centre de gravité du systéme reste
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sur une droite paralléle a Yaxe de rotation des plans mobiles, on a-

ay
Pp. @ —— .

ou bien

Cig a
Va" a F%

a a
Pa Pa =%

dy dé

Ainsi les équations ci-dessus n’ont plus de second terme , et se rédui-
sent a

aveM == =x — =X,

M% — sY — sya. = sY — 5y.,

aM a == 3% — xZ,.

Une seule de ces trois peut subsister de la méme maniére sans le
second terme de correction, si la directionde la coordonnée relative, qui

entre dans la différentielle du deuxiéme ordre, se trouve perpendi-

culaire & la fois & laxe de rotation et 4la vitesse du centre de gravité.
Car alors, si c’est la coordonnée ~ , par exemple, on a

a&
77

Ainsi quand deux axes seulement des coordonnées relatives sont.

mobiles, et que le troisiéme, celui des §, par exemple, reste pa-
ralléle 4 Yaxe de rotation auquel se rapportent les quantites p, 7, 7;
comme on a alors gq ==0, r=0, on aura ’équation

aM ae = 3X— 2K.
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Enfin, si le centre de gravitd se meut sur une ligne donnée par

. a,rapport au plan mobile; en la prenant pour axe des Z, on aura a =0,

&= 0, et par suite,

M SE — 3X — X..

Si maintenant nous voulons examiner ce que deviennent les équa-

tions des aires, il fandra, dans ’équation (B), prendre des vitesses vir-
tuelles de rotation autour d’un des axes des coordonnees , par

exemple, poser

dz== 0, xox + yby= 0,
ou

de aydz
= 0, 7 oe

On obtiendra ainsi

a. 2,=m (Jar x52) — arsm (xdx + ydy)
+ 3m (px + qy)dze= 3(Xy — Xx) —2(X.y—Y.x).

Cette équation , ainsi que les deux autres semblables qu’on obtiendrait
. pour les vitesses virtuelles de rotation autour des autres axes de coor-

données , ne se simplifient pas en général.
Si l’axe de rotation des plans mobiles a une direction constante

dans l’espace, auquel cas on sait qu'il en est ainsi par rapport aux axes
mobiles; on pourra le prendre pour axe des z, et l'on aura

P—9% GG =o

L’équation ci-dessus devient alors

(yum ad’ apeswh C=)— artim (axdx + ydy)
= (Ky— Yr) —3(Ky— Y.x).

XXIP Cahier. 20

.
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Ainsi cette relation est toujours au nombre des équations du mouve-

ment relatif quand Vaxe de rotation du mouvement qui entraine les
plans mobiles a une direction constante dans espace. Si les points
mobiles, dans leur mouvement relatif, ne changent pas de distance
par rapport 4 l’axe autour duquel on prend les aires; c’est-a-dire &
partic duquel on compte ici les coordonnées x et y; le terme de cor-
rection 2r2m(adx +ydy) disparait dans l’équation ci-dessus.

Si les forces XY sont dirigées vers l’origine des coordonnées, elles

disparaissent de cette équation. I] en sera de méme des forces X,, Y,,
si axe de rotation conserve une direction constante qu’on prenne pour
axe des z, et si la vitesse angulaire de rotation des plans mobiles est
uniforme, c’est-a-dire si r est constant et égal a #; on aura donc

=m (ee)= 20im(adx + ydy).

En désignant par A le moment d’inertie variable du systéme 4 un
instant quelconque, et par A la somme des aires décrites sur le plan
des 2, 7; on aura, en intégrant entre deux instans, et indiquant la
premiere limite par Vindice zéro,

BOs a0(A — A,).

Ainsi, dans les hypothéses précédentes , les différentielles des aires
dans les mouvemens relatifs, lorsqu’elles sont projetées sur un plan
perpendicalaire 4 Vaxe de rotation, croissent comme les momens di-
nertie.


